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STABILIZACJA ZA POMOCA REGULATOROW PID DYSKRETNYCH
UKLADOW REGULACII

Streszczenie. W pracy rozpatrzono problem stabilizacji za pomocg regulatoréw
typu PID liniowych dyskretnych uktadow regulacji. Podano prostg komputerowg
metode wyznaczania obszar6w asymptotycznej stabilnosci w przestrzeni
parametrow rozpatrywanych regulatoréw. Proponowana metoda oparta jest na
klasycznej metodzie podziatu D.

STABILIZATION OF DISCRETE-TIME SYSTEMS BY PID CONTROLLERS

Summary. The stabilization problem of digital control systems by PID
controllers is analyzed. Simple method for determining the asymptotic stability
regions in the parameter space of controllers are given. The method proposed is
based on the D partition method.

1. Wstep

Podstawowym wymaganiem stawianym ukladom regulacji automatycznej jest
ich asymptotyczna stabilno$¢. Problemowi asymptotycznej stabilnosci ciagtego uktadu
regulacji automatycznej z regulatorem typu PID czy PI jest posSwieconych wiele prac
(np. [1, 5-8]). W pracach [1, 8] przedstawiono metody wyznaczania zbioréw wartosci
parametrow regulatoréw PID, dla ktdrych rozpatrywane uktady sg asymptotycznie
stabilne. Metody te oparto na uogélnionym twierdzeniu Hennite-Biehlera. Inne
podejScie do problemu stabilnosci ciggtych uktadéw regulacji z regulatorami PID
zastosowano w pracach [5-7], w ktérych na bazie metody podzialu D podano
komputerowe metody wyznaczenia obszaréw asymptotycznej stabilnosci i D-
stabilno$ci w przestrzeni parametrow uktadow regulacji z obiektami z op6Znieniem.

Stabilno$¢ asymptotyczna dyskretnego uktadu regulacji automatycznej z
regulatorami PID byfa badana miedzy innymi w [2, 3, 4], W pracach [2, 3] problem
stabilnosci dyskretnego uktadu regulacji sprowadza sie¢ do problemu stabilnosci uktadu
ciggtego poprzez zastosowanie przeksztatcenia biliniowego [2] i bikwadratowego [3]
i wykorzystania rezultatéw pracy [1].

W niniejszej pracy zostanie przedstawione podejscie, w ktorym nie jest
wymagane stosowanie transformacji biliniowej lub bikwadratowej do okreslenia
wartosci nastaw dyskretnego regulatora PID, ktdre stabilizujg uktad regulacji. Zostanie
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podana komputerowa metoda wyznaczania obszarow asymptotycznej stabilnosci w
przestrzeni parametrow dyskretnego regulatora PID. Proponowane podejécie oparte
jest na metodzie podziatu D.

2. Gléwny rezultat

Wezmy pod uwage dyskretny uktad regulacji automatycznej zitozony z
liniowego obiektu o dyskretnej transmitancji operatorowej
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i szeregowego dyskretnego regulatora PID o transmitancji
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objetych petlg ujemnego sprzezenia zwrotnego.
Rozpatrywany uktad regulacji automatycznej jest asymptotycznie stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy jego wielomian charakterystyczny

w(z) = [(kp + k. +kj)z2- (kp +2kd)z + kd]L{z) + (z2- )M (2) 3)

jest asymptotycznie stabilny, tzn. wszystkie jego zera lezg wewnatrz okregu
jednostkowego na ptaszczyznie zmiennej zespolonej.

Przy ustalonej transmitancji obiektu (1) stabilno$¢ asymptotyczna wielomianu
(3) zalezy od wartoSci parametrow regulatora (2). W przestrzeni parametrow
regulatora mozna wyznaczy¢ zbidr takich wartosci jego parametréw, przy ktorych
wielomian charakterystyczny (3) ma wszystkie zera potozone wewnatrz okregu
jednostkowego o opisie parametrycznym z = exp(/iu®), ©£[0,2], przy czym mozna
ograniczy¢ sie tylko do wartosci ©e [0, 1], poniewaz zespolone zera wielomianu (3) sg
parami sprzezone.

Granicami stabilnosci w przestrzeni parametrow regulatora sg linie krzywe, na
ktorych wielomian charakterystyczny ma zera potozone na okregu jednostkowym.
Moga to byé zera rzeczywiste lub zera zespolone sprzezone, otrzymamy wtedy
odpowiednio granice zer rzeczywistych i granice zer zespolonych. Granice stabilnosci,
zwane granicami podziatu D, dzielg przestrzer niepewnych parametréw na skorniczong
liczbe obszarow D{k). Dowolny punkt w D(k) odpowiada takim wartoSciom
parametrow regulatora, dla ktérych wielomian (3) ma doktadnie k zer lezacych na
zewnatrz okregu jednostkowego. W celu sprawdzenia, czy dany obszar jest obszarem
stabilnosci, nalezy zbada¢ asymptotyczng stabilno$¢ wielomianu (3) dla jednego
punktu z tego obszaru, stosujgc np. kryterium Jury. Jezeli obszar D(0) istnieje (nie jest
pusty), to jest on obszarem asymptotycznej stabilnosci rozpatrywanego uktadu
regulacji automatycznej.
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Dowolnemu punktowi na granicy zer rzeczywistych odpowiada guasi-wielomian (3),
ktory ma zero z= 1 lub z - —1. Granice zer rzeczywistych wielomianu (3) maja opis
parametryczny

k,= 0 oraz k, =-2kp-Akd-2M (-\)IL(-I), 4)
przy czym L (-1) * 0.
Granica zer zespolonych odpowiada takim wartosciom kp, ke i kd, dla ktdrych
wielomian (3) ma zera zespolone sprzezone na okregu jednostkowym. Granice zer

zespolonych wyznacza sie rozwigzujgc rownanie w(exp(jcon)) = 0, ktdre otrzymuje sie
przyréwnujac do zera wielomian (3) przy z = exp(jeon). Stosujgc oznaczenia

L(exp(jcon)) = UL(co) +jV L(co)sin eon, (5)
M(<sxp(jom)) = UM(co) +jV u (<y)sin eon (6)

réwnanie zespolone w(exp(/¢y;r)) = 0 mozna napisa¢ w postaci uktadu dwaéch réwnan
rzeczywistych (w zapisie pominieto zalezno$¢ Ui Vod o)

d}cos3(eon) + d2cos2(eon) +dtcos(eon) +d0 =0, (7a)

p 2cos2(eon) + p xcos(eon) + p0 =0, (?b)

Rozwigzujac uktad réwnan (7) wzgledem dwoch wybranych parametréw kp i kh
odpowiednio otrzymamy

r3cos3(neo) + I\ cos2(neo) + cos(nco) + r0
(cos2(neo) - )VI2-U L2

(82)

w3cos3(neo) + w2cos2(neo) + w, cos(neo) +w0

(cos2(neo)-l)vVL2- UL (8b)

gdzie:

Opisy parametryczne (4) i (8) granic podzialu D zawierajg trzy poszukiwane
parametry regulatora. Obszary asymptotycznej stabilnosci rozpatrywanego uktadu
regulacji mozemy wyznaczy¢ na plaszczyznie dwdch wybranych parametrow,
przyjmujac trzeci jako staty. Linia krzywa o opisie parametrycznym (8) przy ustalonej
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wartosci kd wyznacza na ptaszczyznie (kp, k,) granice zer zespolonych wielomianu (3).
Krzywa ta wykres$lona w funkcji parametru a>e(0, 1) oraz linie proste (4) dzielg
ptaszczyzne (kp, kj) na obszary D(k). Interesujacy nas obszar D(0), jesli istnieje, jest
obszarem asymptotycznej stabilnosci rozpatrywanego uktadu regulacji automatyczne;.
Przyjmujagc we wzorach (4) i (8) kd=0, otrzymamy opis parametryczny granic
podziatu D, odpowiadajgcy uktadowi regulacji z obiektem (1) i dyskretnym
regulatorem PI.

3. Przykiad

Nalezy wyznaczy¢ zbior wartosci parametrow regulatora PID, przy ktérych
uktad zamkniety z obiektem opisanym transmitancjg operatorowg

G(z)= IW +ad2’+2z+]| 9)
2 +2z +14z +z+05

jest asymptotycznie stabilny.

Wielomian charakterystyczny uktadu regulacji ztozonego z obiektu (9) i szeregowego
regulatora (2) ma postaé

w(z) = [(kp + k, + kd)z2- (kp +2kd)z +kJ(1.223+0.4z2+ 2z +1) + n
+(22- 2)(z4+223+1,422+ 7+ 0.5).

Przyjmujac np. kd= 0.2 z (4) otrzymamy linie proste o opisie parametrycznym
* =0, k =-2kp-0.91, (11)

ktére tworzg na ptaszczyznie (kp, ki) granice zer rzeczywistych.Natomiast granica zer
zespolonych wyznaczona z (8) ma opis parametryczny

A 96cos4{nco)- 304 cos3{na) - 498.4 cos2(na)) + 2.4 cos{nco) + 25.5 (12a)
7 240 cos3{ftco) + 280 cos2(xco) - 16 cos(<y) + 25

y _ ~496c054(kca) - 296c0s3{nco) + 558.4c0s2{nco) + 257.6cos(;r<t>)-2 4
240 c0s3(keg) + 280 cos2(nco) - 16cos(GtEy) + 25

Podziat ptaszczyzny (kp,ki) na obszary D(k) przy okreslonej wartosci parametru
kd=0.2 jest pokazany na rysunku 1 Granica zer zespolonych (linia ciggta) zostata
wyznaczona w funkcji parametru ¢ye(0, 1). Na rysunku 1 linig przerywang zaznaczono
granice zer rzeczywistych. Granice podziatu D dzielg przestrzen (kp, kj) na obszary
D{k), dla ktérych wielomian (10) ma k zer potozonych na zewnagtrz okregu
jednostkowego. Interesujacy nas obszar Z>(0) jest obszarem stabilnosci. Wybierajac
dowolny punkt lezacy wewnatrz obszaru stabilnosci, otrzymamy wartosci nastaw
regulatora, dla ktérych rozpatrywany uktad regulacji jest asymptotycznie stabilny.



Stabilizacja za pomoca regulatoréw PIP . 175

Rys. 1. Podziat ptaszczyzny (kp, k,) Rys. 2. Obszary stabilnosci wielomianu
na obszary D(k), kd- 0.2 (10) w przestrzeni (kp, kh kd)

Na rysunku 2 pokazano obszary asymptotycznej stabilno$ci wyznaczone
w przestrzeni tréjwymiarowej (kp, khkd) dla kd zmieniajgcego sie od 0 do 0.55
z krokiem 0.05. Przypadek dla kd=0 odpowiada obszarowi stabilnosci uktadu
regulacji z dyskretnym regulatorem PI.

4. Uwagi koncowe

Praca jest poswiecona problemowi stabilizacji dyskretnego uktadu regulacji
automatycznej za pomocg regulatoréw PID. Wykorzystujgc metode podziatu D,
podano komputerowg metode wyznaczania obszarOw asymptotycznej stabilnosci
w przestrzeni  parametrow  rozpatrywanych  regulatorow. Dowolny  punkt
z wyznaczonego obszaru odpowiada stabilnosci asymptotycznej uktadu regulacji, tzn.
wszystkie bieguny potozone sa w okregu jednostkowym. Zaprezentowane w niniejszej
pracy podejscie mozne by¢ wykorzystane do wyznaczenia zbioréw takich wartosci
parametréw regulatora, przy ktorych wszystkie bieguny uktadu zamknietego beda
lezaly w okre$lonych podobszarach zawartych w okregu jednostkowym.

Do wyznaczenia obszaréw stabilnosci rozpatrywanych uktadow regulacji
automatycznej wykorzystano programy komputerowe opracowane w $rodowisku
systemu MATLAB i MATHCAD.

Pracg wykonano w ramach pracy wihasnej W/WE/2/05 finansowanej przez
Ministerstwo Edukacji i Nauki.
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Abstract

In this paper, the problem of stabilizing of a given linear discrete-time system
with transfer function (1) by a digital PID controller (2) is analysed. The closed loop
system is asymptotically stable if the characteristic polynomial (3) is Schur stable (i.e.
all its roots lie inside the unit circle in the complex plane).

An effective computational method to determine the complete set of stabilizing
controllers is proposed. The results are based on classical D partition method. In this
method, the controller parameter space is partitioned into regions D(k) where each
region corresponds to a set of characteristic polynomials (3) with a fixed number k of
zeros outside the unit circle. The stabilizing regions are chosen by testing an arbitrary
point from each region. Hence, region D(0) (if it exists) is the asymptotic stability
region of polynomial (3). The stability region can by displayed in the (kp, ki) plane for
fixed kd (Fig. 1) or in the three-dimensional graphics by sweeping over kd (Fig. 2).
Example illustrates the applicability of the proposed method.



