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WARIACYJNE FORMUŁY NIELINIOWEJ TEORII SPRĘŻYSTOŚCI 
TAŚM PRZENOŚNIKOWYCH Z UWZGLĘDNIENIEM 
POPRZECZNYCH ODKSZTAŁCEŃ

Streszczenie. W artykule przedstawiono cząstkę większej pracy 
wprowadzającą do zagadnień parametryzacji średniej plaszozyzny ze 
złożonymi granicami i złożoną geometrią pozwalającą sprowadzać roz­
wiązanie zadań teorii sprężystości do rozwiązywania jednego równania 
funkoji naprężenia. Wykorzystanie wariacyjnych formuł nieliniowej 
teorii sprężystości do obliczania wytrzymałości wieloprzekładkowych 
taśm przenośników taśmowych, stanowi do tego zagadnienia wprowadze­
nie.

Wektor przeraieszozenia w punkcie o współrzędnych (x*,z) będziemy 
uwzględniać w modelu odkształceniowym Timoszenki w postaci:

( 1 . 1 2 )

gdzie:
m - wektor prostopadłego zwrotu elementu,

- wektor przemieszczenia taśmy określony zgodnie z hipote­
zą Kirchhoffa-Love.

Stąd elementy deformacji będą miały postać:

= ri 3k lJ' + ? k 3i ^  + 3 i"'5’ 3k r>

'iekj + u i “,k ;= (1.3)

eik
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a •>> 31>3i* = ^ r

- poprzeczne odkształcenia, 
g,3 - zgniecenie,
%^k - składowe tensora skrzywienia,

2 X ik ■ ? i 3 k?  + ri 3i ^  - bi “kj - bL eij <'•” >

xik " X ik + A<i S k3 + A k fii3 " bike 1 (1 .18)

“ik “ “ik _ “ik

2 6 i3 = (m + tf) r *  

6= £3 - 2 8i3 6±3
<1.19)

Zasada możliwych przemieszczeń posiada postać*

6a = J J  (sik <5£ik + Mik 6xlfc + 2 n1 5£i3 + n* v ± <S£3 + n3 ó£3)d6

¿A = J J  (X S-&+ M r* ó f + M (SE3) +
6 (1.20) 

+ J [ $ só ^  ♦ (Gs n#- + m3 <5 £3] dS

Skąd wynikają równania równowagi:

Fk = V i Rl k . 4
RiJ - bf

OII*+•HSi (1 .2 1)

r3 = V i R13 + bik
Rik X3 = 0 (1.22)

Mk = V i Mtk + 4 yk + Mk = 0 (1.23)

gdzie: R̂ "k 1 R*'3 - składowe wektora siły R*’

R1 = Rl k -r* + Ri3in* = Sik r k + Mik(3 kf  - i jbj[) + + ?) (1. 2<ł)

Rij _ sij + Mik(X3 + V fc 6J3 » V J £fc3) + 2 N1 £J3 (¡.25)

R±3 = N1 + 2 bkj £ J3 Młk (1.27)
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Z równościs

R1 = Rikr£ + Ri35* = CikV  k <P

znajdujemy:

R i k  «= (VJ<pk -  b*k <f) 

R i 3  =  C i k  ( V k <P + b £ J <Pj)

(1 -*ł9)

przyrównując prawe części równości (l#25) i (l«27) z prawymi stronami 
równości (1 •*♦$>) otrzymamy:

2Slk + Mlj(xk + Vj gk3 - Vk £j3) + MkJ(X* - Vj e13 - V 1 gj3) +

+ 2 N1 fck3 + 2 Nk 6 13 = CiJ(Vj<f>k - bjk f) + (l*26)

+ Ck J (Vj - bj1^)

N1  = Cik(Vk 'p + b£j fj) (1.28)

gdzie: wyraża aię formułami (1 .8)

Mi k  i 1 / 2  = ( c 1 * c k s  -  1  c i k  C t s ) Y t s  ( 1 . 5 )

a <p i - formułami (l.*ł)

/  = 2 r  = cik ^ ik (i.*)

Do ogólnych rozwiązań danych równaniami (l.2Ó) i (1 .28) można dołączyć
ik i ikrozwiązania cząstkowe SQ , No, MQ niejednorodnych równań równowagi 

(1.21 - 1.23)

Fk = V i Rik + Akj - b*k N1 + = 0 (1.7)

F3 = V ± R13 + b*R Rik + X3 = 0 (1.22)

Mk  = V ± H± k + Ak j  M1 J  -  Nk  + M = O) ( 1 . 2 3 )

Siły Ri3 znajdujemy z równań (1.27) i (1.28)

Ri3 = N1 + 2 b* £ J3 Mlk (1.27)* J

N1 = Clk (Vk <f> + b* j 'fj) (1.28)



w postaci

R13 = Cl k  ( V k V  + bkJ V»j) + 2 bkj £iJ Mik (1 .29)

ikgdzie M wyraża się równaniem:

Ml k  I 1 / 2  = ( C 1 *  Ck s  -  i  Ci k  C t s ) T f t s  ( 1 < 6 )

Oprócz tego z równania (1.20) wynika pięó statycznych równań równowagi:

R1 n± = | s G = Mik n± nk = GS H = - Mik = HS (1.30)

a także szóste równanie równowagi i warunki graniczne (1.13)

V i iri r 1,3 + Mit bik + m3 = 0 (wewnątrz 6 )
(1.13)

N * n± = M3  (na s )

O
dla określenia N , skalarnym równaniom (1.21) i (1.22) odpowiada wekto­
rowe równanie równowagi:

V ± R1 + X = 0 (1. 31)

b) wariacyjna formuła (1.11):

S A = S J H  ( 6 ^ - n  Ą f i rtP)d6 (1.11)
( v )  ^ 3 x  3 x P

która po redukcji na środkową powierzchnię 6 przyjmuje postaó:

5 JjjjCtf + Mk r k ? +  M3(H +^)?] d6 + J  [ $ Sł>+ (G^-H^)^*
6 ____ C

+ ^  (m + f) ds =

= <5// [eik s±k + X ik Mlk + 2 £ł3 n 1 + Niv1 £3 + 6, N3 +
6

+ l  .  v k i >  .  s l k  + .  v k  f  .  Mi k  + .  f .  n 1  +

+ v i t  ■ t  • Nt + I W *  N3] d6

v i ^  = 3 i ^  = §

= 3 ±r
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Podstawiając z szóstego równania równowagi (1.13) można wyznaczyć
i N3. Wówczas poprzednie równanie przyjmie postać:

<5a' = <5 J J  (X &  + Mk r£ f  )d6 + ó J  [ | S 1> + (GSE* - HS% J  r] dS =
6 C

= sJ f (&ik + i 3i^ 3k ^ )sik + X̂ik + V i^ • V k ^ )M±k +
6 _ _

+ b*k(5 * f ) f  Hłk + (2 & 13 + V ±T> tfON1] d6 (1 .3 2)

gdzie: (m + f « ra* f 1 przy £ «  1
Jeżeli. rozłożyć wektor ^ na podstawowe wektory odkształcanej płaszozyz-
ny:

. - i
f = ♦ r* ■*

to otrzymamy:

? i v k r  = i* - b*k tk

Przy przekształceniu ( 1 „ 32 )-, przyjmując do wiadomości równość:

(£ik + j  v i V' vk i> )sik = v± 3  * *£ sik

{ z i k  + V i 9  ‘ v k  ) M ± k  “  b i k  <s  * ? >  i  M ± k  =

= < v i *  * V k *  - bt  ' j V i ^ + i t ai ^ + bi k ^ )M±k

gdzie: % ik - wyznaczone z (l.l7) przy założeniu, że

bd eij - *1 ?j v i

b i k  ( S  +  * } ?  *  %  b i k

(2 6 i3 + V±i>*?)Ni  = (5 + tf) r*  N1 + Vi ;5’ . t  N1 =

= (m + •jf') i?1 . N* + (in + ■jf) r^N^ + ̂  . X  • =

=  (5 + r ) v ±  ^  • N 1 +  r £  f  N i

otrzymamy:

<5a' = <5 J 7  (V, . T> . Rł  + Mik V * tk  + Tk Nk ) d6 (1.33)
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całkując za pomocą formuły (1 .10) 
i i

/ / v i  f  d6 = J  f  T? 1  ds ( 1 .  10)
® c

—i ikotrzymamy składniki zawierająca R~ i M , które zmieniając otrzymany 
wariacyjną formułę mieszanego typu przy granicznych warunkach ( 1.37) i 
(1.38)

¿ n  = f [$ S - $ )&& + (Gs - G)5 ^ n - (IĆ - H)ótf 1 ds +
C 1

J  [>s -tf)<S$ ♦ ( /  - r  )dG - (r s - r  ) ¿H] d, +
c * ■** “Jf
2 0 . 3*0

* / / [ ( V i  ,  r 1 + x)< 5 ł> +  ( v ±Mi k  + a '£j  m1 j  -  Nk ) ó ^ * ] d 6  +

6

+ j ’ f  L ^ v i  <Sr1 + f k (vi t5Mik + Ai j  <5m1 j  ■ d5 = 0
6

gdzie;

tfn* = H * r

warunek (5II = 0 rozpada się na równania Eullera - Lagrange’a odpowiada­
jące zasadzie moSliwyoh przemieszczeń i równanie Eullera - Lagrange’a 
zasady Castigliano.

ÓL = J  [(f3 -$)ótfe (GS - G)ó«fn - (HS - h)6tCr ]d6 +
C 1 *  ( 1 . 3 5 )

* 1 1  K  + x)<5 + (V^MAk + Akj .MiJ - Nk + Mk)6 ir£jd6 = o
6

ók = /  [ą. - * ) a $ *  (f^ -  s o - (r3 - ^  ) ¿e] ds ♦
C2 * (1.36)

+ / / P ‘Vi + ^k ^ i  <5Mik + Aij <5MiJ ~ * * ]  d6 = 0 
6

Z (1.35) wynikają statyczne warunki graniczne:

| = <£S G = GS H = HS (1.37)
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i równania równowagi (1.21 - 1.23), a ż równania (1 .36) geometryczne 
warunki graniczne.

"^n* = fn*

ft = i 'C* X*

( 1. 3 8 )

i równania równowagi dla wariacji sił i momentów ÓN^, ÓM^k.
— kPrzy braku sił i momentów powierzchniowych X = M = 0  raożna wprowadzić 

funkcję sił <p i funkcję momentów za pomocą równości (1.5) dla R*

H1 = Clk V k -p = Cik [ rJ (V* - b * V  + i^(Vk <p + b f  Vj)}

i równośoi (l.35a)

Mik = CkS <£* (V* Y s - b*sY) - c“  r

Nk = CkS (7* <p + b*1 v ± )

/  = ci* (v* Y+ b ^ Y t)

(1.5)

(1.7)

dla M±k i N*.
Wówczas całka po 6 otrzymana z równania (1.36) zgadza się z odpowied­
nią całką (l.lfca). Tak więc z warunku <5 K = 0 wynika wyrażenie ( 1. 1 ) i 
(1 . 2 ).

l  = c  n  c J k  C?n v k  £ i J  -  %ik  X n J  -  ^  ¿ llŁ PSfj n )

- (2Halk - bik) X,ik - K*llŁ £ik = °

Lj = gin cjk £V n  _ (bM . X m )  AS J

( 1 -1)

( 1 . 2 )

dla parametrów pierwszej i drugiej formy kwadratowyoh defonnaoji środko­
wej powierzchni a^k i b*k,
gdzie: II i K - to średnia gaussowska krzywizna powierzchni, a równania
(1. 1 ) i (1.2) to równania ciągłości skończonych deformacji.
Wspomniane odniesienia odpowiadają sobie niezależnie od przyjętych hipo­
tez kinematycznych.
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Aby otrzymaó równania oiągłośoi deformacji z uwzględnienie!!! poprzecz­
nych obciążeń i odkształceń (wręcz zgniotów) podstawiamy w (l.l) 1 (i.2) 
w miejsce = bik - bik* iob wyrażenia

X ik" ftk 3 -  V k &i3 + bik£

wzięte z równań (l.l8).
JO J

Przy R « W  formuły (1.5) i (1.6) pozostają w mocy:

R1 = Cik V k f  = Cik {?J (v£ <?■> - b*'l<p)+ m#(Vk <p + b ^  cpj)} (1t5)

2 sik i1//2 = (c14 cks + ckt ci3) v* -y, + Cbjk(cit ciS cts5 +
( 1 . 6 )

+ b*4 (ckt cJs - ckJ c4s)] r ta

Rik = c14 (v£ <P k - b*k )

N1 = Cik (V k <f -  b*J !pj)

M±k = C14 C1“  Y ts - Cik*p (,.*<>)

gdzie funkcje <p4 i f  wyrażone są przez 'y i równaniem (1 .2 8)

V 1 = cik * k

(1.39)

2<P = °ik ^ik
(1.28)

Siły Slk określamy równaniem (1.25) wprowadzająo w nie R4k, N4, M4k 
z równań (1.39) i (l.4o).

W przypadku rozpatrywania odkształceń taśm przenośnikowych kowariantne 
pochodne w określeniach aik 1 < k  nie odpowiadają sobie, nawet częścio­
wo odpowiadające sobie wektory podstawowe także sobie nie odpowiadają.

* 1  *  f ń * *  t n  r t  M -  * w  <  «  u ±

Zasada możliwych przemieszozeń (1.16 - 1.20) przyjmie postaó:

ÓA = J J  (SikÓ £ik + Mik ÓXik + 2 N4- Ó & 1 3 )d6
6

6a = I I (*  d6 + I  ( | S <5̂  + c-s 6 - Hsd ^ Jd s j
'e *

(i.*0
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fn = H f

tz = * t  

tfk= ' k i

2 &ik = eik + ek + W i W k

Xik V ± vk w + V ± fik3 + v k &i3

2 e = co. + f±

wi  = v i w

°ik “ /ł \ '  bik ¥

Pełny funkcjonał (l.M) upraszcza się 1 przyjmuje postać:

n  = JJ* (Sfr + Mk f t )d6 + J  ( |  + GS tfn - HS^  )dS
S C

- J J  (Sik £ik + MikX lk + \  co± cok S±k + 2 £13 K3-)*«

(1.43)

( 1 . W )

Z warunku ¿FI = 0 otrzymujemy równanie Eułlera - Lagrange’a, zasadę 
możliwych przemieszczeń:

J  O n  - TJ  < K  ♦ (ft - Tnr> < K  + €  ~ ÓV + ^  ~ ° ) Ó f n  ~ 

°1 (1 •t*5)
-(H*-H)(5^]dS=JY[D A ( AV -  2 V± £ i3 ) -  Sl k (t>lk  + V ± C0k ) + p ] ÓV d6

fm = N + Tn to,n + Tnt w t 

N = N1 n.

i zasadę Castiglianos

J  [*£ ¿ Tn + 4  5Tnt + (W3 ~ V)Ó $m + (fn ~ f J  6 °  “
°2

-  ( f t  -  T t ) i H ]  d s  =  x ć  +  / /  L Ó  V  d 6
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przy tym przyjęto, że:

v ( V A 6 n1  + s ik  ób*k + b*k 6 s ł k ) = o

j j (co± ¿n1 + sikw k ó cu^dS = JJ (w bik - odlŁok) <S sik d6 + 
6 6

♦ /  w [¿N ♦ 6(u)n Tn ) + 6(a»tTnt)] dS
C2

L odpowiada równaniu ciągłości ( 1 . 1) , przy czym wchodzące w to
wyrażenie wyznacza się na przegięciu W, które znajdujemy po uściśleniu 
teorii:

X °  - -  V  V  V ik i k

L = F T  (v v ¥ +  ^ 2 1 A 2 ~ X V  X 22 - bj a±k - blk) X ik

gdzie 1^ wyraża się formułą (l.15a), która pozwala sformułować warunki 
graniczne.
Z wariacyjnych formuł (1.45 ) i (1.9) widać, że różnią się one mało od 
odpowiadających im formuł klasycznej teorii odkształceń powłok (1.1U) i
(1.15).

Dla Jednoczesnego spełnienia równań równowagi i równań ciągłości de­
formacji zbudowany został prost asy wariant funkcjonału mieszanego typu 
(1.1 la) na podstawie hipotezy Kirehhoffa - Love, a także funkcjonał ( 1.33) 
na podstawie odkształceniowego modelu Timoszenki.

W pracy pokazano, że funkcjonał E.Reissnera także pozwala jednocześnie 
spełniać równania równowagi i równania ciągłości.
Niektóre aspekty tego przypadku były rozpatrzone w poprzednich artykułach.
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VARIATIONAL FORMULAS OF NONLINEAR THEORY 
OF ELASTICITY OF CONVEYOR BELTS WITH DUE 
CONSIDERATION TO TRANSVERSE DEFORMATIONS

S u m m a r y
In the artiole has been presented a part of a larger elaboration intro­

ducing the problem of parametrization of the mean plane with complex 
boundaries and a complex geometry making passible the reducing of the 
solving of the problems of the theory of elasticity to the soliving of 
one equation of the stress function. The use of variation formulas of 
nonlinear elasticity in the calculation of the strength of a multi fit­
ting belt of belt conveyors constitutes an introduction to this problem.


