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WARIACYJINE FORMULY NIELINIOWEJ TEORII SPREZYSTOSCI
TASM PRZENOSNIKOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM
POPRZECZNYCH ODKSZTALCEN

Streszczenie. W artykule przedstawiono czastke wiekszej pracy
wprowadzajgcg do zagadnien parametryzacji sSredniej plaszozyzny ze
ztozonymi granicami i zdozong geometrig pozwalajaca sprowadzaC roz-
wigzanie zadan teorii sprezystosci do rozwigzywania jednego réwnania
funkoji naprezenia. Wykorzystanie wariacyjnych formuk nieliniowej
teoril sprezystosci do obliczania wytrzymatosci wieloprzektadkowych
tasm przenosnikéw tasmowych, stanowi do tego zagadnienia wprowadze-
nie.

Wektor przeraieszozenia w punkcie o wspédrzednych (x*,z) bedziemy
uwzglednia¢ w modelu odksztakceniowym Timoszenki w postaci:
(1.12)
gdzie:
m - wektor prostopadtego zwrotu elementu,

- wektor przemieszczenia tasmy okreslony zgodnie z hipote-
zg Kirchhoffa-Love.

Stad elementy deformacji beda miaty postac:

=ri 3K + ?k 3i™ + 3I% 3kr
1.3
“iekj + ui“k = a-3

eik
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a_e> 31>
3i*  =~r
- poprzeczne odksztakcenia,
g3 - zgniecenie,
%"~k - sk¥tadowe tensora skrzywienia,
2Xik m? i 3k? +ri 3i™ - bi “kj - bL eij <o >
xik "™ Xik + A<i Sk3 + Ak fii3 " bike 1 (1.18)

“wik ik ik
2613 = (m +th r*

<1.19)
6= £3 - 2813 6+3

Zasada mozliwych przemieszczeh posiada postac*
6a =JJ (sik <Eik + Mik 6xXMc+ 2 n1 DEI3 + n* v+ <3 + n3 6£3)d6

A =JJ (XS-&+ M r* 6F +M (SE3) +
6 (1.20)
+ J[$D" ¢ (Gs n#- +m3 S£3] dS

Skad wynikaja roéwnania réwnowagi:

Fk=y g RIk. , RE_eat, ™ a0 -2
Rik _

r3 = Vi "B * pik X3 =0 1.22)

Mk:Vthk+4 yk + Mk = 0 1.23)

gdzie: R¥k 1 R*3 - skkadowe wektora sidy R*”
R1 = RIk¢* + Ri3in* = Sik rk + Mik@kFf - i jhjpD + +?) A.- D
Rij _ sij + Mik(X3 + VEB6JI3 » VIEFRI) + 2 N1 £33 (i-»)

R+3 = N1 + 2 bkj £J3 Mkk @.27)
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Z rownoscis

R1 = Rikr£ + Ri35* = CikVk<
znajdujemy:

Rik « (VI<pk - b*k <P

a-49
Ri3 = Cik (Vk<P + b£J <Pj)

przyréwnujac prawe czesci réwnosci (1#25) i (1«27) z prawymi stronami
réownosci (1 <) otrzymamy:

2SIk + MIJOk + Vj gk3 -VKk £§3) + MkJQ* - Vj €13 - v1 gj3) +

+ 2 N1 fk3 + 2 Nk 613 = CiJ(Vj<Pk - bjkF) + (1*26)
+ CkJIVj - bj1n)
NI = Cik(Vk p + bEj f)) (1.28)
gdzie: wyraza aie formutami(l .8)
Mik i1/2 = (cl*cks - 1 cikCts)Y ts (1.5)
a 9 i - formutami (1.-*DH
/ = 2r = cik » ik RS

Do ogdlnych rozwigzan danych réwnaniami (1.20) i (1-28) mozna dokaczyé
rozwigzania czastkowe SQ , N&, Mbk niejednorodnych réwnan réwnowagi
(1.21 - 1.23)

Fk = Vi Rik + Akj - b*k N1 + =0 a.n
F3 = V*R13 + b*R Rik +X3= 0 1.22)
M = V# Htk + Akj MJ - Nk+ M= 0) (1.23)

Sity Ri3 znajdujemy z réwnan(1.27) i (1.28)
RI3 = N1 + 2b%, £33 MIk .27

N1 = Clk (Vk<+ b*j "fj) (1.28)
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w postaci

R13 = clk (VKV + bkJd WjJ) + 2 bkj £iJ Mik (1.29)
gdzie Mik wyraza sie réwnaniem:

MKk 11/2 = (C1* Cks - i Cik Cts)T fts (1<6)

Oprécz tego z réwnania (1-20) wynika pied statycznych réwnan réwnowagi :

Rlnt=]s G=Mikntnk=06S H=-Mik = HS (1.30)

a takze széste réwnanie réwnowagi i warunki graniczne (1.13)

Viinr 13+ Mit bik +m3 =0 (wewnatrz 6 )
(1.13)
N* nx = M3 (na s)

0
dla okreslenia N , skalarnym réwnaniom (1.21) i (1.22) odpowiada wekto-
rowe réwnanie réwnowagi :

VR1L +X =0 (1.3
b) wariacyjna formuta (1.11):

SA=SJH (67-n A F i1 rnP)dé (1.11)
(v) n 3x 3xP

ktora po redukcji na Srodkowa powierzchnie 6 przyjmuje postad:
5Jjijtf + Mkrk ?+ M3(H +A)?] dé + J [$S.|—>+ (G/\_H/\)/\*

6 C
+~ (m+7T) ds =

=<5// [eik sk + Xik MIk + 2 £43 n1 + Nivl £3 + 6, N3 +
6
+ 1 v ki> . oslk + vk foo Mik o+ CfL o1+

+vitmt eNt+ 1 W* N3] d6
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Podstawiajac z sz6stego réwnania réwnowagi (1.13) mozna wyznaczyé
i N3. Woéwczas poprzednie réwnanie przyjmie postac:

G =8])] X& +MkrE £)d6 +6 J [1S1>+ (GSE* - HS%J r]dS =
6 C

=sJf @ik + 1 3i” 3k~)sik + Xik +Vi~ «Vk )Mk +
6 _
+ b*k(5 *F)F HEk + (2 &13 +V £T> tfON1] d6 (1.32)

gdzie: (m + T« ra*fl przy £« 1
Jezeli. roztozy¢ wektor ~ na podstawowe wektory odksztatcanej ptaszozyz-

ny:
f = ) ¢ r* m*
to otrzymamy:
?i vkr = i* - b*k tk
Przy przeksztatceniu (1,,32), przyjmujac do wiadomosci rownosc:
CEik +j viV vk i>)sik = vt3 **£ sik
{zik + ViIi9 vk )HmMzk = bik <s * 2> i Mzk=
=<vi* *Vk* -bt "jVvi~+it ai ™+ bik”™)IMk
gdzie: % ik - wyznaczone z (1.17) przy zatozeniu, ze
bd eij - *1 ?jvi
bik (S +*3}? * % bik
(26i3 +V+i>*?)Ni = (5 + tr* NL®i5 .« N =
= (m + 4P L. N* + (in + gh) r"NN + . X e =
A G R N T R
otrzymamy:

' =S8IJ7(V, . T>. R +Mk V*tk +Tk Nk) d6 (1.33)
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catkujac za pomocg formuty (1.10)
i i
[Ivi f d6 = J f Tl ds (1. 10)
® c ) )
otrzymamy skdadniki zawierajaca R i M'k, ktére zmieniajac otrzymany

wariacyjng formude mieszanego typu przy granicznych warunkach (1 37, i
(1.38)

en = F [$S - $)&& + (Gs - G)5~n - (IC - H)otf 1 ds +
C1
J [>sN<SSe(/ -r >ic-@S -r)¢Ha +
c * e “F
2 0 .30
*[I[(V i, rl + x)<5>+ (v£Mik + a'fj mlj - Nk)6~*]d6 +
6
Y f LAV <Srl +fk(vi t5BMik + Aij <Gmlj ® ds =0
6
gdzie;
th* =H*r

warunek (Il = 0 rozpada sie na réwnania Eullera - Lagrange’a odpowiada-
jace zasadzie moSliwyoh przemieszczen i réwnanie Eullera - Lagrange’a
zasady Castigliano.

OL = J [(F3 -$)0tFe (GS - G)6«Fn - (HS - h)6tCr Jd6 +

c1 (1.35)

*11 K + X5+ (VMAK + Akj -MiJ - Nk + MK)6 ir£jdé = o
6
6k = / [a- -*)a$* F~- so- @3-~ )¢e] ds e
c2 * (1.36)
+/ /P Vi + Ak AT <BMik + AlJ <BMiJ -~ **] d6 =0
6

Z (1.35) wynikaja statyczne warunki graniczne:

| = <€ G = GS H = HS @.3n
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i rownania réwnowagi (1.21 - 1.23), a z réwnania (1.36) geometryczne
warunki graniczne.

vAn* = Fn* (1.38)
T = iy
i réwnania réwnowagi dla wariacji sit i momentoéw ON~,  OM~k .

Przy braku sit i momentow powierzchniowych X = Mk =0 raozna wprowadzic
funkcje sit < i funkcje momentdédw za pomocg réwnosci (1.5) dla R*

Hl = Clk VK p =Cik [rJ (W -b*V + ir(Vkp+bFf Vj)}
@.5)

i rownosoi (1.35a)
Mik = CkS <€* (V*Y s - b*sY) -c“ r
Nk = CkS (7* <p+ b*1vx) a.n
[ =ci* (v*Y+ b"Yt)

dla Mzk 1 N*.

Wéwczas catka po 6 otrzymana z réwnania (1.36) zgadza sie z odpowied-
nig catkg (l.Ifca). Tak wiec z warunku <$K = 0 wynika wyrazenie (1.-1) i

(1.2).

I =cnclk Cnvk £iJ - %ik XnJ - ™ ¢llL PSfjn)
. a-n
- (2Halk - blk) X,ik - K*IL £ik = °
Lj = gin cjk £Vn _(bM . Xm) ASJ (1.2)

dla parametréw pierwszej i drugiej formy kwadratowyoh defonnaoji Srodko-
wej powierzchni a™k i b*k,

gdzie: Wi K - to Srednia gaussowska krzywizna powierzchni, a réwnania
(1-1) i (1.-2) to rownania ciggtosci skonczonych deformacji .

Wspomniane odniesienia odpowiadajg sobie niezaleznie od przyjetych hipo-
tez kinematycznych.
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Aby otrzymad roéwnania oiggtosoi deformacji z uwzglednienie!!! poprzecz-
nych obciazen i odksztatcen (wrecz zgniotéw) podstawiamy w (I.1) 1 (i.2)
w miejsce = bik - bik* 1iob wyrazenia

X ik" fik3- Vk &i3 + bikE

wziete z réwnan (1.18).

Jo J
Przy R «W formuty (1.5) 1 (1.6) pozostaja w mocy:

Rl = Cik VKT = Cik {?J (VE @ - "I+ m# (kP + b~ cpid} (1t5)

2 sik 1/2 = (cl14 cks + ckt ci3)v* -y, + (bjk(cit ciS cts5 +

(1.6)
+ b*4 (ckt cJs - ckJd c4s)] r ta
Rik = cl4 (VvE Pk - b*k )
(1.39)
N1 = Cik (Vk <f - b*J Ip))
Mtk = C14 CI* Y ts - Cik™ (e~
gdzie funkcje <p4 i f wyrazone sg przez "y i réwnaniem (1.28)
V1 = cik * k
(1.28)

2P = °ik Mk

Sity Slk okreslamy réwnaniem (1.25) wprowadzajgo w nie R4k, N4, M4k
z réwnan (1.39) i (1.40).

W przypadku rozpatrywania odksztakcen tasm przenosnikowych kowariantne
pochodne w okresleniach aik 1 <k nie odpowiadaja sobie, nawet czescio-
wo odpowiadajgce sobie wektory podstawowe takze sobie nie odpowiadaja.

* 1 * L tn rt M - *w < « ux

Zasada mozliwych przemieszozen (1.16 - 1.20) przyjmie postad:

OA =JJ (Sikd E£ik + Mik OXik + 2 N4O &13)d6
6

6a =1 | (* a6 + | (| SIS +cs6 - Hsd N Jdsj
*

(i.*0
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fn =HT
tz =*t
tfk= “ki

2 &ik = eik + ek + WiWk

Vzvkw + Vxfik3 + v k &i3

1.4

°ik “ /% \ " Dbik ¥
Pedny funkcjonat (I.M) upraszcza sie 1 przyjmuje postac:

n =J* (Sfr + Mft)de + J (| +6s th - HSN )ds
S C (1.w)

-JJ (Sik £ik + MikX 1k + \ oot ok Stk + 2 £13 K3-)*«

Z warunku ¢F1 = 0 otrzymujemy réwnanie Eudlera - Lagrange’a, zasade
mozliwych przemieszczen:

J On -T) <K & (ft - Tnr><K + € ~ oV + ~ ~°)0fn ~
°1 1 -t5)
-(H*-H)(5"]dS=JY[D A( AV - 2V%£i3) - Slk(lk + V+ak) + p] OV dé

fm =N+ Tntoh + Tnt w t
N = N1 n.

i zasade Castiglianos

J [*£ ¢Tn+4 5Tnt + (W3 ~V)0O $m + @¢n ~fJ 6° “
°2
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przy tym przyjeto, ze:

v(VA 6nl + sik o6b*k + b*k 6stk) = o

jj @ ¢nl + sikwké cundS =J3J (W bik - aoltok) Ssik d6 +
6 6
¢ / W [N e 6)n Tn) + 6(a»tTnt)] dS

c2
L odpowiada roéwnaniu ciagtosci (1.1, przy czym wchodzace w to
wyrazenie wyznacza sie na przegieciu W, ktore znajdujemy po uscisleniu
teorii:
XSk~ - ViV V

L=FT (vv¥+ 7221 A 2~ XV X22 - bj atk - blk) Xik

gdzie 1~ wyraza sie formula (1.15a), ktéra pozwala sformutowac warunki
graniczne.

Z wariacyjnych formut (1.45) i (1.9) wida¢, ze roéznig sie one mato od
odpowiadajacych im formuk klasycznej teorii odksztakcen powkok (1.1U) i
(1.15).

Dla Jednoczesnego spednienia réwnan réwnowagi i réwnan ciagtosci de-
formacji zbudowany zostat prost asy wariant funkcjonatu mieszanego typu
(1-11a) na podstawie hipotezy Kirehhoffa - Love, a takze funkcjonat (1.33)
na podstawie odksztatceniowego modelu Timoszenki .

W pracy pokazano, ze funkcjonat E.Reissnera takze pozwala jednoczesnie
spetniaé¢ réwnania réwnowagi i réwnania cigglosci.

Niektdére aspekty tego przypadku bydy rozpatrzone w poprzednich artykudach.
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BAEHAOHOHHHE, fcOBM H HEJIHHEMHOIii TEDPHH ymWTOGTH
KOHBSItEEIdX JIBHT C YaffilCM HOnEEBHHHX fIE@OBIAUHO

Ee3» me

Ciatfca npeACiaBlixei co6o# v&cis paOotu, Koiopaa bboaht b npoCxeMH napa-
M ftTpaaanHH cpe”Hefi rutockocTH c0 cjioxhhmnh rpaHHRaMH n b cjioxHyc reoMeTpmo,
ii03B-0JijiBmyn CBeciH pemeime sa~an TeopHH ynpyrociH «k pemeran oahoto ypaane-
xh* $yHKRHH HanpxxeM x. HcnoxisoBaHHe bapnanHonnnhx $opMyji HejiHHe8HO# ynpy-
rociH ajix pacReiOB npovHocm MHoronpoKJiaAoxBHXx jienT jibnhioixhi XoHBeSepos

xBlixeicx BBeiesmeM a 3iy npoCjieMy.

VARIATIONAL FORMULAS OF NONLINEAR THEORY
OF ELASTICITY OF CONVEYOR BELTS WITH DUE
CONSIDERATION TO TRANSVERSE DEFORMATIONS

Summary

In the artiole has been presented a part of a larger elaboration intro-
ducing the problem of parametrization of the mean plane with complex
boundaries and a complex geometry making passible the reducing of the
solving of the problems of the theory of elasticity to the soliving of
one equation of the stress function. The use of variation formulas of
nonlinear elasticity in the calculation of the strength of a multi fit-
ting belt of belt conveyors constitutes an introduction to this problem.



