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M E T O D A  A N A L IZ Y  M IN IM Ó W  L O K A L N Y C H  D O  R O Z W IĄ Z Y W A N IA  
P E R M U T A C Y J N Y C H  P R O B L E M Ó W  O P T Y M A L IZ A C Y J N Y C H

Streszczenie. W  pracy przedstawiono metodę konstrukcji a lgorytm ów  rozw iązy
wania problem ów  optym alizacyjnych opartą na analizie m in im ów  lokalnych. 
Najlepsze cechy tych m in im ów  są dziedziczone przez następną populację 
rozwiązań. W ykonano eksperymenty obliczeniowe, które po tw ierdz iły  
e fektywność proponowanej metody.

T H E  M E T H O D  O F  L O C A L  M IN IM A  A N A L Y S IS  F O R  S O L V IN G  
P E R M U T A T IO N A L  O P T IM IZ A T IO N  P R O B L E M S

S um m ary . In  the paper we present a method o f  a lgorithms construction based on 
analyzing local m in im a fo r so lv ing optim ization problems. The best properties o f  
these m in im a are succeeded by a next generation o f  solutions. Computational 
experiments, w hich  has been done, a ffirm ed the e ffic iency o f  the proposed 
method.

1. W stęp

W ie le  praktycznych problem ów związanych z procesem podejmowania decyzji 
z dziedziny planowania, zarządzania oraz sterowania sprowadza się do rozwiązania 
pewnego problemu op tym alizacji dyskretnej. Ponieważ zazwyczaj są to problem y NP- 
trudne, stąd w  praktyce do ich rozw iązywania stosuje się niemal wyłącznie a lgorytm y 
przybliżone. Obecnie najlepsze znane w  literaturze i najczęściej stosowane są 
m etaheurystyki: poszukiwania z zabronieniam i (tabu search), symulowane wyżarzanie 
{simulated anealing) oraz algorytm u genetycznego {genetic algorithm ). D la  w ie lu  
problem ów, przede w szystkim  tych z regularnym i funkcjam i celu, wyznaczone przez 
nie rozw iązania różn ią  się zaledwie o k ilka  procent od optymalnych. Zdecydowanie 
gorzej radzą one sobie z problem am i, dla których nie są obecnie znane własności 
um ożliw ia jące przegląd pośredni rozwiązań (takie ja k  np. w łasności elim inacyjne 
b loków  [2 ], [8 ]). Zazwyczaj, wpadają one bow iem  w  „pu łapkę”  lokalnego m in im um  
i jedynym  w yjściem  jest wówczas restart a lgorytm u.

W  pracy przedstaw im y metodę konstrukcji a lgorytm ów  przybliżonych dla 
problem ów  optym alizacyjnych, których rozw iązaniam i dopuszczalnymi sąpermutacje. 
Jej idea jes t opata na następującym przypuszczeniu. Jeżeli w  różnych permutacjach,



będących m in im am i loka lnym i, na pewnych pozycjach są te same elementy, to 
w  rozw iązaniu optym alnym  elementy te będą być może także na tych samych 
pozycjach. Do wyznaczania m in im ów  loka lnych stosujemy a lgorytm  poszukiwania 
zstępującego (descending search).

Skuteczność proponowanej metody sprawdzimy, wykonując obliczenia na 
pewnej grupie jednom aszynowych problem ów  szeregowania zadań z sumokoszto- 
w ym i funkcjam i celu. Pom im o prostoty sform ułow ania należą one do klasy proble
m ów  siln ie  NP-trudnych. Łatwość ap likac ji powoduje, że problem y te są jednym i z 
częściej analizowanych i są powszechnie wykorzystyw ane do w eryfikow an ia  nowych 
podejść i a lgorytm ów. Przedstawione w  ostatnim rozdziale w y n ik i w  pełn i 
po tw ie rdz iły  praktyczną przydatność prezentowanej metody konstrukcji a lgorytm ów. 
Zastosowanie lepszej procedury wyznaczania m in im ów  lokalnych (np. a lgorytm u 
poszukiwania z zabronieniam i) zapewne popraw i zbieżność algorytm u oraz wartości 
wyznaczanych rozwiązań, niestety, kosztem zwiększenia się czasu obliczeń.

2. M e toda  ana lizy  m in im ó w  loka lnych

N iech 77 będzie zbiorem  perm utacji elementów ze zb ioru J= {  1,2,. 
Rozpatrujemy Problem Optymalizacji Dyskretnej (POD) polegający na wyznaczeniu 
perm utacji n  e 17 takiej, że F ( x )  = m in {/?  e 77 : p  e 1 7 } , gdzie F : 77 -»  R+ u  {0}.

Działanie a lgorytm u rozw iązywania POD  opartego na metodzie analizy 
m in im ów  loka lnych rozpoczyna się od wyznaczenia popu lacji początkowej P°. Za 
suboptymalne rozwiązanie n  p rzy jm ujem y najlepszy element populacji P°. N iech 
/będz ie  numerem iteracji a lgorytm u. N ow a i+ \ populacja (tj. zb ió r 7>i+1) jes t 
generowana następująco. D la  bieżącej populacji Pi wyznacza się zb ió r m in im ów  

lokalnych L M  (dla każdego elementu n  e P' w ykonując procedurę Lpca lO pt(n ) ). 
Następnie ustala się elementy występujące na tych samych pozycjach w  m inimach 

lokalnych, tworząc zb ió r elementów i pozyc ji ustalonych FSM . Jednocześnie 

zwiększa się o jeden „w ie k ”  każdego elementu zb ioru  FS,+'. A b y  zapobiec zbyt 
szybkiemu ustaleniu wszystkich elementów, po osiągnięciu pewnego w ieku  (k tó ry  jest 
parametrem algorytm u) element jes t zwaln iany. Każda permutacja nowej populacji 
P '+1 ma ustalone elementy (na ustalonych pozycjach) ze zb ioru FSM . Na pozostałe 
(wolne) pozycje są losowo wyznaczane elementy wolne. Jeżeli istnieje permutacja 
¡5 e L M ' oraz F ( fL ) < F ( n ) ,  to za n  p rzy jm ujem y J3. A lg o ry tm  kończy działanie 
po w ykonaniu  z góry ustalonej liczby ite racji (kryte rium  zatrzymania).

A lg o ry tm  ana lizy  m in im ó w  loka lnych  A A M
Inicja lizacja: wyznaczyć losową populację początkową: P° -  {zr,,zr2,.. . ,n n} ;

n  < - najlepszy element populacji P ° ;
/=0; FS° < -  0 ;
repeat

W yznaczyć zb iór m in im ów  loka lnych L M ' = {nv k 2,... ,x n} , gdzie 

fcj -  LocalOpt( K j ), k . e P ‘ ;
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fo r  j : = 1 to  n do

i f  F (n j)  < F ( k  ) then n  <— itr ,

W yznaczyć zb ió r elementów i pozycji ustalonych oraz 
wygenerować now ą populację P '+>;

/=/+1;
u n t il n o t Kryterium zatrzymania;

W  każdej ite rac ji a lgorytm u A A M , po wyznaczeniu m in im ów  lokalnych, 
m odyfiku jem y zb ió r elementów i pozyc ji ustalonych, wykonując następujące operacje:

a. ustalenia nowych elementów,
b. zm iany „w ie k u ”  każdego z ustalonych elementów,
c. usunięcia (zwoln ien ia) najstarszych ustalonych elementów.

N iech L M ‘ -  {nx,n 1, ... ,rcn} będzie zbiorem  m in im ów  lokalnych w  i-te j ite racji 

a lgorytm u. W ówczas nr(a,l) = \{ńi e L M 1: Hj (!) = a}| jest liczbą perm utacji ze zbioru 

L M ‘ , w  k tó rych  na p ozyc ji /  występuje a. Jeżeli a e J  jest elementem w o lnym  oraz 

> 0 ( i )  (gdzie 0 ( i )  jes t parametrem), to element a ustalamy na pozycji /.
n

Następnie w iek  każdego ustalonego elementu zwiększamy o 1. Jeżeli a e J  jest 
elementem ustalonym  oraz jego w iek  j(c r )  > F ( i)  (gdzie / ’ (/) jest parametrem), to

element a zw aln iam y (usuwamy ze zb ioru FS '). Szczegółowy opis omawianej metody 
jes t zamieszczony w  pracy [1].

D o wyznaczania m in im ów  lokalnych będzie stosowany algorytm  zstępujący 
oparty na metodzie lokalnych popraw. A lg o ry tm  rozpoczyna obliczenia od pewnego 
rozw iązania startowego [ i . W  każdej iteracji, d la bieżącego rozwiązania n , wyznacza 

się jego  otoczenie N(7t) - podzbiór zbioru rozwiązań dopuszczalnych. Otoczenie jes t 

generowane przez ruchy, tj. ustalone przekształcenia rozwiązania n .  Następnie, 
z otoczenia jes t wyznaczany najlepszy element /? , k tó ry  p rzy jm uje  się za bieżące 

rozwiązanie w  następnej iteracji.

A lg o ry tm  zstępu jący
N iech p  e T I będzie rozwiązaniem startowym ; 

repeat
k  <—  fl;

W yznaczyć permutację p  e N {n ) taką, że F (P ) — m in {F (<5 ): S e 77}; 

u n t il F ( k ) > F ( P ) .

Wyznaczona przez a lgorytm  zstępujący permutacja n  jes t pewnym  m in im um  
lokalnym . Poniżej zamieszczamy opis najważniejszych elementów tego algorytm u.

Ruch i  otoczenie
W  każdej ite rac ji a lgorytm u zstępującego jes t wyznaczane otoczenie -  podzbiór 

zb ioru rozwiązań dopuszczalnych. Jest ono generowane przez ruchy -  przekształcenia
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*,*(/) =

określone na zbiorze wszystkich permutacji. N iech k i  l  ( k  < / )  będzie parą pozycji 
w  permutacji:

k  =  0 (1 ) ,  zr(2), . . . ,n {k - \) ,7 t{k ) ,7 t(k  + 1 ),.. . ,  n { l  - 1  ),zr(/), ; r ( /  + 1 ),.. . ,  ;r(« )).

Ruch typu wstaw {insert), oznaczany przez i * , polega na przestaw ieniu zadania 

/T(/t) z pozyc ji k  na pozycję /. Generuje on permutację / * O )  =  ^  G H , gdzie:

O O ) ,  / =  /,

zr(/), l  < i  < k ,

n { i + 1), i  = k ,k  +  1,... ,1 -1 .

Ruch i f , w  przypadku gdy k > l , de fin iu jem y podobnie. W szystkich takich ruchów  

(moc otoczenia) jes t n{n - 1 ) .

3. Szeregowanie zadań z te rm in a m i zakończen ia

Efektywność metody analizy m in im ów  loka lnych zw eryfiku jem y, w ykonując 
obliczenia dla pewnych, posiadających dane referencyjne, N P-tm dnych problem ów 
szeregowania zadań na jednej maszynie z sum okosztowym i funkcjam i celu.

N iech / = {  1 ,2 ,...,« } będzie zbiorem  zadań. Z  /- ty m  zadaniem jes t zw iązany czas 
wykonywania p : , najwcześniejszy e  oraz najpóźniejszy d{ termin zakończenia oraz 

współczynniki funkc ji kary za zbyt wczesne ul lub zbyt późne w. zakończenie. Jeżeli 

Cf jes t momentem zakończenia w ykonyw an ia  zadania, wówczas Ej =  max {O, ej  -  C f  

jes t przyśpieszeniem, Tj =  m ax{O,C; -  d ] } opóźnieniem, a UjE. + wjTj kosztem (karą 

za spóźnienie) wykonania zadania.
Problem m in im a lizac ji sumy kosztów w ykonania zadań z najwcześniejszym i 

i najpóźniejszym i term inam i zakończenia {Total Weighted Earliness/Tardiness 
problem  - w  skrócie oznaczanym przez TWET) polega na zm in im a lizow an iu  funkc ji 

celu 'Z"M (U jE j +  wJTj). W  literaturze jes t on oznaczany przez 11| ' f ( u j E] + w T j)

i należy do klasy problem ów siln ie  NP-trudnych. O publikow ano w ie le  prac 
poświęconych temu problem ow i. Obecny stan badań jes t przedstaw iony w  pracach 
Lau ffa  i Wernera [6 ] oraz Hoogeveena [5], Ła tw o  zauważyć, że w  optym alnym  
rozw iązaniu mogą występować przestoje maszyny (zadania nie muszą być 
wykonyw ane bezpośrednio po sobie). Rozwiązanie problem u TWET sprowadza się 
w ięc do wyznaczenia takich m om entów rozpoczęcia zadań, aby spełnione b y ły  
wszystkie ograniczenia.

Problem, w  k tó rym  dla każdego zadania i  € J , ei -  dn tj. problem  z jednakow ym i 

najwcześniejszym i i najpóźniejszym i term inam i zakończenia zadań (Common Due 
Date, w  skrócie TWcdd), jes t oznaczany przez \ \ e t = dt = d \  ' f i (u E i +  w f ) . Bogaty 

przegląd w yn ikó w  badań nad problem am i szeregowania z jednakow ym i term inam i 
zakończenia zadań jes t przedstawiony w  pracy Gordona i  in .[3 ], a najnowsze w y n ik i w  
pracach Hendela i Soursa [4],

W  ostatnim, jednym  z najczęściej badanych problem ów  szeregowania {Total 
Weighted Tardiness problem, w  skrócie TWT) p rzy jm ujem y, że u; =  0. Polega w ięc on 

na wyznaczeniu takiej ko le jności w ykonyw an ia  zadań, która m in im a lizu je  sumę
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kosztów opóźnień, tj. Zw',7’,. W  literaturze jest on oznaczany przez « | l|Z w ;7). 
A lg o ry tm y optymalne pozwala ją rozw iązywać (w  rozsądnym czasie) przykłady, 
w  któ rych  liczba zadań jest nie większa n iż 80 (W odecki [9 ]). Najlepszy obecnie 
a lgorytm  p rzyb liżony, oparty na metodzie przeszukiwania z tabu, przedstawiono 
w  pracy Bożejko i in. [2].

4. E ksp e rym en ty  obliczen iow e

D la  problem ów  TWcdd oraz TWT p rzykładowe dane oraz wartości rozwiązań są 
zamieszczone na stronie internetowej [7 ]. Ponieważ dla problemu TWET brak jes t 
ogólnie dostępnych przykładów , w ięc zostały one wygenerowane losowo, tak ja k  to 
opisano w  pracy [8]. Ich  rozwiązania wyznaczone przez a lgorytm  oparty na metodzie 
przeszukiwania z tabu (zamieszczony w  [8 ]) zostały porównane z w yn ikam i a lgorytm u 
AAM. D la  każdego przykładu rozw iązywanego przez a lgorytm  A A M  wyznaczono

pAASI _  p'*
procentowy błąd względny (względne odchylenie) S = — ------ 100%, gdzie F ™  jest

wartością rozw iązania wyznaczonego przez a lgorytm  AAM, a F ' wartością optym alną 
lub najlepszą obecnie znaną. Średnie wartości tych błędów zamieszczono w  tabeli 1. 
N a podstawie otrzym anych w yn ikó w  można stw ierdzić, że a lgorytm  analizy m in im ów  
loka lnych daje w y n ik i zdecydowanie lepsze dla problemu TWcdd oraz niew iele gorsze 
dla TW ET  i TW T  (chociaż b łędy względne są mniejsze od 1%). Najgorsze w yn ik i 
otrzymano dla problem u z oknami czasowymi TWcdd. G łów nym  tego powodem  jest 
słabo działający a lgorytm  wyznaczania m in im ów  lokalnych. Zastosowanie „p roste j”  
w ersji a lgorytm u przeszukiwania z tabu powoduje, że średni błąd względny jes t także 
m niejszy od 1% (jednak przy znacznym wzroście czasu obliczeń). M aksym alny czas 
obliczeń najw iększych przykładów  nie przekraczał k ilk u  sekund.

Tabela 1
Średni błąd względny Saprd w  stosunku do rozwiązań referencyjnych

Problem
Liczba 

zadań n Liczba
przykładów

Algorytm
A A M

( < W

Liczba uzyskanych 
najlepszych 
rozwiązań

TW ET
(dane [8 ])

40 125 0.24 104

50 125 0.37 85
80 125 1.83 59

średnio - 0.80 -

najlepszy znany a Igorytm [8] 0.53
TWcdd 20 40 1.57 24

(dane: OR- 50 40 3.45 1
L ib ra ry  [7 ]) 100 40 4.07 0

średnio - 2.64 -

najlepszy znany algorytm  [4 ] 4.36
TW T 40 125 0.00 119

(dane: OR- 50 125 0.19 99
L ib ra ry  [7 ]) 100 125 0.00 59

średnio - 0.06 -

najlepszy znany algorytm  [2] 0.00
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A b s tra c t

In the paper we present a method o f  a lgorithm s construction based on analyzing 
local m in im a fo r so lv ing  optim alization problems in  w hich  feasible solutions are 
permutations. Its idea is based on the fo llo w in g  state. I f  there are the same elements in 
the same positions in  d iffe ren t local m in im a, therefore they can be on these positions 
in the optim al solution. The best properties o f  these m in im a are succeeded by a next 
generation o f  solutions. This method was used to solve some NP-hard single machine 
scheduling problems. Com putational experiments, w h ich  has been done, a ffirm ed the 
e ffic iency o f  the proposed method on the representative group o f  benchmark instances 
taken from  the literature.
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