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HEURYSTYCZNA PROCEDURA SZEREGOWANIA ZADAN
W DYSKRETNYM SYSTEMIE PRODUKCYJNYM
ZUWZGLEDNIENIEM OGRANICZEN ZASOBOWYCH

Streszczenie. Praca dotyczy zagadnienia czasowo-optymalnego przydziatu n za-
dan niezaleznych i zasobu nieodnawialnego do m maszyn réwnolegtych
w dyskretnym systemie produkcyjnym. Dla zadanej funkcji czasu realizacji
zadan sformutowano model matematyczny zagadnienia oraz zaprezentowano
algorytm heurystyczny dla rozwigzania postawionego problemu. Przedstawiono
wyniki badan numerycznych wykonanych na bazie zaproponowanego algorytmu
heurystycznego.

AN HEURISTIC PROCEDURE FOR TASKS SCHEDULING IN DISCRETE
PRODUCTION SYSTEM WITH LIMITED RESOURCES ALLOCATION

Summary. In the paper problem of time-optimal allocation of n independent
tasks and nonrenewable resource’s units to m parallel machines in discrete
production system is considered. For some tasks execution time function the
mathematical model of this problem is formulated and an heuristic algorithm for
solution this problem is presented. Some results of numerical experiments for
basis of proposed heuristic algorithm are presented.

1. Wstep

Odczuwalny od wielu lat intensywny rozwéj rownolegtych systemoéw przetwa-
rzania informacji pociggnat za sobg wzrost zainteresowania problematyka szeregowa-
nia zadan w systemach maszyn pracujacych réwnolegle (niezaleznie). Szczegdlnego
znaczenia nabiera problem minimalizacji dlugos$ci uszeregowania zadan na maszynach
[1, 2, 6, 7], Prowadzone od wielu lat badania problematyki czasowo-optymalnego sze-
regowania zadan i rozdziatu zasobéw dowiodty, ze zadania optymalizacji dyskretnej
i ciagtej nalezg do klasy problemoéw bardzo trudnych zaréwno z teoretycznego, jak i
obliczeniowego punktu widzenia i najczesciej nalezg do klasy proble-mow NP-
zupetnych [8, 9, 10].

Problem szeregowania zadan na maszynach réwnolegtych z rébwnoczesnym roz-
dziatem zasob6w bardzo czesto spotykany jest w réznego rodzaju ztozonych proce-
sach produkcyjnych. Czasy wykonywania zadanh moga by¢ z gory zadane lub tez moga
sie zmienia¢ w zaleznosci od wspétdzielonych zasobédw. Zadania mogag by¢ pewnymi
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procesami dynamicznymi opisywanymi za pomocg skomplikowanych modeli matema-
tycznych.

Wyniki teorii ztozonos$ci obliczeniowej oraz rozmiar problemoéw praktycznych
w sposob jednoznaczny eliminujg z rozwazan algorytmy doktadne, pozostawiajagc do
zastosowania praktycznego jedynie algorytmy heurystyczne umozliwiajgce rozwigza-
nie postawionych probleméw w krétkim czasie z zadowalajacg doktadnos$cig. Badania
nad algorytmami heurystycznymi dostarczajgcymi rozwigzan zagadnien, w ktdérych
zastosowanie metod doktadnych jest nieefektywne lub wrecz niemozliwe, stanowia
jedna z najszybciej rozwijajgcych sie gatezi nauki.

W niniejszej pracy przedstawiono pewien algorytm heurystyczny wyznaczajacy
czasowo-optymalne szeregowanie n zadan niezaleznych niepodzielnych i jednostek
zasobu nieodnawialnego podzielnego w spos6b cigglty do m maszyn pracujacych
rownolegle. Przedstawiono wyniki badan numerycznych przeprowadzonych na tym
algorytmie dla losowo generowanych danych.

2. Sformutowanie problemu

Rozpatrzmy dyskretny system produkcyjny zawierajacy maszyny potgczone row-

nolegle. Dany jest zbi6r n zadanh niezaleznych ponumerowanych liczbami 1, 2, ..., ni
oznaczony przez J. Zadania te nalezy wykonaé¢ bez przerwan przy uzyciu m maszyn
rownolegtych ze zbioru M - {1,2, .., m}. Kazda maszyna w dowolnej chwili moze

wykonywaé co najwyzej jedno zadanie oraz wykonywanie zadania nie moze byé
przerywane. Realizacja kazdego z zadan na maszynach musi nastepowaé niezwtocznie
po zakonczeniu wykonywania poprzedniego zadania (lub nastapi¢ w chwili t = 0, gdy
zadanie realizowane jestjako pierwsze najednej z maszyn). Kazde zadanie moze by¢
wykonywane na dowolnej maszynie, a liczba zadan do wykonania jest wieksza od
liczby maszyn (« > m).

Zaktadamy, ze dysponujemy N jednakowymi jednostkami zasobu nieodnawial-
nego; N >m . Oznaczmy przez uk te liczbe jednostek zasobu, ktéra zostanie przydzie-

lona ¢-tej maszynie. Zbior zasobdw oznaczmy przez U = {1,2,..., N}.
Zachodzg nastepujace ograniczenia zasobowe:
m
\uk<N, keM, ukeU, uk>1
joi
Czas wykonywania i-tego zadania na ¢-tej maszynie, jezeli przydzielono jej uk

jednostek zasobu, okreslony jest nastepujaca funkcja:

Ti(uk,k) =aik+ — ,uk <=U,keM,ied. (1)
uk
Parametry alk >0, bik >0 charakteryzuja/-te zadanie i ¢,-tg maszyne.

Postawiony do rozwigzania problem polega na znalezieniu takiego uszeregowa-
nia wszystkich n zadan na m maszynach i takiego przydziatu jednostek zasobu do ma-
szyn, aby minimalizowaé czas Top zakonczenia wykonywania calego zbioru zadan J.
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3. Modelformalny zagadnienia

Oznaczmy przez J\, J2, ... ,Jk, mu, podzbiory zadanh realizowanych kolejno na
1 2, ...,k, ..., m-tej maszynie. Nalezy rozwigza¢ nastepujacy problem minimalizacji
czasu zakonczenia wykonywania zbioru zadan Top, :

T = Ajnzln " m1<‘i‘<)én| £ W) | )

przy nastepujgcych ograniczeniach:

(i) Jwnldz-0; w,z-\,2,...m, w*z, [[Ik=J,
k=1

m
(i) Y uk<N; ukeU, ¢=1,2,...,m
k=i

Postawione zadanie nalezy do klasy problemoéw AP-zupeinych. Problem, ktéry nalezy
rozwigzacé, jest dosé skomplikowany.Aby go rozwigzac¢,dokonamyrelaksac
warunku uk e U , zastepujgc go warunkiem 1<uk <N, k—1,2,... ,m. Porozwigzaniu

odpowiedniego zadania minimalizacji dyskretno-ciggtej zaokragla sie otrzymane
wartosci jednostek zasobu uk do liczb catkowitych dodatnich (patrz Krok 14

algorytmu heurystycznego). Uwzgledniajac powyzszg relaksacje, minimalny czas Tdd

znajdziemy rozwigzujgc nastepujgce zadanie minimalizacji dyskretno-ciggtej:

Tt =, “in max i £7 J{uk,k)\ (3)

m
(i) Jwni. =0; w,z=\2,...,m, w*z []Ik=J,
k=i
(i) Y u* - N’ k=12,...,m,
*=]

gdzie Tj:[0,A2]x {1,2,..., m} -» R+jest rozszerzeniem funkcji

T :(1,2,..., N} x{1,2,..., m} R+ i okreslone jest przez funkcje:

TXuk,k) =ak+7-, wte[liv], aik>0, bk>0 keM, iel. (4)

Rozwigzania optymalne zadania (3) oznaczmy przez uk,;*k, k= 1,2, ..., m. W celu

znalezienia tych rozwigzan konieczne bedzie wykorzystanie ponizszego Lematu:
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Lemat

Jezeli uk,Jk, k= 1, 2, m sgrozwigzaniami optymalnymi zadania (3), to:

(i) I J«k=NIl ul> 0. k\VA*0, k=12,.,/Mw,
i=1
«(.=0, k:J*k=0, k=\2,.,m,

{n) ~jTi{uk,k) = const-, k\J*k *0, k=1,2,.../«.
ieA

Warunek (i) w Lemacie oznacza, ze w przydziale czasowo-optymalnym jednos-
tek zasobu i zadah do maszyn wykorzystuje sie wszystkie jednostki zasobu, a warunek
(ii), ze czasy pracy tych maszyn, na ktérych wykonywane sgjakie$ zadania, sg iden-
tyczne.

Zdefiniujmy funkcjeF (JXJ2 okres$long dla m zbiorow Jx,J2,—,Jm, dla
ktérych zachodzi ograniczenie (i) zadania (3). Warto$¢ tej funkcji jest rozwigzaniem
nastepujgcego uktadu rownan:

I X
IX +— — =F(@J31,J32,...,dJm);k:Jk* 0, k=1,2,...,w
- ieJk i % (5)
YJuk=N] uk>0; k:Jk*0,k =\,2,....m.

k:Jk*0

Gdy wykorzystamy Lemat oraz (5), zadanie minimalizacji (3) przyjmie ostatecznag
postac:

T@- ... F(A,J2 3]

przy nastepujgcych ograniczeniach:

(i) JwnJdz~0\ w,z=1, w*z,
(i) U-4=3> k=1>2,-,m.
k=1

JezelidJx,J2, , Jm sg rozwigzaniami zadania (6), to uk,J*k sg rozwigzaniami

zadania (3) gdzie:

T(m min F(Jtﬂt 33 (7)

4. Algorytm heurystyczny

Zakladamy, ze maszyng najszybszgjest maszyna pierwsza ze zbioru M, a maszy-
ng najwolniejszgjest maszyna m. Miarg szybkosci realizacji zadania i przez maszyne k
jesttzw. wspolitczynnik podziatu zasobu y; y>I. Ostatniej maszynie M przydzielamy um
jednostek zasobu wg nastepujacej zaleznosci:
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"= — T T - . (8)
1+ 'Z[{m-k)-y]
k=1
Pozostalym maszynom przydzielamy jednostki zasobu wg nastepujgcej zaleznosci:

uk - (m-k)-y mum; k=172, /«-1. 9)

Kolejne kroki algorytmu heurystycznego sa nastepujace:
Krok 1. Oblicz czasy wykonywania zadan T,(uk,k) na kolejnych maszynach wg wzo-

N .
ru (1) dla zadanej warto$ci uk -m— i losowo generowanych parametréw atk, bik.
m

Krok 2. Uszereguj malejgco czasy wykonywania poszczegoélnych zadan wg czasow
ich trwania i utworz liste L tych zadan.
Krok 3. Oblicz éredni czas Tir wykonywania zadan przez kazdg z maszyn wg wzoru:

ZTi(uk,k)
Tir = — ; ielJ,k eM, uk= —
m m

Krok 4. Przydzielaj kolejno najkrotsze i najdtuzsze zadania z listy L do pierwszej wol-
nej maszyny az do momentu, gdy suma czas6w wykonywania zadan przydzielo-
nych tej maszynie nie przekroczy czasu Tir. Przydzielone zadania usun z listy L.

Krok 5. Jezeli sgjeszcze maszyny, na ktérych nie uszeregowano zadnych zadan, to
wréé do Kroku 4. W przeciwnym wypadku przejdz do Kroku 6.

Krok 6. Uszereguj kolejne zadania z listy L na maszynach, poczynajac od pierwszej
maszyny, a konczac na maszynie m, a nastepnie usun te zadania z listy L. Jezeli lista
L sie nie wyczerpata, to wykonaj Krok 7. W przeciwnym wypadku przejdz do
Kroku 8.

Krok 7. Uszereguj kolejne zadania z listy L na maszynach, poczynajagc od maszyny m,
a na pierwszej konczac, a nastepnie usun te zadania z listy L. Jezeli lista L sie nie
wyczerpata, to wrd¢ do Kroku 6. W przeciwnym wypadku przejdz do Kroku 8.

Krok 8. Oblicz sumaryczne czasy wykonywania zadan na poszczegoélnych maszynach
dla uszeregowania zadan Jt, J2, ..., Jmutworzonego w Krokach 3-*7 i dla zadanej

N
liczby jednostek zasobu uk = — oraz podaj czas zakornczenia Top, wykonywania
m

wszystkich zadah bedacy najdtuzszym z tych czasow.

Krok 9. Usunh najkrotsze zadanie z maszyny o najdtuzszym czasie wykonywania za-
dan i przydzielje do maszyny o najkrotszym czasie wykonywania zadan.

Krok 10. Oblicz czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadan Tox po zamianie
zadan w Kroku 9. Jezeli czas ten ulegnie skréceniu, to wr6¢ do Kroku 9. W prze-
ciwnym wypadku cofnij ostatnio wykonang czynno$¢ w Kroku 9 i zakoncz szere-
gowanie zadan na maszynach.

Krok 11. Dla zadanego wspoétczynnika y przydziel liczbe jednostek zasobu uk<k e M
poszczegblnym maszynom wyliczona z zaleznosci (8) i (9).

Krok 12. Dla uszeregowania zadan utworzonego w Krokach 37-10 i dla liczby jed-
nostek zasobu Uk, k e M przydzielonych maszynom w Kroku 11 oblicz czas za-
kohczenia wykonywania wszystkich zadan Topt-
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Krok 13. Powtérz Krok 11 i Krok 12 dla nastepnych szesciu zwiekszajgcych sie ko-
lejno wartosci wspotczynnika y Poréwnaj warto$ci czaséw zakornczenia wykony-
wania zadan Tap,z kolejnych prob i wybierz najkrétszy z tych czasow.

Krok 14. Wyznacz dyskretne liczby zasobéw uk, k e M wedtug zalezno$ci:

[Fand=l, k-12,... A

a(ky
U3 i k=A+1,A+2
Adzie A =N -jr[w -J oraz a Jest permutacjg elementow' zbioru M = {1, 2, ..., 77}
7=1

takg,ze Uam |«a(l)J- wa(2) ~LWer(2) J - e - ua{m)

5. Wyniki badan numerycznych

Na bazie przedstawionego w pracy algorytmu heurystycznego przeprowadzono
badania numeryczne. Algorytm heurystyczny poddano ocenie dla siedmiu zwiekszajg-

cych sie kolejno warto$ci wspotczynnika podziatu zasobu 7 ze zbioru {3, 6, ..., 21}.
Dla zadanej liczby zadan n = 25, 50, 75, 100, liczby maszyn m= 2, 4, 6, 8 i liczby
jednostek zasobu N = 10.000 wylosowano parametry aik hlk ze zbioru {2, 4, ... , 30}

przez generator o jednostajnym rozktadzie prawdopodobienstwa. Dla kazdej kombi-
nacji n i m wygenerowano 40 instancji. Rezultaty analizy poréwnawczej podanego w
pracy algorytmu heurystycznego i algorytmu LPT przedstawione zostaty w tabeli 1.

Tabela 1
Wyniki analizy porébwnawczej algorytmu heurystycznego i algorytmu LPT

n/m Liczba instancji, dla ktérych: Ah SH

ngﬂ }(ﬁ)t rgx—t(hp-r rqHI tol[_'):PT % sec sec
25/2 22 1 17 2,1 1,3 1,0
50/2 22 2 16 2,3 2.3 1,6
75/2 23 0 17 31 3,9 31
100/2 24 3 13 4,2 5,6 51
25/4 20 2 18 2,0 1,8 1,4
50/4 22 1 17 2,8 3,6 3,0
75/4 24 1 15 3,6 5,7 4,6
100/4 26 4 10 4,3 71 6,1
25/6 20 2 18 1,9 1,9 1,3
50/6 22 2 16 2,6 3,9 2,8
75/6 23 2 15 3,8 5,3 4,4
100/6 25 1 14 4,6 7.8 6,9
25/8 21 0 19 1,8 2,1 1,7
50/8 21 i 16 2,4 4,2 33
75/8 24 1 15 4,0 6,4 49

100/8 27 0 13 4,8 8,7 7,3
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W tabeli 1wystepujg nastepujace wielkos$ci:
n - liczba zadan, m - liczba maszyn,

Th - czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadan ze zbioru J przy
wykorzystaniu algorytmu heurystycznego,

j Lpt _ czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadan ze zbioru J przy
wykorzystaniu algorytmu LPT,

8] . m ior*

A - érednia procentowa poprawa czasu Topl w stosunku do czasu TO/:

JLPT _ rpH

wyrazona nastepujgcym wzorem: A,J -JTLTp'=r m100%,

opt
SH - $redni czas obliczen dla algorytmu heurystycznego,

S LPT - $redni czas obliczen dla algorytmu LPT.

6. Uwagi koncowe

Przedstawione w poprzednim punkcie pracy wyniki badah numerycznych wyka-
zaly, ze jako$¢ szeregowania zadan na réwnolegtych maszynach na bazie zapropono-
wanego w pracy algorytmu heurystycznego ulegta poprawie w stosunku do szerego-
wania za pomocg znanego z literatury algorytmu LPT. Kilkuprocentowa poprawa
czasu r"p, w stosunku do té¢ t moze by¢ zachetg do dalszych prac nad efektywnymi

algorytmami heurystycznymi. W przypadku gdyby dla algorytmu LPT czasy wykony-
wania zadan byly zalezne od ilosci przydzielonego zasobu, wyniki analizy porow-
nawczej przedstawione w tabeli 1 mogtyby by¢ nieco mniej obiecujace.

Zaprezentowany w pracy algorytm heurystyczny moze stuzy¢ zar6wno do roz-
dziatu operacji na stanowiska produkcyjne wyposazone w odpowiednie maszyny
w dyskretnych systemach produkcyjnych, jak i do szeregowania programow
w wieloprocesorowych systemach komputerowych [3,4, 5],
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Abstract

In the paper problem oftime-optimal allocation ofn independent tasks and non-
renewable resource’s units to m parallel machines in discrete production system is
considered. We assume, that tasks are nonpreemtive and number of tasks is greater
then number of machines (n > m). Each of machine may execute every of n tasks and
multimachines system has N nonrenewable resource’s units. During execution of all n

m
tasks the number ukresource’s units is allocated to the /c-th machine; "YJuk < N.
k=1
Results obtained in the paper are for some execution time function:

Ti(uk,k) =ak+—, i= 1,2, ..,n, k=\,2,....m, ukeU,
A

where aik> 0, bik > 0 are parameters characterized /-th task and /c-th machine, uk is
number ofresource’s units allocated to /c-th machine. The purpose of optimization is to
find such a schedule of n tasks on m parallel machines and such an allocation of limi-
ted resource’s units among machines that schedule length criterion is minimized.

Because our problem belongs to the class of AW-complete problems we propose
an heuristic algorithm, which employs some problem properties. Some results of exe-
cuted numerical experiments for basis o fproposed heuristic algorithm are presented.



