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H E U R Y S T Y C Z N A  P R O C E D U R A  S Z E R E G O W A N IA  Z A D A Ń  
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Z  U W Z G L Ę D N IE N IE M  O G R A N IC Z E Ń  Z A S O B O W Y C H

Streszczenie. Praca dotyczy zagadnienia czasowo-optymalnego przydzia łu  n za­
dań niezależnych i zasobu nieodnawialnego do m maszyn rów noleg łych 
w  dyskretnym  systemie produkcyjnym . D la  zadanej fu nkc ji czasu realizacji 
zadań sform ułowano model matematyczny zagadnienia oraz zaprezentowano 
a lgorytm  heurystyczny dla rozwiązania postawionego problemu. Przedstawiono 
w y n ik i badań num erycznych wykonanych na bazie zaproponowanego a lgorytm u 
heurystycznego.

A N  H E U R IS T IC  P R O C E D U R E  F O R  T A S K S  S C H E D U L IN G  IN  D IS C R E T E  
P R O D U C T IO N  S Y S T E M  W IT H  L IM IT E D  R ES O U R C E S  A L L O C A T IO N

S um m ary . In the paper problem  o f  tim e-optim al allocation o f  n independent 
tasks and nonrenewable resource’s units to m parallel machines in discrete 
production system is considered. For some tasks execution time function the 
mathematical model o f  this problem is form ulated and an heuristic a lgorithm  fo r 
so lution this problem  is presented. Some results o f  numerical experiments fo r 
basis o f  proposed heuristic a lgorithm  are presented.

1. W stęp

O dczuwalny od w ie lu  la t intensywny rozw ój równoległych systemów przetwa­
rzania in fo rm ac ji pociągnął za sobą w zrost zainteresowania problem atyką szeregowa­
nia zadań w  systemach maszyn pracujących równolegle (niezależnie). Szczególnego 
znaczenia nabiera problem  m in im a lizac ji d ługości uszeregowania zadań na maszynach 
[1, 2, 6, 7], Prowadzone od w ie lu  lat badania problem atyki czasowo-optymalnego sze­
regowania zadań i rozdzia łu zasobów dow iod ły , że zadania optym alizacji dyskretnej 
i  ciągłej należą do klasy problem ów  bardzo trudnych zarówno z teoretycznego, ja k  i 
obliczeniowego punktu w idzenia  i najczęściej należą do klasy proble-m ów  NP- 
zupełnych [8, 9, 10].

Problem  szeregowania zadań na maszynach rów noleg łych z równoczesnym roz­
działem zasobów bardzo często spotykany jes t w  różnego rodzaju złożonych proce­
sach produkcyjnych. Czasy w ykonyw ania  zadań m ogą być z góry zadane lub też mogą 
się zm ieniać w  zależności od w spółdzie lonych zasobów. Zadania mogą być pew nym i
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procesami dynam icznym i opisyw anym i za pom ocą skom plikow anych m odeli matema­
tycznych.

W y n ik i teorii złożoności obliczeniowej oraz rozm iar problem ów  praktycznych 
w  sposób jednoznaczny e lim inu ją  z rozważań a lgory tm y dokładne, pozostawiając do 
zastosowania praktycznego jedyn ie  a lgorytm y heurystyczne um ożliw ia jące rozw iąza­
nie postaw ionych problem ów w  k ró tk im  czasie z zadowalającą dokładnością. Badania 
nad a lgorytm am i heurystycznym i dostarczającymi rozwiązań zagadnień, w  któ rych  
zastosowanie metod dokładnych jes t n ieefektywne lub w ręcz n iem ożliwe, stanowią 
jedną  z najszybciej rozw ija jących się gałęzi nauki.

W  niniejszej pracy przedstawiono pew ien a lgorytm  heurystyczny wyznaczający 
czasowo-optymalne szeregowanie n zadań niezależnych n iepodzie lnych i jednostek 
zasobu nieodnawialnego podzielnego w  sposób c iąg ły do m maszyn pracujących 
równolegle. Przedstawiono w yn ik i badań num erycznych przeprowadzonych na tym  
a lgorytm ie dla losowo generowanych danych.

2. S fo rm u łow a n ie  p ro b le m u

Rozpatrzm y dyskretny system p rodukcyjny zawierający maszyny połączone rów ­
nolegle. Dany jes t zb ió r n zadań niezależnych ponum erowanych liczbam i 1, 2, ..., n i 
oznaczony przez J. Zadania te należy w ykonać bez przerwań przy użyciu  m maszyn 
rów no leg łych  ze zbioru M -  {1 ,2 ,  ... , m}. Każda maszyna w  dowolnej ch w ili może 
w ykonyw ać co najwyżej jedno zadanie oraz w ykonyw an ie  zadania nie może być 
przerywane. Realizacja każdego z zadań na maszynach musi następować niezw łocznie 
po zakończeniu w ykonyw an ia  poprzedniego zadania (lub nastąpić w  ch w ili t =  0, gdy 
zadanie realizowane jes t ja ko  pierwsze na jednej z maszyn). Każde zadanie może być 
w ykonyw ane na dowolnej maszynie, a liczba zadań do wykonania jes t w iększa od 
liczby  maszyn (« >  m).

Zakładamy, że dysponujem y N  jednakow ym i jednostkam i zasobu n ieodnaw ial­
nego; N  > m . Oznaczmy przez uk tę liczbę jednostek zasobu, która zostanie przydzie ­

lona ¿-tej maszynie. Z b ió r zasobów oznaczmy przez U  =  {1 ,2 ,..., N } .

Zachodzą następujące ograniczenia zasobowe:

m
\uk < N , k e M ,  uk e U, uk > 1.

jt»!

Czas w ykonyw an ia  i-tego zadania na ¿-tej maszynie, je że li przydzie lono je j uk 
jednostek zasobu, określony jest następującą funkcją:

Ti(uk ,k)  =  a i k + — , u k < = U , k e M , i e J .  (1)
u k

Parametry alk > 0 ,  bik > 0  charakteryzują/-te  zadanie i  ¿-tą maszynę.

Postawiony do rozw iązania problem  polega na znalezieniu takiego uszeregowa­
nia w szystkich n zadań na m maszynach i takiego przydzia łu  jednostek zasobu do ma­
szyn, aby m in im a lizow ać czas Top, zakończenia w ykonyw an ia  całego zbioru zadań J.
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3. M o d e l fo rm a ln y  zagadnien ia

Oznaczmy przez J\, J2, ... , Jk, ■■■ , podzbiory zadań realizowanych ko le jno na 
1, 2, ...,k, ..., m-tej maszynie. Należy rozwiązać następujący problem m in im a lizac ji 
czasu zakończenia w ykonyw ania  zb ioru zadań Top, :

ToPt =  , m in  max i £  7) (w *, * )  [  (2)
Ą,J2,...,Jm 1 <k<m \ isJ

przy następujących ograniczeniach:

m

( i)  J w n J z -  0 ;  w,z -  \ ,2, . . . ,m,  w * z ,  [ j J k = J ,
k= 1

m

( ii)  Y uk < N; uk e U ,  ¿ =  1 ,2 ,..., m .
k=i

Postawione zadanie należy do klasy problem ów  AP-zupełnych. Problem, k tó ry  należy 
rozwiązać, jes t dość skom plikow any. A b y  go rozwiązać, dokonamy relaksacji
warunku uk e U , zastępując go warunkiem  1 < u k < N , k — 1,2,.. .  , m. Po rozw iązaniu

odpowiedniego zadania m in im a lizac ji dyskretno-ciągłej zaokrągla się otrzymane 
wartości jednostek zasobu uk do liczb ca łkow itych  dodatnich (patrz K ro k  14 

algorytm u heurystycznego). Uwzględnia jąc powyższą relaksację, m in im a lny czas Topl 

znajdziem y rozw iązując następujące zadanie m in im a lizac ji dyskretno-ciągłej:

ToPt =  , “ in  max i  £ 7 ] {uk, k ) \  (3)

przy następujących ograniczeniach:

m
( i)  J w n i .  =  0 ;  w,z = \ ,2, . . . ,m,  w *  z, [ ] J k = J ,

k=i
m

( ii)  Y u* - N ’ k = l ,2, . . . ,m,
*=1

gdzie T j : [0, A2] x {1 ,2 ,..., m} -»  R+ jes t rozszerzeniem funkc ji

Tj : (1 ,2 ,..., N }  x {1,2,..., m} R+ i określone jest przez funkcję:

T.Xuk,k) = aik + ^ - ,  wt e [ l , iV ] ,  aik> 0, bik > 0, k e M, i e J .  (4)

Rozwiązania optym alne zadania (3) oznaczmy przez uk ,J*k , k =  1, 2, ..., m. W  celu 

znalezienia tych rozwiązań konieczne będzie wykorzystanie poniższego Lem atu :



40 Z. Buchalski

L e m a t

Jeżeli uk , Jk , k =  1, 2, m są rozw iązaniam i optym alnym i zadania (3), to:
m

( i)  I ] « k = N l ul >  0 . k \ Ą * 0 ,  k =  1,2,...,/w,
i= l

«(.=0, k:J*k = 0 ,  k = \,2,...,m,

{n) ^ j Ti {u*k ,k ) = const-, k \J *k * 0 ,  k  =  1 ,2 ,...,/« .
ieĄ

W arunek ( i)  w  Lem acie  oznacza, że w  przydzia le czasowo-optym alnym  jednos­
tek zasobu i zadań do maszyn w ykorzystu je  się wszystkie jednostk i zasobu, a warunek
( ii) ,  że czasy pracy tych maszyn, na któ rych  w ykonyw ane są jakieś zadania, są iden­
tyczne.

Z de fin iu jm y  fu nkc jęF ( J X , J 2 określoną dla m zb io rów  J x , J 2 ,—, J m, dla

których zachodzi ograniczenie ( i)  zadania (3). W artość tej fu nkc ji jes t rozw iązaniem  
następującego układu równań:

I X

I X  + — —  = F ( J l , J 2,...,Jm) ; k : J k *  0 ,  k  =  1,2,...,w  
• ieJk 11 k (5)

Y Juk = N ]  uk > 0; k : J k * 0 , k  =  \,2,...,m.
k:J k * 0

G dy w ykorzystam y L e m a t oraz (5), zadanie m in im a lizac ji (3) p rzy jm ie  ostateczną 
postać:

Topi - m i n  F(Ą,J2..............JJ  ( 6 )

przy następujących ograniczeniach:

( i)  J wn J z ~ 0 \  w,z = l, w * z ,
m

(ii) U -4  =  J '> k = l>2 , - , m .
k = 1

Jeżeli J x , J 2 , ,  J m są rozw iązaniam i zadania (6), to uk ,J*k są rozw iązaniam i 
zadania (3) gdzie:

Topt= min F(JlfJt J J .  ( 7 )

4. A lgorytm  heurystyczny

Zakładamy, że maszyną najszybszą jest maszyna pierwsza ze zb ioru M,  a maszy- 
ną na jw oln ie jszą jest maszyna m. M ia rą  szybkości rea lizacji zadania i przez maszynę k  
jes t tzw . w spó łczynn ik podzia łu zasobu y; y > l.  Ostatniej maszynie M  przydzie lam y um 
jednostek zasobu w g następującej zależności:
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" » = — T T -------- • (8)
1+ ' Z [ { m - k ) - y ]

k = 1
Pozostałym maszynom przydzie lam y jednostk i zasobu w g następującej zależności:

uk -  (m - k ) - y  ■ um; k  =  1,2,...,/« - 1 .  (9)

Ko le jne k rok i a lgorytm u heurystycznego są następujące:
K ro k  1. O b licz  czasy w ykonyw an ia  zadań T,(uk,k)  na ko le jnych maszynach wg wzo-

N
ru (1) d la zadanej wartości uk -■—  i losowo generowanych parametrów atk, bik.

m
K ro k  2. Uszereguj malejąco czasy w ykonyw an ia  poszczególnych zadań w g czasów 

ich trwania i u tw órz listę L  tych zadań.
K ro k  3. O b licz  średni czas Tir w ykonyw an ia  zadań przez każdą z maszyn wg wzoru:

Ż T i ( u k,k)

Ti r  =  —  ; i  e J , k  e M ,  uk = —
m m

K ro k  4. Przydzie laj ko le jno najkrótsze i najdłuższe zadania z lis ty  L  do pierwszej w o l­
nej maszyny aż do momentu, gdy suma czasów wykonyw ania  zadań przydzie lo ­
nych tej maszynie nie przekroczy czasu Tir. Przydzielone zadania usuń z lis ty  L.

K r o k  5. Jeżeli są jeszcze maszyny, na któ rych  nie uszeregowano żadnych zadań, to 
w róć do K ro k u  4. W  przeciw nym  wypadku przejdź do K ro k u  6.

K ro k  6. Uszereguj kole jne zadania z lis ty  L  na maszynach, poczynając od pierwszej 
maszyny, a kończąc na maszynie m, a następnie usuń te zadania z lis ty  L. Jeżeli lista 
L się nie wyczerpała, to wykonaj K ro k  7. W  przeciwnym  wypadku przejdź do 
K ro k u  8.

K r o k  7. Uszereguj kole jne zadania z lis ty  L  na maszynach, poczynając od maszyny m, 
a na pierwszej kończąc, a następnie usuń te zadania z lis ty  L. Jeżeli lista L  się nie 
wyczerpała, to w róć do K ro k u  6. W  przeciw nym  wypadku przejdź do K ro k u  8.

K ro k  8. O b licz  sumaryczne czasy w ykonyw an ia  zadań na poszczególnych maszynach 
dla uszeregowania zadań J t, J2, ..., Jm utworzonego w  K ro k a c h  3-^7 i d la zadanej

N
liczby jednostek zasobu uk =  —  oraz podaj czas zakończenia Top, w ykonyw ania

m
wszystkich zadań będący najdłuższym  z tych czasów.

K ro k  9. Usuń najkrótsze zadanie z maszyny o najdłuższym czasie w ykonyw an ia  za­
dań i p rzydzie l je  do maszyny o najkrótszym  czasie w ykonyw ania  zadań.

K ro k  10. O b licz  czas zakończenia w ykonyw an ia  wszystkich zadań Topt po zamianie 
zadań w  K ro k u  9. Jeżeli czas ten ulegnie skróceniu, to w róć do K ro k u  9. W  prze­
c iw nym  wypadku co fn ij ostatnio w ykonaną czynność w  K ro k u  9 i zakończ szere­
gowanie zadań na maszynach.

K ro k  11. D la  zadanego współczynnika y p rzydzie l liczbę jednostek zasobu uk< k  e M  
poszczególnym maszynom w y liczoną  z zależności (8) i (9).

K ro k  12. D la  uszeregowania zadań utworzonego w  K ro k a c h  3^-10 i dla liczby je d ­
nostek zasobu Uk, k e M  p rzydzie lonych maszynom w  K ro k u  11 ob licz czas za­
kończenia w ykonyw an ia  wszystkich zadań Topt-
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K r o k  13. Powtórz K r o k  11 i K r o k  12 dla następnych sześciu zw iększających się ko ­
le jno  wartości w spó łczynn ika y  Porównaj w artości czasów zakończenia w ykony­
wania zadań Top, z ko le jnych prób i w yb ie rz  najkrótszy z tych czasów.

K ro k  14. W yznacz dyskretne liczby  zasobów uk, k e M  w edług zależności:

LPa-oo J~*~ 1, k —1,2,... ,A,
a(k)

LU*(* )J  i k  =  A  +  l , A  +  2

^dzie A  =  N - j r [ w  -J oraz a  Jest perm utacją elementów' zb ioru  M  =  {1, 2, ..., 777}
7=1

taką,że Uam |« a ( l)J -  wa(2) ~LWcr(2) J - ••• -  ua{m)

5. W y n ik i badań num erycznych

N a bazie przedstawionego w  pracy algorytm u heurystycznego przeprowadzono 
badania numeryczne. A lg o ry tm  heurystyczny poddano ocenie dla siedm iu zwiększają­
cych się ko le jno wartości w spó łczynnika podzia łu  zasobu 7 ze zb io ru  {3, 6, . . . ,  21 }. 
D la  zadanej liczby  zadań n =  25, 50, 75, 100, liczby  maszyn m =  2 , 4, 6, 8 i  liczby 
jednostek zasobu N  =  10.000 wylosowano param etry aik, hlk ze zb ioru {2, 4, ... , 30} 
przez generator o jednosta jnym  rozkładzie prawdopodobieństwa. D la  każdej kom b i­
nacji n i  m wygenerowano 40 instancji. Rezultaty analizy porównawczej podanego w  
pracy algorytm u heurystycznego i a lgorytm u LP T  przedstawione zostały w  tabeli 1.

Tabela 1
W y n ik i analizy porównawczej a lgorytm u heurystycznego i a lgorytm u LP T

n/m Liczba instancji, d la których: Ah SH
■pH t lpt
opt * opt

r H _ t LPT
opt opt

r H t LPT 
opt opt % sec sec

25/2 22 1 17 2,1 1,3 1,0
50/2 22 2 16 2,3 2.3 1,6
75/2 23 0 17 3,1 3,9 3,1
100/2 24 3 13 4,2 5,6 5,1
25/4 20 2 18 2,0 1,8 1,4
50/4 22 1 17 2,8 3,6 3,0
75/4 24 1 15 3,6 5,7 4,6
100/4 26 4 10 4,3 7,1 6,1
25/6 20 2' 18 1,9 1,9 1,3
50/6 22 2 16 2,6 3,9 2,8
75/6 23 2 15 3,8 5,3 4,4
100/6 25 1 14 4,6 7.8 6,9
25/8 21 0 19 1,8 2,1 1,7
50/8 21 i 16 2,4 4,2 3 3
75/8 24 1 15 4,0 6,4 4,9

100/8 27 0 13 4,8 8,7 7,3
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W  tabeli 1 w ystępu ją  następujące w ie lkości:

n - liczba zadań, m - liczba maszyn,

T h  - czas zakończenia w ykonyw an ia  wszystkich zadań ze zb ioru J  przy
w ykorzystan iu  a lgorytm u heurystycznego,

j Lpt _ czas zakończenia w ykonyw an ia  w szystkich zadań ze zbioru J  przy 
w ykorzystan iu  a lgorytm u LPT,

ŁJ , TT i OT*
A - średnia procentowa poprawa czasu Topl w  stosunku do czasu T0/':

jL P T  _  rpH

wyrażona następującym wzorem : A,J -J T L — _——  ■ 100%,
rp H  

opt

S H - średni czas obliczeń dla a lgorytm u heurystycznego,

S LPT - średni czas obliczeń dla a lgorytm u LPT.

6. U w ag i końcowe

Przedstawione w  poprzednim  punkcie pracy w y n ik i badań numerycznych w yka ­
zały, że jakość szeregowania zadań na rów noleg łych maszynach na bazie zapropono­
wanego w  pracy algorytm u heurystycznego uległa popraw ie w  stosunku do szerego­
wania za pom ocą znanego z lite ra tu ry  algorytm u LPT. K ilkuprocentow a poprawa 
czasu r"p, w  stosunku do tĉ t może być zachętą do dalszych prac nad efektyw nym i

algorytm am i heurystycznym i. W  przypadku gdyby dla a lgorytm u LP T  czasy w ykony­
wania zadań b y ły  zależne od ilośc i przydzielonego zasobu, w y n ik i analizy porów ­
nawczej przedstawione w  tabeli 1 m og łyby być nieco m niej obiecujące.

Zaprezentowany w  pracy a lgorytm  heurystyczny może służyć zarówno do roz­
dzia łu  operacji na stanowiska produkcyjne wyposażone w  odpowiednie maszyny 
w  dyskretnych systemach produkcyjnych, ja k  i do szeregowania programów 
w  w ieloprocesorowych systemach kom puterowych [3 ,4 , 5],
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A b s tra c t

In  the paper problem  o f  tim e-optim al a llocation o f  n independent tasks and non­
renewable resource’s units to m parallel machines in  discrete production system is 
considered. We assume, that tasks are nonpreemtive and number o f  tasks is greater 
then number o f  machines (n > m). Each o f  machine may execute every o f  n tasks and 
m ultim achines system has N  nonrenewable resource’ s units. D uring  execution o f  a ll n

m

tasks the number uk resource’ s units is allocated to the /c-th machine; 'YJuk < N.
k= I

Results obtained in the paper are fo r some execution tim e function:

Ti (uk,k) = aik + — , i =  1, 2, ... , n, k = \ , 2 , . . . , m ,  uk e U ,
A

where aik >  0, bik >  0 are parameters characterized /-th  task and /c-th machine, uk is 
number o f  resource’s units allocated to /c-th machine. The purpose o f  optim ization is to 
find  such a schedule o f  n tasks on m paralle l machines and such an allocation o f  lim i­
ted resource’s units among machines that schedule length criterion is m inim ized.

Because our problem  belongs to the class o f  AW-complete problems we propose 
an heuristic a lgorithm , w hich employs some problem  properties. Some results o f  exe­
cuted num erical experiments fo r basis o f  proposed heuristic a lgorithm  are presented.


