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Z A S T O S O W A N IE  M E T O D  T E O R II  P O D Z IA Ł U  W  S Z E R E G O W A N IU  
P R O C E S Ó W  D Y S K R E T N Y C H  W  S Y S T E M A C H  C Z A S U  R Z E C Z Y W IS T E G O

Streszczenie. W  niniejszej pracy zaproponowano transformację problemu 
szeregowania zadań w  systemach czasu rzeczywistego do problemu 
proporcjonalnego podzia łu m iejsc w  parlamencie. Korzystając z w yn ikó w  teorii 
podziału, wykazano, że uszeregowania dopuszczalnego rozważanego problemu nie 
można uzyskać za pomocą metod dzie ln ikow ych. Podano w łasności uszeregować 
dopuszczalnych otrzym anych za pom ocą metod podziału m iejsc w  parlamencie.

A P P L IC A T IO N  O F  T H E  A P P O R T IO N M E N T  M E T H O D S  IN  S C H E D U L IN G  
T A S K S  IN  H A R D -R E A L -T IM E  S Y S T E M S

S um m ary . The problem  o f  scheduling tasks in  hard-real-time systems is 
transformed to the problem  o f  apportion ing seats in  a parliament. Using the results 
proved w ith in  the theory o f  apportionment it  is shown that there exist no d iv iso r 
method that constructs a feasible schedule o f  discrete, d iv is ib le  processes in  hard 
real tim e systems. The properties o f  feasible schedules generated by apportionment 
methods were examined.

1. W stęp

W  szerokiej klasie procesów dyskretnych można wyodrębnić pewną ważną 
podklasę, k tó rą  tw orzą  procesy dyskretne działające w  systemach sztywnego czasu 
rzeczywistego. Procesy te muszą się zakończyć w  ściśle określonym  oknie czasowym. 
Przekroczenie ram czasowych narzuconych na realizację procesu jes t krytyczne dla 
działania całego systemu.

W  n in ie jszym  artykule analizujem y problem  szeregowania dyskretnych 
i podzie lnych procesów czasu rzeczywistego wykorzystu jąc teorię podzia łu m iejsc 
w  parlamencie. Zastosowanie teorii podziału m ie jsc um ożliw ia  wykazanie pewnych 
w łasności metod stosowanych w  szeregowaniu dyskretnych procesów czasu 
rzeczywistego, a także analizę własności otrzym anych uszeregować.

A rty k u ł je s t zorganizowany następująco. W  rozdziale 2 zdefin iowano problem 
szeregowania procesów dyskretnych w  systemach czasu rzeczywistego. Rozdział 3
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zawiera sform ułowanie problemu podzia łu m iejsc w  parlamencie. W  rozdziale 4 
omówiono transformację problemu szeregowania dyskretnych procesów czasu 
rzeczywistego do problemu podziału m iejsc w  parlamencie. W  rozdziale 5 
przedstawiono własności problem u szeregowania dyskretnych procesów czasu 
rzeczywistego wykazane na podstawie przeprowadzonej transform acji. R ozdzia ł 6 
podsumowuje uzyskane w yn ik i.

2. P rob lem  szeregowania d yskre tnych  procesów w  systemach czasu rzeczyw istego

Jednym z fundamentalnych problem ów  szeregowania w  systemach sztywnego 
czasu rzeczywistego jes t problem L iu -Laylanda  [4 ], Problem ten polega na znalezieniu 
dopuszczalnego uszeregowania zb ioru N  podzie lnych, niezależnych i  okresowych 
zadań przed lin iam i kry tycznym i. Każde zadanie i, rozumiane jes t jako
podzie lny proces dyskretny o czasie wykonania Cj- oraz okresie T-t. Oznacza to, że 
w  każdym z następujących po sobie okresów o długości 7’ proces i  m usi być 
w ykonyw any dokładnie w  C,- jednostkach czasu, które ze względu na podzielność 
procesu nie muszą następować po sobie. W  praktyce istn ie je w ie le  systemów, które 
można opisać za pom ocą m odelu L iu-Laylanda. Przykładem może być system 
radarowy, k tó ry  m onitoruje przestrzeń pow ietrzną nad lotniskiem . Jeśli obliczenia 
położenia obiektów  na radarze nie zakończą się w  określonym  czasie, to może dojść 
do katastrofy. Innym  przykładem  może być sterowanie pracą e lektrow ni jądrow ej, 
gdzie kry tycznym  procesem jes t cyk liczny  pom iar temperatury, k tó ry  musi się odbyć 
w  ściśle określonym  oknie czasowym. Przekroczenie czasu rea lizacji takiego procesu 
rów nież może m ieć poważne konsekwencje dla całego systemu. Ła tw o  zauważyć, że 
wszystkie opisane w  przykładach procesy charakteryzują się okresowością i pewnym  
narzuconym  z góry czasem wykonania, zatem problem  znalezienia dopuszczalnego 
uszeregowania takich procesów jest problemem Liu-Laylanda.

3. P rob lem  podz ia łu  m ie jsc

Problem podzia łu m iejsc został sform ułow any jako  problem  podziału określonej 
liczby mandatów w  parlamencie m iędzy poszczególne grupy w yborców  [6 ], Teoria 
podzia łu m iejsc rozw ija ła  się szczególnie w  Stanach Z jednoczonych, gdzie m iała 
bardzo praktyczne zastosowanie w  podziale ograniczonej liczby  m iejsc w  Izbie 
Reprezentantów pom iędzy poszczególne stany, proporcjonalnie do populacji każdego 
stanu.

Form alnie problem  podzia łu m iejsc można zdefin iow ać w  następujący sposób. 
Dany jest zb ió r N  stanów i parlament o liczności h >  0 m iejsc. D la  danego wektora p 
populacji stanów

P = {p vPv - . P s )  0 )

należy znaleźć w ekto r a przydzia łu  m iejsc poszczególnym stanom

a {av a2,...,ct N) (2)
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w  taki sposób, by spełnione było  następujące ograniczenie:

t - , - *  (3);=i

gdzie: a,-jest nieujemną liczbą  całkow itą.

3.1. M e to d y  rozw iązan ia  p ro b le m u  podz ia łu

M etoda rozwiązania problem u podzia łu jest to pewna reguła, która zastosowana 
do każdego dodatniego wektora populacji p i parlamentu o liczności h wyznacza 
w ektor podzia łu a spełniający ograniczenia (3). W arto zauważyć, że nawet 
spraw iedliw a metoda podzia łu może wyznaczyć zb ió r w ektorów . W yn ika  to z faktu, 
że w  przypadku dwóch stanów o identycznych populacjach i parlamencie o liczbie  
2k+ 1 m iejsc spraw iedliwa metoda pow inna wyznaczyć dwa m ożliw e podzia ły  (k , kń-1) 
oraz (k+ 1, k). M etoda podzia łu jes t zatem w ie low artościow ą funkc ją  M  wyznaczającą 
zb ió r w ektorów . Konkretne A-Z-rozwiązanie jes t pojedynczym  wektorem  podziału 
m iejsc a e M(p,h) ,  które w  sposób a rb itra lny rozstrzyga opisane wyżej 

niejednoznaczności. W  ko le jnych  punktach om ówiono niektóre w łasności metod 
podziału.

3.1.1. Metody zachowujące kwotą

Jedno z podstawowych wymagań stawianych rozw iązaniom  problemu 
proporcjonalnego podzia łu m iejsc jes t opisane za pom ocą następującego warunku:

(4)

hPi < ¿7 . < hp,

\

<

i

— i — N

I . P .
Im 1

Lew a strona nierówności (4) jes t nazywana dolną kw otą  i jes t najwyższą liczbą 
naturalną, nie w iększą od a,. Prawa wartość nierówności (4) jest zwana górna kw otą  
i jes t najm niejszą liczbą naturalną nie m niejszą n iż  a,. Metoda spełniająca warunek (4) 
jes t metodą zachowującą kwotę. Przykładam i metod zachowujących kwotę jest 
metoda kw otow a zaproponowana przez Balińskiego i Younga w  [1 ] oraz ogólna 
metoda zaproponowana przez S tilla  w  [5].

3.1.2. Metody dzielnikowe

M etody dzie ln ikow e polegają na znalezieniu takiej liczby  x, która spełnia 
następujące warunki:

round (— )  =  ai
(5)
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¿ « - *  < 6 )  1=1

gdzie round() jest pewną funkcja zaokrąglającą. B a lińsk i i Young pokazali w  [1 ], że 
każda metoda dzie ln ikow a daje się przedstawić za pom ocą pewnej monotonicznej, 
rosnącej fu nkc ji d(a), zdefin iowanej dla wszystkich  nieujem nych liczb  ca łkow itych  a, 
dla której a < d(a) < a +1 oraz nie istnieje para liczb  b > 0, c > 1, taka, że d(b) — ó + l 

i  d{ć) =  c. Funkcja taka zwana jest kry te rium  dzie ln ikow ym . M etoda dzie ln ikow a 
oparta na fu n kc ji d  może być opisana rekurencyjn ie w  następujący sposób:

1 . M (p ,0 ) = 0 ,

2. Jeśli a e M ( p ,h ) i dla pewnego stanu k  zachodzi warunek - ^ k— =  m a x - y '  . ,
d \ak) ' Ą o ,)

to b e  M(p,h + 1) i bk = ak+  1 i ó, =  a, dla i * k .

Baliński i Young w  [1] w ykaza li, ze ty lko  metody dzie ln ikow e m ają własność 
monotoniczności ze względu na liczność populacji. Oznacza to, że metody 
dzie ln ikow e gwarantują, że gdy populacja stanu i wzrośnie, a stanu j  zmaleje, to nie 
będzie m iała miejsca sytuacja, w  której liczba m iejsc a,- przydzie lona stanowi i  
zmaleje, a ilość m iejsc aj przydzie lona stanowi j  wzrośnie.

Ba liński i Young w  [1] w ykaza li, że nie istnieje metoda, która byłaby 
jednocześnie monotoniczna ze względu na liczność populacji i  zachowywała kwotę 
dla dowolnej instancji problemu. Jest to tzw. twierdzenie o niemożliwości.

4. T ra n s fo rm a c ja  p ro b le m u  L iu -L a y la n d a  do p ro b le m u  podz ia łu  m ie jsc 
w  parlam encie

Zw iązek m iedzy parametrami charakteryzującym i problem L iu -Laylanda 
a parametrami odpowiadającego mu problemu podziału przedstawia tabela 1.

Tabela 1
Zależności m iędzy problemem  L iu -Lay landa  a problemem podziału

Parametr w  problem ie L iu -Laylanda Parametr w  problem ie podziału
proces i,i=\,...,N stan /,/=

cykl L=NWW(ThT2.TN), gdzie N W W
oznacza najmniejszą wspólną 

w ielokrotność

parlament o liczności h miejsc

N w w (rt, T2 ,...,Tn )C: 

T, Pi

W  sytuacji gdy podczas w ykonyw an ia  zb ioru procesów dyskretnych wystąpią 
jednostk i czasu, w  których nie będzie się w ykonyw a ł żaden proces, dodajemy jeden 
sztuczny proces o czasie wykonania C v+1 rów nym  sumie niewykorzystanych 
jednostek czasu i okresie wykonania Tn+j=L, gdzie L jes t cyklem  zdefin iowanym  
w  tabeli 1.



Zastosowanie metod teorii podziału 61

5. R ozw iązan ie  p ro b le m u  L iu -L a y la n d a  za pom ocą m etod podz ia łu

M ó w im y , że metoda podzia łu M  rozw iązuje problem  L iu -Laylanda je ś li dla 
dowolnej instancji procesów o parametrach C „ Th i= \, . . . ,N  istnieje dowolna 
niemalejąca sekwencja podzia łów  a, < a2 < .... < aL taka, że:

„ „ L C ,  LC n . , r (7)
a j  e M ( ( — - ) , j ) , j  =  \ , . . . L .

l , l2

Po raz p ie rw szy m ożliw ość rozw iązania problem u L iu -Lay landa  za pomocą 
metod podzia łu m iejsc w  parlamencie pokazał K ub iak w  [2 ], U dow odn ił on, że 
warunkiem  dostatecznym rozw iązania problem u L iu -Lay landa  jest zachowanie kw o ty  
przez metodę podziału. Interesującym zagadnieniem by ło  sprawdzenie, czy istn ie ją  
metody dzie ln ikow e, które rów nież rozw iązu ją  problem  L iu-Laylanda. Józefowska, 
Józefowski i K ub iak udow odn ili w  [3 ] następujące Twierdzenie.

T w ie rdzen ie :

N ie  istnieje metoda dzie ln ikow a, która rozw iązuje problem  Liu-Laylanda.

W  pracy [3 ] pokazano ponadto, że warunek dostateczny sform ułow any przez 
Kubiaka w  [2 ] nie jes t warunkiem  koniecznym . Ze względu na fakt, że ty lko  metody 
dzie ln ikow e m ają własność monotoniczności ze względu na liczność populacji, 
z Tw ierdzenia w yn ika  ponadto, że nawet gdy czas C; wykonania procesu i jest 
w iększy n iż  czas wykonania Cj procesu j ,  to ca łkow ity  czas wykonania procesu i  może 
być m niejszy n iż  ca łkow ity  czas wykonania procesu j  w  pewnym  przedziale [0 ,t],

6. W n io s k i

W  n in ie jszym  artykule pokazano sposób transform acji problem u L iu -Laylanda 
do problem u podzia łu m iejsc w  parlamencie. Na podstawie analizy problem u L iu - 
Laylanda za pom ocą metod teorii podzia łu można wykazać, że nie istnieje metoda 
dzie ln ikow a, za pomocą której można otrzym ać dopuszczalne uszeregowanie 
procesów w  systemach czasu rzeczywistego. Z  drugiej strony w iadom o, że 
uszeregowanie takie można otrzym ać, stosując dow olną metodę podzia łu, która 
zachowuje kwotę [2 ]. Pamiętać jednak należy o tym , że w  takie metody nie są 
monotoniczne ze względu na liczność populacji.
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A b s tra c t

In this paper we studied the L iu -Lay land  problem  o f  sequencing d iv is ib le , 
discrete processes in the hard real tim e environment. W e showed that the L iu -Lay land  
problem  can be transformed to the apportionment problem. The apportionment 
problem  is a problem  o f  apportion ing fixed number o f  seats in  a parliam ent among 
certain number o f  states proportiona lly  to the population o f  each state. Basing on this 
transform ation we showed that no d iv iso r method o f  apportionment can be used to 
b u ild  a feasible sequence solv ing the L iu -Lay land  problem. On the other hand the 
L iu -Lay land  problem  can be solved using methods satisfying the quota. In 
consequence no method so lv ing  the L iu -Lay land  problem  is population monotone.
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