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ROWNOWAZENIE OBCIAZENIAW PROBLEMACH ROZDZIALU
ZASOBOW DYSKRETNYCH - PODEJSCIA HEURYSTYCZNE

Streszczenie. Rozwazany jest problem rozdziatu zasobéw dyskretnych,
w ktorym zasadniczym celem jest rownowazenie obcigzenia zasobowego.
W problemie tym czynnos$ci projektu sg szeregowane w taki sposob, by nie
naruszy¢ ograniczen kolejnosciowych i linii krytycznej dla catego projektu przy
jednoczesnej minimalizacji funkcji celu odzwierciedlajgcej zmiany poziomu
wykorzystania zasobow. Przedstawiono trzy klasy takich funkcji oraz
zaproponowano pewne podej$cia heurystyczne.

RESOURCE LEVELING IN PROJECT SCHEDULING PROBLEMS -
HEURISTIC APPROACHES

Summary. Resource leveling problem is considered. The main objective of this
problem is to minimize the fluctuations of the resource usage profdes. There are
two types of constraints in this problem: a deadline for the entire project as well
as precedence constraints between pairs of projects’ activities. Three classes of
objective functions are distinguished. Some heuristics are proposed to solve the
problem.

1. Rownowazenie obcigzenia w problemach rozdziatu zasob6w dyskretnych

W wielu spotykanych w praktyce problemach optymalizacji, szczegodlnie
w problemach szeregowania lub rozdziatu zasob6w pomiedzy czynnosciami projektu,
zasoby wystepujg jako jeden z parametrow problemu. Najczesciej zasoby stanowiag
ograniczenie, jes$li chodzi o ich dostepno$é, a kryterium jest bezposrednio
lub posrednio zwigzane z czasem, najczesciej reprezentowanym przez terminy
zakonczenia poszczeg6lnych czynnosci. Niekiedy jednak ograniczeniem jest czas
reprezentowany przez linie krytyczng dla calego projektu, wéwczas kryterium moze
byé =zwigzane z poziomem wykorzystania zasobéw, np. wtedy, gdy chodzi
oréwnomierne obcigzenie zasobow. W takich przypadkach méwimy o réwnowazeniu
obciazenia w problemach rozdziatu zasob6w. W klasycznym problemie rozdziatu
zasobow celem jest zminimalizowanie czasu realizacji projektu przy ograniczeniach
dotyczgcych dostepnosci zasob6éw odnawialnych, natomiast w rozwazanym problemie
celem jest osiagniecie jak najbardziej réwnomiernego obcigzenia zasoboéw,
a ograniczeniem jest linia krytyczna dla catego projektu. Funkcja celu, zwigzana
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zrébwnowazeniem obcigzenia zasobowego, jest miarg nieregularng. Oznacza to,
ze opOznienie wykonania pewnej czynnosci moze prowadzi¢ do lepszych rozwigzan.

Projekt sktada sie ze zbioru czynnosci, ktére nalezy wykona¢ za pomoca
zasobéw kilku typow. Zasoby te sg odnawialne i dostepne w ograniczonej liczbie
jednostek. Ponadto pomiedzy czynnoSciami projektu, ktdére sa niepodzielne, zachodzi
relacja czesciowego porzadku. Celem jest znalezienie takiego zasobowo
i kolejnosciowo  dopuszczalnego uszeregowania czynnos$ci projektu, ktére
optymalizuje przyjete kryterium. Czynnos$ci sg niepodzielne, a zasoby sg odnawialne
i dostepne w tej samej liczbie jednostek w caltym horyzoncie planowania
ograniczonym od gory linig krytyczna.

Réwnowazenie obcigzenia zasobowego ma szczego6lne znaczenie dla wtasciciela
zasobo6w, poniewaz pozwala na rozwigzywanie konfliktow zasobowych oraz
wygtadzanie profilu wykorzystania zasobow przez opOznienie terminu wykonania
niektorych czynnosci. W efekcie minimalizuje sie trudne do obstuzenia wahania
poziomu wykorzystania zasobdéw i redukuje ich przecigzanie. Ws$réd podstawowych
korzysci ptyngcych z réwnowazenia obcigzenia mozna wymieni¢ nizsze koszty,
wyzsze morale pracownikow (gdy zasobem jest sita robocza), obnizenie naktadéw
zwigzanych z zarzgdzaniem gwalownymi zmianami poziomu wykorzystania
zasobow.

Rozwazany problem jest NP-trudny. Zatem uzasadnione jest stosowanie
algorytmow heurystycznych do rozwigzywania instancji tego problemu.

2. Sformutowanie problemu

Projekt sktada sie z n niepodzielnych czynnos$ci. Dodatkowo rozwaza sie dwie
czynnosci pozorne: poczatkowg 0O i koncowa n+ 1. Cecha charakterystycznag
czynnosci pozornych sgzerowe czasy wykonania i zerowe zgdania zasobowe. Ponadto
czynno$¢ poczatkowa nie ma poprzednikbw, a czynno$¢ koncowa nie ma
nastepnikéw. Zatem liczno$¢ zbioru V zawierajacego wszystkie czynnos$ci projektu
wynosi |Vj=n+ 2. Struktura projektu jest reprezentowana przez sie¢ czynnosci
G=(V, E), gdzie zbiér wierzchotk6w V reprezentuje czynnosci projektu, a zbior
tukow E odpowiada relacji czesciowego porzadku w zbiorze czynnosci projektu.
Zaktada sie, ze G to graf skierowany, acykliczny, bez tukéw przechodnich
i uporzagdkowany topologicznie. Pojedyncze ograniczenia kolejnosciowe, wynikajace
z relacji cze$ciowego porzadku, okres$lone sg przez i —#, co oznacza, ze czynnos$¢ i
jest bezposrednim poprzednikiem czynnoscij, aj jest bezposrednim nastepnikiem .
Zatem,j nie moze sie rozpoczac przed zakonhAczeniem wykonywania i. Pji “oznaczajg
odpowiednio zbiér bezposrednich poprzednikéw i zbi6r bezposrednich nastepnikow
czynnos$ci j. Zbiér R jest zbiorem zawierajacym K typéw zasobéw odnawialnych.
Zaktada sie, ze czas przeznaczony na realizacje projektu jest ograniczony z gory przez
linie krytyczng dla catego projektu oznaczang przez 7) takg ze T> Chax, gdzie C'nax
oznacza minimalng dtugo$¢ uszeregowania.

Czas wykonania czynnos$ci j wynosi pj. Kazda czynnos$¢ j, j e V, zada
do wykonania /}* jednostek zasobu k, k= 1,2, ..., K. Wykonywanie czynnosci
nic moze byé przerwane. § oznacza termin rozpoczecia wykonywania czynnoscij,
7=0, 1, ...,n+ 1. Zatem 5= 0, a sn+tl= Cnex oznacza czas trwania projektu. Ciag
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5= {s0, 5, ...,5-1} catkowitoliczbowych warto$ci, bedacych terminami rozpoczecia
wykonywania poszczegdlnych czynnosci, oznacza uszeregowanie. Uszeregowanie jest
dopuszczalne wtedy, gdy speitnione sg wszystkie ograniczenia kolejnosciowe, a linia
krytyczna nie zostata przekroczona. Przyjmuje sie, ze wszystkie czynnos$ci i zasoby sa
dostepne juz na starcie projektu. Niech S'= {Sj\je V a V'tzV} oznacza
uszeregowanie czesciowe. Wowczas, dla okre$Slonego S' oraz t=\,...,T, zbior

aktywny, definiowany jako As (t) =[j GV |t—pj< § < t], jest zbiorem
czynnos$ci wykonywanych w okresie t. Ponadto, niech r'(t) = Z jeAs'” Tjk oznacza

tzw. profile zasobowe, czyli ilo§¢ zasobu k uzywang w okresie t dla czes$ciowego
uszeregowania S\ Macierz Rs o rozmiarze KxT, ktérej elementami sa wartosci
rr(t), k=1, ..., K, t= 1 ..., T, jest tzw. macierzg poziomu wykorzystania zasobdw.
Funkcja celu f dla rozwazanego problemu jest miarg odzwierciedlajgca zmiany
poziomu wykorzystania zasobow. Doktadna posta¢ funkcji celu zalezy od typu
problemu, co zostanie oméwione w nastepnym punkcie. Niech ESjoraz EFjoznaczaja
najwczesniejsze mozliwe, aLSj oraz LFj najp6zniejsze dopuszczalne terminy
rozpoczecia i zakonczenia czynnoscij, wyznaczone odpowiednio za pomocg znanych
z metody CPM metod planowania wprzéd, przy zatozeniu Sg= 0, i planowania wstecz,
gdy przyjmie sie s,fi = T. Niech ck> 0 oznacza wsp6tczynnik wagi dla zasobu Kk,
reprezentujacy np. kosztjednostkowy tego zasobu.
Model matematyczny rozwazanego problemu wyglagda nastepujgco:

Min f(R s) 1)
/F -

P.O. N J EFjxjt = 1 j &v (2)

St=£F;.(f ~ Pj)XJt ~ 2t=EF; PiXit j e V;i G Pj 3)

Sn+l A T (4)

Xyt e {0,I} jev;t=1..T (5

Funkcja celu (1) minimalizuje wielkos¢ zmian poziomu wykorzystania zasobéw.
Ograniczenia (2) zapewniajg, ze kazda czynno$¢ jest wykonana doktadnie raz.
Ograniczenia kolejnosSciowe sg reprezentowane przez (3). Ograniczenie (4) zapewnia
zakonczenie projektu przed linig krytyczng, a ograniczenia (6) okreslajg binarnosé
zmiennych decyzyjnych. Szczego6towe postacie funkcji celu sg omowione
w nastepnym punkcie.

Zaklada sie, ze parametry numeryczne sgnieujemne i catkowite. Jedyny wyjatek
stanowi parametr ck, ktdry moze przyja¢ dowolng dodatnig warto$¢ rzeczywista.

3. Funkcje celu

Neumann i Zimmermann w pracach [1] i [2], dotyczacych réwnowazenia
obcigzen zasobowych w problemie rozdziatlu zasob6w dyskretnych z minimalnymi
i maksymalnymi odstepami czasowymi, usystematyzowali funkcje celu dla tego
problemu, przypisujacje dojednej z trzech klas.
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Pierwsza z klas dotyczy tzw. problemu inwestycji zasobowych, ktéry w praktyce
stosowany jest wtedy, gdy do wykonania czynnosci projektu trzeba zakupi¢ kosztowne
zasoby. Funkcja celu w tym przypadku ma postac:

K

f(Rs) =~ ckmaxt=0 Trk(t), (6)
k=1
i minimalizowana prowadzi do znalezienia rozwigzania o0 najnizszym koszcie
inwestycji w zasoby.
Druga klasa zawiera funkcje uwzgledniajgce odchylenia profilu zasobowego
od pewnego z goéry zatozonego poziomu wykorzystania zasobow Yk Najczesciej YK

rikVvi

jest rébwne $redniemu poziomowi wykorzystania zasobéw rk = EV . W klasie

tej mozna wyrézni¢ trzy podklasy. W pierwszej podklasie funkcja ce u jest tak
skonstruowana, ze uszeregowanie otrzymuje pewng dodatnig kare, gdy wystepuje

przekroczenie poziomu Yk Funkcja celu w tym przypadku wyglada nastepujgco:
K T

/(i?7s) =™ c k™M [rk(t)-fK]+. 7)
k=1 t=i
W nastepnych dwéch podklasach uwzgledniane sa zaréwno dodatnie, jak i ujemne

odchylenia od poziomu Yk Funkcje celu dla tych podkias sa okre$lone wzorami:
K T

I(**) = £ (8)

oraz

fc=i  t=i
i sawyrazone odpowiednio przez sume kwadratow oraz sume wartosci bezwzglednych
odchylen.

Trzecia klasa funkcji celu to funkcje rejestrujgce zmiany poziomu wykorzystania
zasob6w. Stosowanie tych funkcji jest szczeg6lnie uzyteczne wtedy, gdy
podstawowym zasobem jest sita robocza. Zmiany poziomu wykorzystania tego zasobu
moga pocigga¢ za sobg pewne dodatkowe koszty zwigzane z zatrudnianiem i
zwalnianiem pracownikéw. Podobny przypadek zachodzi na przyktad wtedy, gdy
wykonawca dziata na wypozyczonych zasobach i musi je przetransportowac¢ do
i z miejsca realizacji projektu, z czym zwigzane sg dodatkowe koszty. Podobnie jak to
byto w poprzedniej klasie funkcji, réwniez tutaj istniejg trzy podobne podklasy
reprezentowane odpowiednio przez wzory (10), (11) i (12):

f(Rs)=  ckE[ri(t)- rk(t- 1)]+, (10)

f(Rs) = ckEfo?(t) - rk(t- 1)]2, (11)
k=1 t=1

f(Rs) = A - rk(t- 1)), (12)
k=1 c=1

gdzie rk (0) = rk(T) = 0.
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4. Heurystyki

Ze wzgledu na ztozonos$¢ obliczeniowa problemu uzasadnione jest stosowanie w
tym przypadku podej$¢ heurystycznych. Mozna je w ogo6lnosci podzieli¢ na trzy
grupy.

Pierwszg grupe stanowig algorytmy dziatajgce w oparciu o metode Sciezki
krytycznej. Na poczagtku dziatania takiego algorytmu znajdowana jest $ciezka
krytyczna oraz wyznaczane sg najwczes$niejsze mozliwe i najpdzniejsze dopuszczalne
terminy rozpoczecia i zakofAczenia wykonywania poszczegd6lnych czynnosci. Terminy
te sg wyznaczane znang z metody CPM technika planowania wprzod, przy zatozeniu
ze termin rozpoczecia czynnosci poczagtkowej jest rowny 0, oraz technika planowania
wstecz, przy zalozeniu ze termin zakonczenia czynnosci koncowej wynosi T. Ponadto
wyznaczane sg dolne i gorne wartosci graniczne dla maksymalnego poziomu
wykorzystania zasobdéw oraz sprawdzenie, czy mozliwe jest zrealizowanie catego
projektu przed linig krytyczng. Maksymalny poziom wykorzystania zasobu Kk,
k=1,2, ...,K, powinien sie miescic pomiedzy wartosciag

mazpkd— maxj=1 n{rjk}] a mniejsza z dwodch wartosci maksymalnego

obciagzenia zasobowego, z ktérych jedna jest wyznaczona dla uszeregowania, w
ktorym wszystkie czynnosci rozpoczynajg sie w swoich najwczesniejszych mozliwych
terminach rozpoczecia wykonywania, a druga jest wyznaczona dla uszeregowania, w
ktorym wszystkie czynnos$ci rozpoczynajg sie w najp6zniejszym dopuszczalnym
terminie rozpoczecia wykonywania tych czynnosci. Jako poczagtkowy poziom
odniesienia przyjmuje sie¢ minimalng wartos¢ maksymalnego poziomu obcigzenia.
Nastepnie uruchomiona zostaje iteracyjna procedura polegajgca na szeregowaniu
wprzéd czynnosci, ktérych wszystkie poprzedniki juz uszeregowano, tak aby nie
przekroczy¢ poziomu odniesienia. Jezeli istnieje kilka takich czynnosci, to
pierwszenstwo przypada czynnos$ciom krytycznym Ilub czynno$ciom o wiekszych
zadaniach zasobowych. Jezeli otrzymano uszeregowanie konczace sie przed linig
krytyczng, to mozna je potraktowaé¢ jako rozwigzanie problemu lub ewentualnie
sprobowaé wygtadzi¢ profil obcigzenia zasobowego. W przeciwnym przypadku w
podobny spos6b budujemy uszeregowanie wstecz. Jes$li i tym razem uszeregowanie
nie zmiesci sie przed linig krytyczna, to proces jest powtarzany dla poziomu
odniesienia powiekszonego ojedngjednostke zasobowa.

Druga grupe heurystyk stanowig reguty priorytetowe, w ktéorych sposréd
czynnosci, ktorych wszystkie poprzedniki juz zostaly uszeregowane, wybieramy i
szeregujemy w okreslony sposodb te czynnos¢, ktdrej priorytet - zdefiniowany pewng
miara - jest najwiekszy. Zdarza sig, ze czasami priorytety Kkilku czynnos$ci sg
identyczne, wéwczas dla rozwigzania takich konfliktéw jest stosowana inna regufa
priorytetowa.

Trzecig grupe stanowig algorytmy metaheuiystyczne, takie jak: algorytm
przeszukiwania tabu, algorytm genetyczny, algorytm symulowanego wyzarzania,
algorytm mrowkowy itp. W tym przypadku pewien problem stanowi reprezentacja

rozwigzania, gdyz najpopularniejsza w przypadku kryterium Cmax reprezentacja w

postaci listy czynnosci jest niewystarczajgca. Nalezy tu zastosowac reprezentacje, w
ktérej mozliwe jest bezwzgledne lub wzgledne okres$lenie terminéw rozpoczecia
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czynnoséci. Ponadto mechanizm generacji sasiedztwa musi prowadzi¢ do rozwigzan
roznigcych sie pod wzgledem poziomu wykorzystania zasobéw od rozwigzania
biezgcego.

5. Podsumowanie

W rozwazanym problemie rozdzialu zasobow dyskretnych z kryterium
rownowazenia obcigzenia zasobowego wyrézniono trzy kategorie funkcji celu.
Zaproponowano rowniez kilka podejs¢ heurystycznych do rozwigzywania tego
problemu. Wyniki wstepnych eksperymentow wykazaty, ze wsrdd zaproponowanych
podejs¢ nie ma takiego, ktére bytoby zdecydowanie najlepsze. Jako$¢ otrzymanych
dang metodg wynikéw zalezy zar6wno od postaci problemu, na ktérg wptywa postac
funkcji celu, jak i od samej instancji problemu (ciasna lub luzna linia krytyczna,
zréznicowanie zgdah zasobowych itp.). W przysztosci planowany jest zatem obszerny
eksperyment obliczeniowy, ktéry pozwoli odkryé zwiazki pomiedzy instancjag
problemu a algorytmem.
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Abstract

Resource leveling problem is considered. The main objective of this problem is
to minimize the fluctuations of the resource usage profiles. There are two types of
constraints in this problem: a deadline for the entire project as well as precedence
constraints between pairs of projects’ activities. Three classes of objective functions
are distinguished: minimization of the maximal number of resource units used,
minimization ofthe number ofchanges ofthe resource usage profile and minimization
of the deviations from the assumed resource usage profile. A mathematical model for
the problem is presented. Basic ideas of three categories of heuristics developed to
solve this NP-hard problem are described. The distinguished categories of heuristics
are: CPM based heuristics, priority rules and metaheuristics.



