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P A R E T O -O P T Y M A L N E  S Z E R E G O W A N IE  
Z A D A Ń  W IE L O P R O C E S O R O W Y C H  
N A  P R O C E S O R A C H  D E D Y K O W A N Y C H

Streszczenie. Problem szeregowania jednostkowych zadań w ieloprocesorowych 
na maszynach dedykowanych można modelować za pomocą hipergrafów. Znamy 
k ilk a  klas hipergrafów, dla któ rych  szeregowanie z kryterium  kosztu ca łkow ite­
go jes t w ielom ianowe. Pokażemy, ja k  za pomocą modelu z kosztem ca łkow itym  
można rozwiązać problem y z innym i kryteriam i znanymi z teorii szeregowania 
oraz ja k  rozwiązać problem y dwukryterialne.

P A R E T O -O P T IM A L  S C H E D U L IN G  O F  M U L T IP R O C E S S O R  TAS KS 
O N  D E D IC A T E D  M A C H IN E S

S um m ary . Problem o f scheduling multiprocessor tasks on dedicated machines 
can be modeled by hypergraphs. There are a few  classes o f hypergraphs fo r which 
po lynom ina l tim e algorithm s fo r scheduling w ith  total cost criterion are known. 
O ur a im  is to show that other criteria  and also b icrite ria l problems can be solved 
by the use o f  total cost criterion.

1. W stęp

Rozważmy zb ió r .7 =  { Ą ,  J2, ..., Jm}  zadań, które mogą być wykonywane na 
pewnym zbiorze procesorów (maszyn) M  =  {M \ ,  M %,..., M n}.  Procesory różnią się 
m iędzy sobą i każdy jes t wyspecjalizowany w  unikalnej czynności. A by  wykonać za­
danie Ji, konieczny jes t pewien zb ió r procesorów f i x i  6  M  dostępnych jednocześnie. 
Żaden procesor nie może pracować nad więcej n iż jednym  zadaniem w tym  samym m o­
mencie. Czas jes t podzielony na ponumerowane ko le jnym i liczbam i naturalnym i je d ­
nostki, które nazywać będziemy szczelinami czasowymi. W szystkie zadania potrzebują 
jednakowej ilośc i czasu na wykonanie. D la  uproszczenia możemy przyjąć, że wystarcza 
im  jedna jednostka czasu, czy li pi =  1. Zadania mogą m ieć ograniczenia dostępności 
wyrażone skończonym i listam i L ( J i) C N szczelin czasowych, w  których dane zadanie 
może być wykonane. D la zadania Ji z jego wykonaniem  w pewnej szczelinie czasowej 
x 6 L( Ji) związany jest koszt określony przez funkcję /̂(x). M odel ten będziemy tak­
że nazywać listowo-kosztowym  lub modelem szeregowania zadań z kryterium  kosztu 
ca łkow itego E G j(C j)  [1].
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Istn ieje w iele innych k ry te riów  op tym alizac ji szeregowania. W  tej pracy rozwa­
żać będziemy k ilka  z nich. Najprostsze z obliczeniowego punktu w idzenia jes t k ryterium  
m in im alizu jące długość harmonogramu Cmax- Innym  kryterium  jes t kry te rium  m in im a­
lizujące maksymalne spóźnienie Tmax lub  opóźnienie L max. Najbliższe kry te rium  kosz­
tu ca łkow itego są kryteria  ważone sumacyjne E w jC j i  ważonej sumy spóźnień E w fT j. 
Ostatnim  rozpatrywanym  w  tym  opracowaniu k ry te rium  jes t ważona liczba spóźnień 
S n jjU j. Szczegółowe defin icje  oznaczeń dotyczących szeregowania wykorzystywanych 
w  tej pracy można znaleźć w  [1].

Scharakteryzowany model szeregowania zadań jednostkowych na procesorach 
dedykowanych z ograniczeniam i czasowymi (lub bez) można wygodnie opisać p rzy w y ­
korzystaniu te rm ino log ii hipergrafów.

Hipergrafem H  nazywamy uporządkowaną parę H  =  (V, E ),  gdzie V  (lub 
V (H ) )  oznacza zb ió r wierzchołków, a E  (lub E (H ) )  reprezentuje m u ltizb ió r krawę­
dzi {hiperkrawędzi). Elementy zb ioru E  są pew nym i podzbioram i zb ioru  w ierzchołków . 
Poprawnym krawędziowym k-pokolorowaniem  (lub pokolorowaniem ) h ipergrafu H  na­
zywam y funkc ję  c : E (H )  —► {1 , . . . ,  k }  taką, że krawędzie mające wspólny w ierzcho­
łek  o trzym ują różne numery, zwane dalej kolorami. Jeśli każdej h iperkrawędzi e €  E  
przypisana jes t skończona lista dostępnych ko lo rów  L (e ) i  poprawne pokolorowanie 
krawędziowe spełnia dodatkowy warunek c(e) 6  L(e), to będziemy m ó w ili o listowym  
pokolorowaniu krawędzi hipergrafu. Rozważmy funkcję  / e : N  —> N ( / e : L (e ) —  N). 
Jeśli d la  każdej krawędzi e €  E  z wykorzystaniem  ko loru  x  6  N (x  6  L{e)) zw iąza­
ny je s t pewien koszt wyrażony funkc ją  f e(x ) i  celem m odelu jes t m in im a lizacja  sumy 
kosztów, to kolorowanie będziemy nazywać kosztowym ( listowo-kosztowym).

Sym bolem  N (e) oznaczać będziemy sąsiedztwo krawędzi e, c z y li liczbę krawę­
dzi, z k tó rym i e ma przynajm niej jeden wspólny w ierzchołek. N {H )  reprezentuje mak­
symalne sąsiedztwo w  hipergrafie H .

Powyższe problem y szeregowania zadań i kolorowania krawędzi h ipergrafów  są 
równoważne. Maszyny utożsamiać będziemy z w ierzcho łkam i, zadania z krawędziam i 
oraz ko lo ry  z ich term inam i wykonania. Autom atycznie, poprawne /¿-pokolorowanie 
krawędzi reprezentuje pewne uszeregowanie. Pojęcia szeregowania zadań oraz ko lo ­
rowania krawędzi h ipergrafów będą używane zamiennie. W  pracy przy jm ujem y kon­
wencję, że n  oznacza liczbę w ierzcho łków  hipergrafu oraz liczbę maszyn, a m  liczbę 
krawędzi i liczbę zadań.

2. Szeregowanie zadań z k ry te r iu m  kosztu  ca łkow itego

Hipergrafem  przecinającym się nazywamy hipergraf, w któ rym  każde dw ie kra­
wędzie mają przynajm nie j jeden wspólny w ierzchołek.

T w ie rdzen ie  1. Problem listowo-kosztowego kolorowania krawędzi hipergrafów prze­
cinających się można rozwiązać w czasie 0 (m 3).

Dowód. W  pierwszej ko le jności rozpa trzm y m odel ko lo row an ia  bez lis t. M ode l ta ­
k i m ożna rozum ieć ja ko  m ode l z nieskończenie d łu g im i lis ta m i. Zauważmy, że d la  
każdej kraw ędzi e* je j lis tę  m ożem y ogran iczyć do N (H )  - r  1 na jtańszych  ko lo rów  
i  nie w p ły n ie  to  na szeregowanie. A na log iczn ie  postępu jem y, gdy l is ty  są d łu ż ­
sze n iż  N (H )  — 1. Inne  rozw iązanie przew idziane jes t, gdy lis ty  są krótsze n iż 
y ( H )  4 -1 . M ożem y je  w tedy  rozszerzyć o ko lo ry  ta k  drogie, by ich w ykorzystan ie



Pareto-optymalne szeregowanie zadań. 81

b y ło  jednoznacznie w idoczne w  ca łkow ite j sum ie kosztów. D latego p rzy jm u jem y, 
że |L(e,-)| =  N (H )  +  1; w te dy  m am y pewność, że h ip c rg ra f jest kolorowalny.

Rozważm y pew ien p rzecina jący się h ip e rg ra f I I .  H  m a m  krawędzi, z k tó ­
rych  żadne dw ie  nie m ogą dostać tego samego ko loru , ponieważ w szystkie  krawę­
dzie są ze sobą w za jem n ie  sąsiednie. Każdej krawędzi p rzyp isana jes t lis ta  ko lorów  
L(e i)  d ługości N (H )  +  1 =  m  oraz funkc ja  kosztów f e> : L(et) —> N. Zbudu je ­
m y dw udz ie lny  obciążony g ra f K E,L, k tó ry  na jedne j p a rty c ji m a m  w ierzcho łków  
odpow iadających  kraw ędziom , a na drug ie j w ie rzcho łk i odpow iadające w szystk im  
ko lo rom  w ystępu jącym  na lis tach. K rawędź {e i,x }  w  gra fie  I ( E'L w ystępu je  w tedy, 
gdy x  € 6 i. W aga kraw ędzi w K E,L je s t rów na f c,{x )- Znalezienie poko lorow ania  
krawędzi h ip e rg ra fu  I I  je s t równoważne znalezieniu m in im a lnego ważonego sko ja­
rzen ia  w  gra fie  dw udzie lnym . D in its  w  p racy [2] pokazał, że m aksym alne ważone 
skojarzenie m ożna znaleźć w  grafie dw udz ie lnym  w  czasie 0 (p 3 +  pą), gdzie p i 
q to  ro zm ia ry  p a r ty c ji i p <  q. W  p rzypadku  naszego g ra fu  dwudzielnego jedna 
p a rty c ja  reprezentu je  h iperkraw ędzie, w ięc p — m , na tom ias t d ruga  p a rtyc ja  re­
prezentu je  ko lo ry  na lis tach , zatem  w  najgorszym  p rzypadku  q =  m ( N ( I I )  +  1). 
H  je s t h iperg ra fem  p rzec ina jącym  się, w ięc =  N (H )  =  m  — 1, zatem  q — m 2. 
D latego złożoność a lg o ry tm u  ko lo row an ia  krawędzi h iperg ra fów  przecinających się 
szacujem y przez 0 ( m 3 +  m m 2) =  0 ( m 3). □

H ipergra f lin iowy  to hipergraf, w któ rym  każde dw ie krawędzie mają co na jw y­
żej jeden wspólny w ierzchołek. Hiperdrzewem nazywamy taki h ipergraf I I ,  że istnieje 
drzewo T  (g ra f prosty) rozpięte na zbiorze w ierzcho łków  V ( I I ) ,  takie że każda hiper- 
krawędź e €  E (H )  induku je  spójne poddrzewo w T.

T w ie rdzen ie  2. [4] Istnieje algorytm znajdujący optymalne listowo-kośztowe pokolo­
rowanie hiperdrzewa liniowego I I  w czasie 0 ( n N 2 log N W ), gdzie N  =  ¿V(//), 
n  =  \V (H )\, a W  to maksymalny koszt po wszystkich krawędziach i  elementach ich 
list.

3. S G j(C j)  a inn e  k ry te r ia

Zdecydowana większość klasycznych kry te riów  szeregowania może być 
w ielom ianowo sprowadzona do zdefiniowanego wyżej problemu szeregowania listowo- 
kosztowego.

L e m a t 1. Modele szeregowania z kryteriami Cmax, Lmax> Trnax, T,WjCj, H w /I j,  H w jU j, 
zarówno z ograniczeniami czasowymi, ja k  i bez, można wielomianowo zredukować do 
problemu listowo-kosztowego szeregowania zadań.

Dowód. P rzy jm u jem y, że w  m odelu  w szystk ie  krawędzie m a ją  lis ty  d ługości 
N {H )  +  1. M ożem y us ta lić  tak ie  ograniczenie na ta k ie j samej zasadzie ja k  w  do­
wodzie tw ie rdzen ia  1.

Rozw ażym y różne k ry te r ia  szeregowania i pokażemy, ja k  w  sposób w ie lom ia­
now y m ożna sprowadzić je  do problem u listowo-kosztowego. Załóżmy, że znam y 
pewną w ie lom ianow ą procedurę rozw iązyw ania  p rob lem u listowo-kosztowego sze­
regowania zadań d la  pewnego ty p u  ins tan c ji p roblem u. U s ta lim y  funkcje  kosztu d la
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prob lem u listowo-lcosztowego, ta k  by m ożliwe b y ło  rozw iązanie p rob lem u z inn ym  
k ry te r iu m .

L max -  P rzy jm ijm y , że dj je s t ostatecznym  te rm ine m  w ykonan ia  zadania  J2. 
Niech C  6  Z  będzie pewną liczbą. U s ta lm y w artości fu n kc ji kosztu:

N ie trud n o  zauważyć, że c a łko w ity  koszt uszeregowania będzie rów ny 0, o ile  ty lk o  
L max <  C. Jeśli zastosujem y m etodę d w u po dz ia łu , jesteśm y w  stanie w  w ie lom ia ­
now ym  czasie w yznaczyć op tym alne  uszeregowanie z k ry te r iu m  L max.

Cmax -  K ry te r iu m  to  jes t pew nym  szczególnym przypadk iem  L max, w  k tó ry m  
z góry  p rzy jm u jem y, że w szystk ie  zadania  p ow inny się zakończyć przed pierwszą 
szczeliną czasową, czy li d j =  0. W te d y  opóźnienie jes t równe d ługości harm ono­
gram u. D latego możemy pow ie lić  sposób postępow ania  z poprzedniego k ry te r iu m .

Tmax ~  Ponownie stosujem y m etodę wyznaczania  optym alnego uszere­
gowania ja k  p rzy  k ry te r iu m  L max, b io rąc oczyw iście pod  uwagę, że Tmax =  
m a x {0 , Lmax}, zatem  p rzy jm u jem y, że C  >  0.

E WjTj  -  Zakładam y, że w j jes t wagą spóźnienia zadania Jj,  a dj ostatecznym  
te rm inem  jego w ykonan ia . U sta lam y w artośc i fu n k c ji kosztu:

Zauważmy, że wyznaczenie optym alnego listowo-kosztowego uszeregowania z ta ­
k im i fu nkc ja m i kosztu  jes t równoważne wyznaczeniu  szeregowania z k ry te r iu m

E W jC j -  K ry te r iu m  to  je s t szczególnym p rzypadk iem  k ry te r iu m  H w jT j. A b y  
wyznaczyć m in im a ln y  łączny czas zakończenia zadań, należy p rzy jąć , że dj  =  0 d la  
w szystk ich  zadań Jj  i zastosować taką  samą procedurę ja k  d la  k ry te r iu m  E WjTj.

E w jU j -  Ponownie Wj oznacza wagę, a d j ostateczny te rm in  zakończenia 
zadania J j.  D la  tego k ry te r iu m  funkc ję  kosztu  de fin iu jem y w  następu jący sposób:

Zastosowanie p rocedury  listowo-kosztowego szeregowania zadań odpow ie na p y ta ­
nie, ile  w ynosi ważona liczba  spóźnień. Zauważmy, że je ś li p rzy jm ie m y  Wj =  1, to  
dow iem y się, ile  zadań p rzekroczy ło  te rm iny.

4. Problemy dwukryterialne

Procedura listowo-kosztowego szeregowania zadań może być pomocna nie ty lko  
przy rozw iązywaniu problem ów jednokryteria lnych, ale także dwukryteria lnych.

M ów im y, że (a, b) -< (c, d), je ś li (a, b) ±  (c, d) i a <  c oraz b <  d. N iech 
g : X  —> N2 będzie funkcją  wyznaczającą optym alizowane wartości dla pewnego roz­
w iązania x  z przestrzeni stanów X .  O rozw iązaniu x  G X  m ów im y, że jest Pareto- 
optymalne, je ś li nie istnieje x ' e  X ,  taki że g (x ')  -< g{x). Szczegółowy opis teorii 
można znaleźć w  [3 ].

x  ^  d j -I- C  
x  >  d j +  C

W j(x — d j)  x  >  d j
0

YjWjTj.

x  <  dj 
x  >  dj

□
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Lemat 2. Problem znajdowania wszystkich optimów Pareto-optymalnego szeregowa­
nia zadań z pierwszym kryterium Cmax, L max albo Tmax i drugim kryterium Cmax, 
L max> Tmax, YjWjCj, YjWjTj albo E W jUj można wielomianowo sprowadzić do problemu 
listowo-kosztowego szeregowania zadań.

Dowód. Zakładam y, że znam y w ie lom ianow y a lg o ry tm  listowo-kosztowego szere­
gowania zadań d la  rozpa tryw anych  h iperg ra fów . Z lem atu  1 w yn ika , że p o tra fim y  
uszeregować owe h ip e rg ra fy  szeregowania z k ry te r ia m i: Cmax, L max, Tmax, E W jC j, 
H w jT j i E W jUj. W  p ie rszym  k ro ku  zna jdu jem y op tym alne  uszeregowanie z p ie rw ­
szym  z k ry te r ió w . W iem y, że jes t to  Cmax, L max lu b  Tmax. M ożem y teraz skrócić 
l is ty  dostępnych ko lo rów  d la  poszczególnych krawędzi, by nie by ło  m ożliwe uszere­
gowanie gorsze ze w zględu na rozpatryw ane  k ry te r iu m . C zy li d la  k ry te r iu m  Cmax 
z lis t  skreślam y w szystk ie  szczeliny czasowe o indeksach w iększych n iż  C*nax, d la  
k ry te r iu m  L max usuwam y z lis t  w szystk ie  szczeliny czasowe o indeksach w iększych 
n iż  d j +  L*nax i analogicznie d la  Tmax większe n iż dj +  Tjnax(* oznacza op tym a lną  
długość uszeregowania d la  danego k ry te r iu m ). N a w  ten  sposób przygotow anych 
h ipergra fach  m ożem y u ruchom ić procedurę szeregowania z dow olnym  k ry te r iu m  
Cmax, L max, Tmax, E w jC j,  E W jTj a lbo  E W jUj. D z ięk i tem u uzyskam y pierwsze 
graniczne P are to -op tym a lne  uszeregowanie. A b y  w y liczyć  pozostałe op tim a , m usi­
m y ko le jno  powiększać lis ty  i  sprawdzać, czy m ożliwe jes t lepsze uszeregowanie ze 
w zględu na  d rug ie  k ry te r iu m . Jeśli jes t m ożliwe, to  doda jem y ko le jne rozw iązanie 
do rozw iązań P are to -op tym a lnych , je ś li n ie jes t, dalej pow iększam y lis ty . L is ty  po­
w iększam y ta k  d ługo , aż drugie  k ry te r iu m  osiągnie w artość op tym a ln ą  z h iperg ra fu  
szeregowania z n ienaruszonym i lis ta m i. □

Zauważmy, że metody takiej nie można zastosować do sytuacji, gdy oba kryteria  
są typu sumacyjnego. N iem nie j jednak możemy znaleźć graniczne rozwiązania takiego 
problemu innym  sposobem.

Lemat 3. Problem znajdowania granicznych rozwiązań Pareto-optymalnych z dowol­
nymi dwoma z trzech kryteriów T,Cj, T T j i  T,Uj można wielomianowo sprowadzić do 
problemu listowo-kosztowego szeregowania zadań.

Dowód. P rz y jm ijm y , że pierwsze k ry te r iu m  jes t k ry te r iu m  siln ie jszym . U sta lim y 
funkc je  kosztu  w  ta k i sposób, by uszeregowanie b y ło  op tym alne  z p ierw szym  k ry ­
te riu m  i dodatkow o w  m ia rę  m ożliw ości z d ru g im  oraz b y  część ca łko w ita  dzielenia 
kosztu  ca łkow itego  przez Y  w yznaczała  wartość o p tim u m  wg pierwszego k ry te ­
r iu m , a reszta z dzie len ia  daw ała  w arunkowe o p tim um  drugiego.

7 , - A M  =  { ^  +  1

gdzie Y  =  m  +  1, ponieważ w iadom o, że spóźnionych zadań nie może być więcej 
n iż  liczba  zadań.

Z U > ,Z C ; - / , , ( * )  =  { *  +  r  I t t
gdzie Y  to  duża liczba  w iększa n iż  dow olna sum a ko lorów . P rz y jm ijm y  na p rzy ­
k ła d , że Y  — m 2.

^ ,S 3> -A (x ) = { 0r  + max{0iI_ i .) 11%
gdzie Y  to  ponow nie  na p rz y k ła d  m 2.
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ST,-, E£/,- -  JjXx ) =  (  °  ,n , * , , X ^ dJ  v  J J ,K 1 ( Y m ax(0, x  — dj) +  1 x  >  a.
Ponownie Y  =  m  +  1.

s T i , 2 c j - n W  =  { ^ m a x ( 0 i _ i .) + i

gdzie Y  =  m 2.

E C i . E T ^
d la  Y  =  m 2. □

Zauważmy, że ostateczne term iny nie muszą być takie same dla kry te riów  E Uj i 
E T ). Rozumowanie to można rozszerzyć na modele z różnym i term inam i zakończenia. 
Można także rozszerzyć na podwójne kryteria  E Uj i  S T , z różnym i term inam i zakoń­
czenia.
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Abstract

Let J  =  { J i ,  J o ,..., J m}  be a set o f tasks w hich can be executed on a set o f  pro ­
cessors M  =  M „ } .  A l l  processors are distinct, and they can execute only
one specified task at a time. Each task J  requires the simultaneous use o f  a nonempty 
set f ix i  C  M  o f  processors fo r  its execution. A l l  tasks are independent, nonpreemptable, 
and o f  the same length. For the sake o f s im p lic ity  we assume that the execution time o f 
Ji, i.e. pi =  1 fo r each i  =  1 ,..., m. Every' processor can w ork  on not more than one 
task at the same time. T im e is d ivided in to  un it length slots numbered w ith  successive 
integers. Tasks have ava ilab ility  constraints prespecified by lists L (  J j)  C  N (where N is 
the set o f  nonnegative integers) o f  available tim e slots in  w hich  J, can be executed. W ith  
each task we associate a fim ction  f j ^ x )  w hich assigns to each x  €  L ( J i ) the cost o f  
executing Ji i f  it is executed in  tim e slot x. O ur aim is to find a schedule w ith  m in im um  
total cost. We call this model cost lis t scheduling o f  m ultiprocessor tasks on dedicated 
machines.

Classical scheduling theory provides various criteria  o f  scheduling like  Cmax, 
L max, Tmux, E W jC j, E W jUj and many others. A l l  o f them can be reduced to the cost lis t 
scheduling model. We also present some reductions fo r d ifferent b icrite ria l problems.


