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PARETO-OPTYMALNE SZEREGOWANIE
ZADAN WIELOPROCESOROWYCH
NA PROCESORACH DEDYKOWANYCH

Streszczenie. Problem szeregowania jednostkowych zadan wieloprocesorowych
na maszynach dedykowanych mozna modelowac¢ za pomoca hipergrafow. Znamy
kilka klas hipergraféw, dla ktérych szeregowanie z kryterium kosztu catkowite-
go jest wielomianowe. Pokazemy, jak za pomoca modelu z kosztem catkowitym
mozna rozwigzac¢ problemy z innymi kryteriami znanymi z teorii szeregowania
orazjak rozwigzac¢ problemy dwukryterialne.

PARETO-OPTIMAL SCHEDULING OF MULTIPROCESSOR TASKS
ON DEDICATED MACHINES

Summary. Problem of scheduling multiprocessor tasks on dedicated machines
can be modeled by hypergraphs. There are afew classes of hypergraphs for which
polynominal time algorithms for scheduling with total cost criterion are known.
Our aim is to show that other criteria and also bicriterial problems can be solved
by the use of total cost criterion.

1. Wstep

Rozwazmy zbiér .7 = {A, J2,...,Im} zadan, ktére mogg by¢ wykonywane na
pewnym zbiorze procesoréw (maszyn) M = {M\, M%,..., M n}. Procesory rézniag sie
miedzy soba i kazdy jest wyspecjalizowany w unikalnej czynnos$ci. Aby wykonac¢ za-
danie Ji, konieczny jest pewien zbiér procesoréw fixi 6 M dostepnych jednoczes$nie.
Zaden procesor nie moze pracowacé nad wiecej niz jednym zadaniem w tym samym mo-
mencie. Czas jest podzielony na ponumerowane kolejnymi liczbami naturalnymi jed-
nostki, ktére nazywac bedziemy szczelinami czasowymi. Wszystkie zadania potrzebuja
jednakowej iloSci czasu na wykonanie. Dla uproszczenia mozemy przyjac, ze wystarcza
im jedna jednostka czasu, czyli pi = 1. Zadania moga mie¢ ograniczenia dostepnosci
wyrazone skonczonymi listami L(Ji) C N szczelin czasowych, w ktérych dane zadanie
moze by¢ wykonane. Dla zadania Ji zjego wykonaniem w pewnej szczelinie czasowej
X 6 L(Ji)zwiazanyjest koszt okres$lony przez funkcje /69- Model ten bedziemy tak-
ze nazywac listowo-kosztowym lub modelem szeregowania zadan z kryterium kosztu
catkowitego EGj(Cj) [1].
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Istnieje wiele innych kryteriow optymalizacji szeregowania. W tej pracy rozwa-
zac bedziemy kilka z nich. Najprostsze z obliczeniowego punktu widzeniajest kryterium
minimalizujgce dlugo$¢ harmonogramu Cmax- Innym kryterium jest kryterium minima-
lizujgce maksymalne sp6znienie Tmax lub op6znienie L max. Najblizsze kryterium kosz-
tu catkowitego sa kryteria wazone sumacyjne EwjCj i wazonej sumy spéznien EwfT].
Ostatnim rozpatrywanym w tym opracowaniu kryterium jest wazona liczba spéznien
SnjjUj. Szczegdbtowe definicje oznaczen dotyczacych szeregowania wykorzystywanych
w tej pracy mozna znalez¢ w [1].

Scharakteryzowany model szeregowania zadanh jednostkowych na procesorach
dedykowanych z ograniczeniami czasowymi (lub bez) mozna wygodnie opisac przy wy-
korzystaniu terminologii hipergrafow.

Hipergrafem H nazywamy uporzadkowang pare H = (V, E), gdzie V (lub
V (H)) oznacza zbiér wierzchotkéw, a E (lub E(H)) reprezentuje multizbiér krawe-
dzi {hiperkrawedzi). Elementy zbioru E sag pewnymi podzbiorami zbioru wierzchotkéw.
Poprawnym krawedziowym k-pokolorowaniem (lub pokolorowaniem) hipergrafu H na-
zywamy funkcje ¢ : E(H) —»{1,..., k} taka, ze krawedzie majagce wspdlny wierzcho-
tek otrzymujag r6zne numery, zwane dalej kolorami. Jesli kazdej hiperkrawedzi e € E
przypisana jest skonczona lista dostepnych koloréw L(e) i poprawne pokolorowanie
krawedziowe spetnia dodatkowy warunek c(e) 6 L(e), to bedziemy méwili o listowym
pokolorowaniu krawedzi hipergrafu. Rozwazmy funkcje /e : N —>N (/e : L(e) — N).
Jesli dla kazdej krawedzi e € E z wykorzystaniem koloru x 6 N (x 6 L{e)) zwiaza-
ny jest pewien koszt wyrazony funkcja fe(x) i celem modelu jest minimalizacja sumy
kosztéw, to kolorowanie bedziemy nazywaé¢ kosztowym (listowo-kosztowym).

Symbolem N (e) oznaczaé¢ bedziemy sasiedztwo krawedzi e, czyli liczbe krawe-
dzi, z ktérymi e ma przynajmniej jeden wspolny wierzchotek. N{H) reprezentuje mak-
symalne sgsiedztwo w hipergrafie H.

Powyzsze problemy szeregowania zadan i kolorowania krawedzi hipergraféow sa
robwnowazne. Maszyny utozsamia¢ bedziemy z wierzchotkami, zadania z krawedziami
oraz kolory z ich terminami wykonania. Automatycznie, poprawne /¢-pokolorowanie
krawedzi reprezentuje pewne uszeregowanie. Pojecia szeregowania zadanh oraz kolo-
rowania krawedzi hipergraféw bedg uzywane zamiennie. W pracy przyjmujemy kon-
wencje, ze n oznacza liczbe wierzchotkéw hipergrafu oraz liczbe maszyn, a m liczbe
krawedzi i liczbe zadan.

2. Szeregowanie zadan z kryterium kosztu catkowitego

Hipergrafem przecinajacym sie nazywamy hipergraf, w ktérym kazde dwie kra-
wedzie majg przynajmniejjeden wspdlny wierzchotek.

Twierdzenie 1. Problem listowo-kosztowego kolorowania krawedzi hipergrafow prze-
cinajacych sie mozna rozwigza¢ w czasie 0 (m 3).

Dowo6d. W pierwszej kolejnoéci rozpatrzmy model kolorowania bez list. Model ta-
ki mozna rozumiec¢ jako model z nieskofnczenie dtugimi listami. Zauwazmy, ze dla
kazdej krawedzi e* jej liste mozemy ograniczy¢ do N (H) -r 1 najtanszych koloréw
i nie wptynie to na szeregowanie. Analogicznie postepujemy, gdy listy sg diuz-
sze niz N(H) — 1. Inne rozwigzanie przewidziane jest, gdy listy sa krétsze niz
y(H) 4-1. Mozemy je wtedy rozszerzy¢ o kolory tak drogie, by ich wykorzystanie
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byto jednoznacznie widoczne w catkowitej sumie kosztéw. Dlatego przyjmujemy,
ze |L(e,-)] = N(H) + 1; wtedy mamy pewnosé¢, ze hipcrgraf jest kolorowalny.
Rozwazmy pewien przecinajgcy sie hipergraf Il. H ma m krawedzi, z kt6-
rych zadne dwie nie moga dosta¢ tego samego koloru, poniewaz wszystkie krawe-
dzie sg ze sobg wzajemnie sgsiednie. Kazdej krawedzi przypisana jest lista koloréw
L(ei) dlugosci N(H) + 1 = m oraz funkcja kosztéow fe> : L(et) — N. Zbuduje-
my dwudzielny obcigzony graf K E,L, ktory na jednej partycji ma m wierzchotkéw
odpowiadajgcych krawedziom, a na drugiej wierzchotki odpowiadajgce wszystkim
kolorom wystepujgcym na listach. Krawedz {ei,x} w grafie | (E'L wystepuje wtedy,
gdy x € 6i. Waga krawedzi w K E,L jest rowna fc,{x)- Znalezienie pokolorowania
krawedzi hipergrafu Il jest rbwnowazne znalezieniu minimalnego wazonego skoja-
rzenia w grafie dwudzielnym. Dinits w pracy [2] pokazat, ze maksymalne wazone
skojarzenie mozna znalez¢ w grafie dwudzielnym w czasie 0(p3 + pa), gdzie p i
g to rozmiary partycji i p < g. W przypadku naszego grafu dwudzielnego jedna
partycja reprezentuje hiperkrawedzie, wiec p — m, natomiast druga partycja re-
prezentuje kolory na listach, zatem w najgorszym przypadku g = m (N (Il) + 1).

H jest hipergrafem przecinajacym sie, wiec = N(H) = m — 1, zatem g — m2.
Dlatego ztozonos$¢ algorytmu kolorowania krawedzi hipergraféw przecinajacych sie
szacujemy przez O(m 3+ mm2) = 0(m 3). a

Hipergrafliniowy to hipergraf, w ktéorym kazde dwie krawedzie maja co najwy-
zej jeden wspoélny wierzchotek. Hiperdrzewem nazywamy taki hipergraf |1, ze istnieje
drzewo T (graf prosty) rozpiete na zbiorze wierzchotkéw V (11), takie ze kazda hiper-
krawedz e € E(H) indukuje spdjne poddrzewo w T.

Twierdzenie 2. [4] Istnieje algorytm znajdujgcy optymalne listowo-ko$ztowe pokolo-
rowanie hiperdrzewa liniowego Il w czasie 0(nN2log NW), gdzie N = ¢V(/),
n = \W(H)\, a W to maksymalny koszt po wszystkich krawedziach i elementach ich
list.

3. SGj(Cj) ainne kryteria

Zdecydowana wiekszos¢ klasycznych kryteriow szeregowania moze byé
wielomianowo sprowadzona do zdefiniowanego wyzej problemu szeregowania listowo-
kosztowego.

Lemat 1. Modele szeregowania z kryteriami Cmax, LmaXTmax, T,WjCj, Hw /1j, HwjUj,
zar6wno z ograniczeniami czasowymi, jak i bez, mozna wielomianowo zredukowac¢ do
problemu listowo-kosztowego szeregowania zadan.

Dowdd. Przyjmujemy, ze w modelu wszystkie krawedzie majg listy dlugosci
N{H) + 1. Mozemy ustali¢ takie ograniczenie na takiej samej zasadzie jak w do-
wodzie twierdzenia 1.

Rozwazymy rézne kryteria szeregowania i pokazemy, jak w spos6b wielomia-
nowy mozna sprowadzi¢ je do problemu listowo-kosztowego. Zatézmy, ze znamy
pewna wielomianowa procedure rozwiazywania problemu listowo-kosztowego sze-
regowania zadan dla pewnego typu instancji problemu. Ustalimy funkcje kosztu dla
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problemu listowo-lcosztowego, tak by mozliwe byto rozwigzanie problemu z innym
kryterium.

Lmax - Przyjmijmy, ze dj jest ostatecznym terminem wykonania zadania J2.
Niech C 6 Z bedzie pewng liczbg. Ustalmy warto$ci funkcji kosztu:

x ™ dj--C
x >dj+ C

Nietrudno zauwazy¢, ze catkowity koszt uszeregowania bedzie rowny 0, o ile tylko
Lmax < C. Je$li zastosujemy metode dwupodziatu, jesteSmy w stanie w wielomia-
nowym czasie wyznaczy¢ optymalne uszeregowanie z kryterium L max.

Cmax - Kryterium to jest pewnym szczeg6lnym przypadkiem L max,w ktérym
z gory przyjmujemy, ze wszystkie zadania powinny sie zakonczy¢ przed pierwsza
szczeling czasowa, czyli dj = 0. Wtedy op6zZnienie jest robwne dtugosci harmono-
gramu. Dlatego mozemy powieli¢ spos6b postepowania z poprzedniego kryterium.

Tmax ~ Ponownie stosujemy metode wyznaczania optymalnego uszere-
gowania jak przy kryterium Lmax, biorgc oczywiscie pod uwage, ze Tmax =
m ax{0, Lmax}, zatem przyjmujemy, ze C > 0.

EW]jTj - Zaktadamy, ze wj jest waga sp6znienia zadania Jj, a dj ostatecznym
terminem jego wykonania. Ustalamy wartosci funkcji kosztu:

0
Wijx —dj) x > dj

Zauwazmy, ze wyznaczenie optymalnego listowo-kosztowego uszeregowania z ta-
kimi funkcjami kosztu jest robwnowazne wyznaczeniu szeregowania z Kkryterium
YjWijT]j.

EW|Cj - Kryterium to jest szczegdélnym przypadkiem kryterium HwjTj. Aby
wyznaczy¢ minimalny taczny czas zakonczenia zadan, nalezy przyjac, ze dj = 0 dla
wszystkich zadan Jj i zastosowac taka samg procedure jak dla kryterium EWjT].

EwjUj - Ponownie Wj oznacza wage, a dj ostateczny termin zakonfczenia
zadania Jj. Dla tego kryterium funkcje kosztu definiujemy w nastepujacy sposéb:

X < dj
X > dj

Zastosowanie procedury listowo-kosztowego szeregowania zadan odpowie na pyta-
nie, ile wynosi wazona liczba spéznien. Zauwazmy, ze je$li przyjmiemy Wj = 1, to
dowiemy sie, ile zadan przekroczyto terminy.

]

4. Problemy dwukryterialne

Procedura listowo-kosztowego szeregowania zadanh moze by¢ pomocna nie tylko
przy rozwigzywaniu probleméw jednokryterialnych, ale takze dwukryterialnych.

Mowimy, ze (a,b) < (c,d), jesli (a,b) £ (c,d) i a < coraz b < d. Niech
g : X —> N2 bedzie funkcjg wyznaczajacg optymalizowane wartosci dla pewnego roz-
wigzania X z przestrzeni stanéw X. O rozwigzaniu X G X moéwimy, ze jest Pareto-
optymalne, jesli nie istnieje X' e X, taki ze g(x') -< g{x). Szczegoélowy opis teorii
mozna znalez¢ w [3].
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Lemat 2. Problem znajdowania wszystkich optiméw Pareto-optymalnego szeregowa-
nia zadan z pierwszym kryterium Cmax, L max albo Tmax i drugim kryterium Cmax,
L max> Tmax, YjWjCj, YjW|Tj albo EWjUj mozna wielomianowo sprowadzi¢ do problemu
listowo-kosztowego szeregowania zadan.

Dowéd. Zaktadamy, ze znamy wielomianowy algorytm listowo-kosztowego szere-
gowania zadan dla rozpatrywanych hipergrafow. Z lematu 1 wynika, ze potrafimy
uszeregowac owe hipergrafy szeregowania z kryteriami: Cmax, L max, Tmax, EW|Cj,
HwjTj i EWjUj. W pierszym kroku znajdujemy optymalne uszeregowanie z pierw-
szym z kryteriow. Wiemy, ze jest to Cmax, Lmax lub Tmax. Mozemy teraz skrocic
listy dostepnych koloréw dla poszczegdélnych krawedzi, by nie byto mozliwe uszere-
gowanie gorsze ze wzgledu na rozpatrywane kryterium. Czyli dla kryterium Cmax
z list skreslamy wszystkie szczeliny czasowe o indeksach wiekszych niz C*nax, dla
kryterium L max usuwamy z list wszystkie szczeliny czasowe o indeksach wiekszych
niz dj + L*nax i analogicznie dla Tmax wieksze niz dj + Tjnax(* oznacza optymalng
dtugos¢ uszeregowania dla danego kryterium). Na w ten spos6b przygotowanych
hipergrafach mozemy uruchomi¢ procedure szeregowania z dowolnym Kkryterium
Cmax, Lmax, Tmax, EwjCj, EWjTj albo EWjUj. Dzieki temu uzyskamy pierwsze
graniczne Pareto-optymalne uszeregowanie. Aby wyliczy¢é pozostate optima, musi-
my kolejno powiekszacé listy i sprawdzac¢, czy mozliwe jest lepsze uszeregowanie ze
wzgledu na drugie kryterium. Jes$li jest mozliwe, to dodajemy kolejne rozwigzanie
do rozwigzan Pareto-optymalnych, jesli nie jest, dalej powiekszamy listy. Listy po-
wiekszamy tak dtugo, az drugie kryterium osiggnie warto$¢ optymalna z hipergrafu
szeregowania z nienaruszonymi listami. O

Zauwazmy, ze metody takiej nie mozna zastosowac do sytuacji, gdy oba kryteria
sg typu sumacyjnego. Niemniej jednak mozemy znalezé graniczne rozwigzania takiego
problemu innym sposobem.

Lemat 3. Problem znajdowania granicznych rozwigzan Pareto-optymalnych z dowol-
nymi dwoma z trzech kryteriéw T,Cj, TTj i T,Uj mozna wielomianowo sprowadzi¢ do
problemu listowo-kosztowego szeregowania zadan.

Dowdd. Przyjmijmy, ze pierwsze kryterium jest kryterium silniejszym. Ustalimy
funkcje kosztu w taki sposéb, by uszeregowanie byto optymalne z pierwszym Kkry-
terium i dodatkowo w miare mozliwosci z drugim oraz by czes¢ catkowita dzielenia
kosztu catkowitego przez Y wyznaczata wartos¢ optimum wg pierwszego kryte-
rium, a reszta z dzielenia dawata warunkowe optimum drugiego.

7,-AM ={" +1
gdzie Y = m + 1, poniewaz wiadomo, ze spéznionych zadan nie moze by¢ wiecej
niz liczba zadan.
ZU>,ZC ;-/,,(*) = {* +r Itt

gdzie Y to duza liczba wieksza niz dowolna suma koloréw. Przyjmijmy na przy-
ktad, ze Y —m2.

A $3>-A(X) = {0 + max{0il_i) 11%

gdzie Y to ponownie na przyktad m2.
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- I i = N * N
ST\/’ EE/’J :]JXKXi ((Y max(’& x —dj) ¥ 1 )>((> g.
Ponownie Y = m + 1.

sTi,2cj-n W = {*"max(0i_i.) +i

gdzie Y = m2.

E C [ E T N

dlayY = m2. 0

Zauwazmy, ze ostateczne terminy nie muszg by¢ takie same dla kryteriow EUj i
ET). Rozumowanie to mozna rozszerzy¢ na modele z ré6znymi terminami zakonczenia.
Mozna takze rozszerzyé¢ na podwojne kryteria EUj i ST, z r6znymi terminami zakon-
czenia.
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Abstract

LetJ = {Ji, Jo,..., Jm} be asetof tasks which can be executed on a set of pro-
cessors M = M ,}. All processors are distinct, and they can execute only
one specified task at a time. Each task J requires the simultaneous use of a nonempty
setfixi C M ofprocessors for its execution. All tasks are independent, nonpreemptable,
and of the same length. For the sake of simplicity we assume that the execution time of
Ji, i.e. pi = 1foreachi = 1,..., m. Every' processor can work on not more than one
task at the same time. Time is divided into unit length slots numbered with successive
integers. Tasks have availability constraints prespecified by lists L(Jj) C N (where N is
the set o f nonnegative integers) of available time slots in which J, can be executed. With
each task we associate a fimction fj~x) which assigns to each x € L(Ji) the cost of
executing Ji if it is executed in time slot x. Our aim is to find a schedule with minimum
total cost. We call this model cost list scheduling of multiprocessor tasks on dedicated
machines.

Classical scheduling theory provides various criteria of scheduling like Cmax,
L max, Tmux, EW]jCj, EWjUj and many others. All of them can be reduced to the cost list
scheduling model. We also present some reductions for different bicriterial problems.



