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ALGORYTM PODZIALU | OGRANICZEN DLA PROBLEMU ROZKROJU
NIEGILOTYNOWEGO

Streszczenie. W pracy przedstawiono algorytm optymalizacji rozkroju
prostokgtnej ptyty na szereg prostokgatnych elementéw przy zatozeniu ciecia
niegilotynowego oraz ograniczeniu na liczbe powtérzen danego typu elementoéw
w generowanych wzorach rozkroju. W proponowanym algorytmie przeszu-
kiwanie przestrzeni dopuszczalnych rozwigzan odbywa sie w oparciu o metode
podziatu i ograniczen. W pracy zamieszczono rowniez wyniki obliczen dla
przyktadowych zadan rozkroju dwuwymiarowego.

A BRANCH AND BOUND ALGORITHM FOR NON-GUILLOTINE CUTTING
STOCK PROBLEM

Summary. The paper presents an algorithm for two-dimensional non-guillotine
cutting stock problem. The problem consists in cutting many rectangular pieces,
from a single rectangular sheet in such a way that the amount of trim loss is
minimized. Moreover, there is a constraint on the maximum number of each type
of piece that is to be produced. The proposed algorithm is based on a branch and
bound method. Numerical examples to illustrate the proposed algorithm are
solved.

1. Wprowadzenie

Rozwazany w pracy problem polega na rozkroju prostokatnej ptyty (arkusza) na
szereg prostokatnych elementéw przy zatozeniu ciecia niegilotynowego. W rozkroju
tego typu nie ma wymogu (w przeciwienstwie do rozkroju gilotynowego), aby kolejne
ciecia przebiegaly przez calg dlugos¢ rozcinanego materiatu. Celem optymalizaciji jest
minimalizacja odpadu powstajgcego w procesie rozkroju lub bardziej ogo6lnie -
maksymalizacja wartosci wycinanych elementéw.

Problem optymalizacji rozkroju oraz problemy jemu réwnowazne wystepujag
w wielu zastosowaniach praktycznych, na przykiad: rozkréj stali, szkla, drewna,
papieru; pakowanie palet, pudetek; problem rozmieszczenia ogtoszeh w czasopismach.
Oczywiscie, w réznych zastosowaniach, w zaleznos$ci od specyfiki zadania, mozemy
mie¢ do czynienia z réznymi ograniczeniami oraz réznymi Kkryteriami oceny
rozwigzan. Omoéwione tu zagadnienie, w mys$l nowej typologii zaproponowanej
w [15], mozna zaliczy¢ do probleméw typu 2SLOPP (two-dimensional single large
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object placement problems). Dlatego tez w dalszej cze$ci pracy pojecie ,wyciecie
elementu z ptyty” bedzie utozsamiane z ,rozmieszczeniem elementu na ptycie”.

Zadania optymalizacji rozkroju materiatdbw oraz wiele innych zadan z zakresu
optymalizacji dyskretnej nalezg do grupy problemoéw NP-trudnych. W zwigzku z tym
w zastosowaniach praktycznych dominujg gtownie algorytmy przyblizone [1, 7]. Duza
grupe stanowig rowniez metody oparte na metaheurystykach: algorytmach
genetycznych i ewolucyjnych [6, 9, 10, 12], algorytmach symulowanego wyzarzania
[13]. Niewiele jest natomiast algorytméw doktadnych rozwigzujgcych to zagadnienie
[3,5]. Jako pierwszy taki algorytm zaproponowat w 1985 roku J. E. Beasley [2].
Zastosowat on metode podziatu i ograniczen, w ktdérej goérne oszacowanie uzyskano
dla relaksacji Lagrange’a problemu rozkroju sformutowanego jako zero-jedynkowy
problem programowania catkowitoliczbowego.

W niniejszej pracy omdwiony zostanie rekurencyjny algorytm generowania
dopuszczalnych rozwigzan rozwazanego problemu bazujgcy na opracowanej przez nas
metodzie rozmieszczania kolejnych elementow na ptycie. Kazde rozwigzanie
czesciowe jest oceniane ze wzgledu na koszt (odpad zwigzany z danym rozwigzaniem)
i w zaleznosci od warto$ci tego kosztu jest rozszerzane o nowe elementy, ewentualnie
odrzucane wraz ze wszystkimi mozliwymi rozszerzeniami.

2. Opis problemu

Niech dana bedzie prostokatna ptyta (arkusz) A-(S,W) o szerokosci S
i wysokosci IV. Indeksami 1=1,2,... ,n oznaczmy poszczegOlne rodzaje czesci p,

ktére chcemy uzyska¢ w procesie rozkroju. Zbidr wszystkich typow wycinanych
elementéw oznaczmy przez P. Niech i w- beda wymiarami elementu /;,. Kazdy
sposéb rozkroju ptyty wyjsciowej bedziemy nazywac¢ wzorem rozkroju.

Rozcinang plyte umiesémy w prostokgtnym ukfadzie wspéirzednych Oxy, tak
aby lewy dolny wierzchotek ptyty pokryt sie z poczatkiem uktadu wspéirzednych.
Zatbzmy ponadto, ze:

¢ mamy do czynienia z rozkrojem niegilotynowym,

. kazde ciecieprzebiega réwnolegle do krawedzi arkusza (rozkroj
ortogonalny),

e W rozwigzaniu moze wystapi¢ co najwyzej b, elementéw typu p, (rozkroj
Zz ograniczeniami),

¢ wycinane elementy majg ustalong orientacje, tzn. nie moga by¢ obracane
0 90°,

Zadanie optymalizacji polega¢ bedzie na maksymalizacji stopnia wykorzystania
arkusza wyjsciowego (wyrazonego w procentach):

T aisiwi
max -» V = —-eeee- 100% (1)
SIE

gdzie: a, oznacza liczbe elementéw p, wystepujacych w danym wzorze rozkroju,
przy czym dla kazdegoi spetniony musi byé warunek: u- <nA,. Przyjmujgc takie
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kryterium optymalizacji, w tatwy sposob bedziemy mogli zdefiniowa¢ funkcje kosztu
wykorzystywang w proponowanym algorytmie do oceny biezgcych rozwigzan. Koszt
danego rozwigzania bedzie, mianowicie, rowny sumarycznemu polu powierzchni
odpadoéw powstajgcych w procesie rozkroju.
W ogélniejszym przypadku maksymalizacji podlega wartos¢ wycinanych
elementéw:
n
max->g = £ a iv (2
1=

gdzie v; oznacza warto$¢ elementu p,.
3. Opis algorytmu

Proponowany w niniejszej pracy algorytm dokonuje przegladu zbioru
dopuszczalnych rozwigzah (obrazowanego w postaci drzewa poszukiwan) w oparciu
o metode podziatu i ograniczen. Jest to szeroko stosowana w zadaniach NP-trudnych
metoda, ktdrej celem jest zmniejszenie liczby przeszukiwanych rozwigzan, a co za tym
idzie - skrécenie czasu obliczen. Wykorzystuje sie tutaj funkcje kosztu, ktérg mozna
zdefiniowaé¢ dla rozpatrywanego zagadnienia. W zadaniach minimalizacji jest ona na
ogo6t funkcjg celu. Jezeli w trakcie przeszukiwania przestrzeni rozwigzan wartosc
funkcji kosztu dla aktualnie rozpatrywanego rozwigzania czesciowego jest wieksza lub
rowna tzw. goérnemu ograniczeniu (ktére odpowiada wartosci najlepszego znalezio-
nego do tej pory rozwigzania), to odrzucamy to rozwigzanie wraz ze wszystkimijego
rozszerzeniami. W ten sposéb odcinamy cate gatezie drzewa poszukiwan.

Kazde dopuszczalne rozwigzanie omawianego zagadnienia, zwane dalej
rozkrojem, ma postaé¢ listy, skladajacej sie z kolejno rozmieszczanych na ptycie
elementdéw oraz tzw. uzupetien, czyli pustych miejsc w rozkroju bedacych odpadem.
Przed umieszczeniem kazdego elementu na plycie wyjSciowej wyznaczany jest
tzw. punkt zaczepienia, czyli punkt, w ktérym znajdzie sie dolny lewy wierzchotek
rozmieszczanego elementu. Punkt ten jest najbardziej na lewo wysunietym wsréd
najnizej potozonych punktéw obszaru roboczego piyty wyjSciowej, tj. obszaru, na
ktorym nie rozmieszczono jeszcze zadnych elementéow (czarny punkt na rysunku 1).

Zbidr rozkrojow mozna zobrazowa¢ w postaci drzewa, w ktorym korzeniem jest
rozkréj pusty, natomiast wezty y-tego poziomu odpowiadajg mozliwym wyborom
elementéw listy wstawionych w danym punkcie zaczepienia. Przeszukiwanie tego
drzewa dokonywane jest rekurencyjnie. Ruch do przodu (w dot drzewa poszukiwan)
jest rozszerzeniem aktualnego rozwigzania czesciowego o kolejny rozmieszczany
element lub uzupetnienie, przy czym uzupetnienie dodawane jest na konhcu, gdy
w danym punkcie zaczepienia wstawiono juz wszystkie mozliwe elementy.
Uzupetnienie w aktualnym punkcie zaczepienia jest to prostokat o najwiekszej
mozliwej szerokosci oraz wysokosci réwnej mniejszej z wysokosci elementéow
sgsiadujacych z nim (ciemny prostokat na rysunku 1). Jezeli natomiast nie ma
mozliwosci dalszego rozszerzenia aktualnego rozkroju, nastepuje krok w tyt
w drzewie rekurencji oraz préba rozszerzenia tego rozwigzania o nieanalizowane
wczesniej elementy. Krok do tytu wykonujemy réwniez w przypadku, gdy wartosc
funkcji kosztu (odpad) dla aktualnego rozkroju jest wieksza lub réwna wartosci tej
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funkcji dla najlepszego znalezionego do tej pory rozwigzania. W ten sposob w drzewie
poszukiwah odcinamy wszystkie gatezie, ktére mozna by uzyskaé, rozszerzajac
aktualne rozwigzanie czesciowe. W proponowanym algorytmie koszt danego
rozwigzania jest rowny sumie powierzchni uzupetnien (odpadéw) powstajacych
podczas rozmieszczania elementéw na ptycie. Przykiadowo, kosztem rozwigzania
czeSciowego przedstawionego na rysunku 1 jest suma p6l powierzchni ciemnych
obszaréw.

Rys. 1 Fragment drzewa poszukiwan

Dodawanie uzupetnien do rozkroju na koncu kazdego poziomu rekurenciji
pozwala znalez¢ rozkroje, niemozliwe do uzyskania przez niektdre algorytmy znane
z literatur}' [I, 9, 11]. Przyktad takiego rozkroju mamy na rysunku 2 (przy'
ograniczeniach powyzej 4 dla kazdego typu elementow). Jednoczes$nie procedura
odcinania powoduje, ze dodawanie uzupetnien nie ma znacznego wplywu na
zwiekszenie liczby przeszukiwanych gatezi.

1
2 2 1
1 2 2

2. Przyktad wzoru rozkroju niemozliwego
do uzyskamaprzez niektore algor\'tmy
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Pseudokod algorytmu:

Zmienne globalne:

Elementy - listaelementéw do rozkroju wraz z informacjg o ograniczeniach;
MinOdpad - minimalny odpad startowy oraz wynikowy;

MaxRozkrdj - rozkréj wynikowy;

01 procedure Algorytm(rozkrdéj, odpad)
02 punktZaczepienia := aktualnypunktzaczepienia wdanym rozkroju;

03 foreach element in Elementy do

04 if element mozna umiescicw punktZaczepienia then

05 nowyRozkréj := rozkréj plus element;

06 nowyOdpad := odpad;

o7 Algorytm(nowyRozkrdj, nowyOdpad);

08 endif;

09 uzupednienie := prostokat uzupetniajacy rozkréj w aktualnym punkcie zaczepienia;
10 nowyRozkréj := rozkrdéj plus uzupednienie;

11 nowyOdpad := odpad + polepowierzchniprostokgta uzupednienie;

12 if nowyOdpad >= MinOdpad then return;
13 if nowyRozkrdj wypehia calgplyte then

14 MaxRozkréj := nowyRozkrdéj;

15 MinOdpad := nowyOdpad;

16 return;

17 endif;

18 Algorytm(nowyRozkrdj, nowyOdpad);
19 end.

Komentarz do pseudokodu:

(02) Aktualny punkt zaczepienia w danym rozkroju znajdujemy, minimalizujac
wspotrzedna y, a nastepnie wspobirzedng x powierzchni ptyty niezajetej przez rozkrdj
(czarny punkt na rys. 1).

(04) Element (prostokat) mozna umiesci¢ w danym punkcie zaczepienia, jesli nie ma
czesci wspdlnej z elementami aktualnego rozkroju (nie liczagc ich brzegdéw) oraz nie
zostato przekroczone ograniczenie liczby elementéw danego typu.

(0 9) Prostokat uzupetniajgcy rozkrdj w aktualnym punkcie zaczepienia jest to
prostokat o najwiekszej mozliwej szerokosci oraz wysokos$ci réwnej mniejszej
z wysokosci elementdéw sgsiadujgcych z nim (ciemny prostokat na rysunku 1).

(12) W tym miejscu odcinane sg gatezie reprezentujgce rozwigzania, w ktérych na
pewno odpad jest nie mniejszy od odpadu najlepszego, dotychczas znalezionego
rozwigzania.

(13-17) Zapamietywane jest najlepsze znalezione rozwigzanie.

Wywotanie procedury:

Elementy := aktualna lista elementéw do rozkroju;

MinOdpad := pote powierzchni catej ptyty do rozkroju;

rozkroj Startowy := pusty rozkrj, bezjakichkolwiek elementw i uzupetnien;
Algorytm(rozkrdj Startowy, 0);
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W wyniku wywotania procedury Algorytm w zmiennej MaxRozkroj znajduje sie
wynikowy rozkréj o najmniejszym znalezionym odpadzie, a w zmiennej MinOdpad
wartos$¢ tego odpadu.

4. Eksperymenty obliczeniowe

Powstaty algorytm zaimplementowano w $rodowisku Microsoft Visual Studio
(wjezyku C#) oraz przetestowano dla szeregu zadan testowych zaczerpnietych
z literatury oraz z dostepnej w internecie [8] biblioteki zadan testowych.
Eksperymenty obliczeniowe przeprowadzono na komputerze z procesorem AMD
Athlon 64 3000+. Wyniki obliczen zamieszczono w tabeli 1. Zadania 1-12 pochodzg z
pracy [2], 13-14 z [5], 15 z [14], a 16 z [4], W stosunku do oryginalnej postaci zadanh
dokonano modyfikacji kryterium optymalizacji. W zwigzku z przyjetym w algorytmie
sposobem okres$lania kosztu rozwigzania zatozono, mianowicie, ze maksymalizacji
podlega¢ bedzie stopien wypetnienia (wykorzystania) arkusza obliczany ze wzoru (1),
a nie wartos¢ wycinanych elementéw (wzor (2)). Dla wiekszosci zadah testowych
znane sg z literatury wartosci (ze wzgledu na oba kryteria) rozwigzah optymalnych.

Tabela 1
Wyniki eksperymentow obliczeniowych
Numer Wymiary Liczba typéw Uzyskana Warunek Czas obliczen
zadania arkusza elementéw wartos¢ V optymalnosci w sekundach
(s.m (»)
1 (10,10) 5 95 Tak 0
2 (10, 10) 7 97 Tak 0
3 (10,10) 10 100 Tak 0
4 (15, 10) 5 92 Tak 0
5 (15,10) 7 93,33 Tak 0
6 (15, 10) 10 100 Tak 0,02
7 (20, 20) 5 43,75 Tak 0,22
8 (20, 20) 7 95 Tak 0,03
9 (20, 20) 10 97,50 Tak 0,42
10 (30, 30) 5 97,67 Tak 0
1 (30, 30) 7 93,56 Tak 0,08
12 (30, 30) 10 99,78 Tak 0,33
13 (30, 30) 7 84,56 Tak 0,02
14 (30, 30) 15 89,67 ? 17,97
15 (70, 40) 19 97,36 Tak 0,73
16 (40, 70) 20 97,36 Tak 0,17

Jak wida¢ w tabeli 1, omowiony algorytm dla wszystkich zadan testowych
znalazt rozwigzanie optymalne, ewentualnie (zad. 14) rozwigzanie 0 najwyzszej
znanej z literatury wartosci wypetnienia arkusza. Tylko dla tego zadania czas obliczen
przekroczyt 1sekunde.
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Przeprowadzono rowniez eksperymenty obliczeniowe dla zestawu zadan
pochodzacych z biblioteki [8] (zadania gcut01-12), dla ktérych jednak nie udato nam
sie w literaturze znalez¢ wartosci rozwigzan optymalnych ze wzgledu na przyjete tutaj
kryterium. Rozwigzania takie sg znane przy zalozeniu rozkroju gilotynowego
ewentualnie rozkroju niegilotynowego z kryterium optymalizacji okreslonym wzorem
(2). Rowniez dla tych zadan proponowany przez nas algorytm w krétkim czasie (od 0
do maksymalnie 5,55 s) generowat rozwigzania o wartosciach réwnych lub wyzszych
od wartosci rozwigzan optymalnych podawanych dla rozkroju gilotynowego.

5. Podsumowanie

Zadania optymalizacji rozkroju materiatow, jak wiele innych zadan z zakresu
optymalizacji dyskretnej, nalezg do grupy probleméw NP-trudnych. Ze wzgledu na
duza ztozonos$¢ obliczeniowa tego typu problemow oraz zastosowania praktyczne
celowe jest opracowywanie oraz rozwijanie efektywnych algorytméw obliczeniowych.
W niniejszej pracy omowiliSmy prosty w implementacji algorytm optymalizaciji
rozkroju niegilotynowego. Co prawda, istniejg wzory rozkroju, ktérych nie mozna
uzyskac, stosujagc opisang przez nas metode rozmieszczania elementéw na ptycie,
jednak we wszystkich zadaniach testowych, dla ktérych znane sa rozwigzania
optymalne, algorytm je znajdowat. Algorytm nie mial roéwniez problemu
zwyznaczeniem wzorow rozkroju podanych w pracy [6], niemozliwych do uzyskania
przez znany z literatury heurystyczny algorytm BL (Bottom Left Algorithm) opisany
w [1, 9] oraz algorytm podany w [11].

W dalszych etapach badan planujemy wykorzysta¢ omowiony algorytm jako
operator optymalizacji lokalnej w opracowywanym przez nas algorytmie
ewolucyjnym, mogacym znalezé zastosowanie w optymalizacji zadan rozkroju
o wiekszym rozmiarze.
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Abstract

The paper presents a recursive algorithm for two-dimensional non-guillotine
cutting stock problem. The problem consists in cutting many rectangular pieces, from
a single rectangular sheet, such that the piece edges are always parallel or orthogonal
to the stock rectangle. The objective is to maximize the total area o f the pieces cut. We
consider the case where there is a maximum number of times that a piece may be used
in a cutting pattern.

We proposed a placement procedure and tree search algorithm based on
a branch and bound method. Each cutting pattern is represented by vector which
informs what types of elements will be considered in agiven pattern. At each step,
a branch and bound algorithm uses the ranking function to compared the cost (local
trim loss) of the current partial solution with total cost of the best solution found so far.
If the amount of local trim loss is higher than the best solution cost, the partial solution
is abandoned with any possible expansions.

Numerical examples to illustrate the proposed algorithm are solved.
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