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Streszczenie. W  pracy przedstawiono a lgorytm  optym alizacji rozkro ju  
prostokątnej p ły ty  na szereg prostokątnych elementów przy założeniu cięcia 
n iegilo tynow ego oraz ograniczeniu na liczbę powtórzeń danego typu elementów 
w  generowanych wzorach rozkro ju . W  proponowanym  a lgorytm ie  przeszu­
k iw an ie  przestrzeni dopuszczalnych rozw iązań odbywa się w  oparciu o metodę 
podzia łu i ograniczeń. W  pracy zamieszczono również w yn ik i obliczeń dla 
przykładow ych zadań rozkro ju  dwuwym iarowego.

A  B R A N C H  A N D  B O U N D  A L G O R IT H M  F O R  N O N -G U IL L O T IN E  C U T T IN G  
S T O C K  P R O B L E M

S u m m a ry . The paper presents an a lgorithm  fo r two-dim ensional non-gu illo tine  
cutting  stock problem. The problem  consists in cutting  many rectangular pieces, 
from  a single rectangular sheet in  such a w ay that the amount o f  tr im  loss is 
m in im ized. M oreover, there is a constraint on the m axim um  number o f  each type 
o f  piece that is to be produced. The proposed a lgorithm  is based on a branch and 
bound method. Num erica l examples to illustrate  the proposed a lgorithm  are 
solved.

1. W p row adzen ie

Rozważany w  pracy problem  polega na rozkro ju  prostokątnej p ły ty  (arkusza) na 
szereg prostokątnych elementów przy założeniu cięcia n iegilotynowego. W  rozkro ju  
tego typu nie ma w ym ogu (w  przeciw ieństw ie do rozkro ju  g ilo tynow ego), aby kole jne 
cięcia przebiegały przez całą długość rozcinanego materiału. Celem optym alizacji jes t 
m in im a lizacja  odpadu powstającego w  procesie rozkro ju  lub bardziej ogóln ie -  
m aksym alizacja wartości w ycinanych elementów.

Problem optym alizacji rozkro ju  oraz p roblem y jem u  równoważne występują 
w  w ie lu  zastosowaniach praktycznych, na przykład: rozkrój stali, szkła, drewna, 
papieru; pakowanie palet, pudełek; problem  rozmieszczenia ogłoszeń w  czasopismach. 
O czyw iście, w  różnych zastosowaniach, w  zależności od specyfik i zadania, możemy 
mieć do czynienia z różnym i ograniczeniam i oraz różnym i kry te riam i oceny 
rozwiązań. O m ów ione tu zagadnienie, w  m yśl nowej typo log ii zaproponowanej 
w  [15], można zaliczyć do problem ów typu 2SLOPP ( two-dimensional single large
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object placement problems). Dlatego też w  dalszej części pracy pojęcie „w yc ięc ie  
elementu z p ły ty ”  będzie utożsamiane z „rozm ieszczeniem  elementu na p łyc ie ” .

Zadania optym alizacji rozkro ju  m ateria łów  oraz w ie le  innych zadań z zakresu 
optym alizacji dyskretnej należą do grupy problem ów NP-trudnych. W  zw iązku z tym  
w  zastosowaniach praktycznych dom inu ją  g łów nie  a lgorytm y przybliżone [1, 7]. D użą 
grupę stanowią również m etody oparte na metaheurystykach: a lgorytm ach
genetycznych i ewolucyjnych [6, 9, 10, 12], algorytm ach symulowanego wyżarzania 
[13]. N iew ie le  jest natomiast a lgorytm ów  dokładnych rozw iązujących to zagadnienie 
[3 ,5 ].  Jako pierwszy taki a lgorytm  zaproponował w  1985 roku J. E. Beasley [2]. 
Zastosował on metodę podziału i ograniczeń, w  które j górne oszacowanie uzyskano 
dla relaksacji Lagrange’a problemu rozkroju  sform ułowanego jako  zero-jedynkow y 
problem programowania ca łkow ito liczbow ego.

W  niniejszej pracy om ów iony zostanie rekurencyjny a lgorytm  generowania 
dopuszczalnych rozwiązań rozważanego problem u bazujący na opracowanej przez nas 
metodzie rozmieszczania ko le jnych  elementów na p łycie . Każde rozw iązanie 
częściowe jest oceniane ze względu na koszt (odpad zw iązany z danym rozw iązaniem ) 
i w  zależności od wartości tego kosztu jes t rozszerzane o nowe elementy, ewentualnie 
odrzucane wraz ze w szystkim i m oż liw ym i rozszerzeniami.

2. O p is p ro b le m u

Niech dana będzie prostokątna p ły ta  (arkusz) A - ( S ,W )  o szerokości S 

i wysokości IV. Indeksami 1 = 1 ,2 ,... ,n  oznaczmy poszczególne rodzaje części p, 

które chcemy uzyskać w  procesie rozkro ju . Z b ió r w szystkich typów  wycinanych 
elementów oznaczmy przez P. N iech i w,- będą w ym ia ram i elementu / ; , .  Każdy 

sposób rozkro ju  p ły ty  w yjśc iow e j będziem y nazywać wzorem  rozkroju.
Rozcinaną p ły tę  um ieśćm y w  prostokątnym  układzie współrzędnych Oxy, tak 

aby lew y do lny w ierzchołek p ły ty  p o k ry ł się z początkiem  układu współrzędnych. 
Za łóżm y ponadto, że:

•  mamy do czynienia z rozkro jem  n ieg ilo tynow ym ,
• każde cięcie przebiega równolegle do krawędzi arkusza (rozkró j

ortogonalny),
•  w  rozw iązaniu może w ystąpić co najw yżej b, e lementów typu p, (rozkró j 

z ograniczeniam i),
•  wycinane elementy m ają  ustaloną orientację, tzn. nie m ogą być obracane 

o 90°,
Zadanie optymalizacji polegać będzie na maksymalizacji stopnia wykorzystania 

arkusza wyjściowego (wyrażonego w  procentach):

T aisi wi
max -► V = — ------------100% (1)

S IE

gdzie: a, oznacza liczbę elementów p, występujących w  danym  wzorze rozkro ju ,
przy czym  dla każdego i  spełniony m usi być warunek: u,- < ń ,. P rzyjm ując takie
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kry te rium  optym alizac ji, w  ła tw y sposób będziemy m og li zdefin iow ać funkcję  kosztu 
w ykorzystyw aną w  proponowanym  a lgorytm ie do oceny bieżących rozwiązań. Koszt 
danego rozw iązania będzie, m ianow icie , rów ny sumarycznemu po lu  pow ierzchni 
odpadów powstających w  procesie rozkroju.

W  ogóln ie jszym  przypadku m aksym alizacji podlega wartość wycinanych 
elementów:

n
ma x -> g  = £ a ivł (2)

1=1

gdzie v; oznacza wartość elementu p,.

3. O p is a lg o ry tm u

Proponowany w  niniejszej pracy a lgorytm  dokonuje przeglądu zbioru 
dopuszczalnych rozw iązań (obrazowanego w  postaci drzewa poszukiwań) w  oparciu 
o metodę podzia łu  i ograniczeń. Jest to szeroko stosowana w  zadaniach N P-trudnych 
metoda, które j celem jes t zmniejszenie liczby  przeszukiwanych rozwiązań, a co za tym  
idzie -  skrócenie czasu obliczeń. W ykorzystu je  się tutaj funkcję  kosztu, k tó rą  można 
zdefin iow ać dla rozpatrywanego zagadnienia. W  zadaniach m in im a lizac ji jes t ona na 
ogół funkc ją  celu. Jeżeli w  trakcie przeszukiwania przestrzeni rozwiązań wartość 
fu n kc ji kosztu dla aktualnie rozpatrywanego rozw iązania częściowego jest w iększa lub 
równa tzw . górnemu ograniczeniu (które odpowiada wartości najlepszego znalezio­
nego do tej pory rozw iązania), to odrzucamy to rozw iązanie wraz ze w szystk im i jego  
rozszerzeniami. W  ten sposób odcinam y całe gałęzie drzewa poszukiwań.

Każde dopuszczalne rozw iązanie omawianego zagadnienia, zwane dalej 
rozkrojem, ma postać lis ty , składającej się z ko le jno rozm ieszczanych na p łycie  
elementów oraz tzw . uzupełnień, czy li pustych m iejsc w  rozkro ju  będących odpadem. 
Przed umieszczeniem każdego elementu na p łyc ie  w y jśc iow e j wyznaczany jest 
tzw . punkt zaczepienia, c zy li punkt, w  któ rym  znajdzie się do lny  lew y w ierzcho łek 
rozmieszczanego elementu. Punkt ten jes t najbardziej na lewo wysuniętym  wśród 
najniżej położonych punktów  obszaru roboczego p ły ty  w y jśc iow e j, tj. obszaru, na 
k tó rym  nie rozmieszczono jeszcze żadnych elementów (czarny punkt na rysunku 1).

Z b ió r rozkro jów  można zobrazować w  postaci drzewa, w  k tó rym  korzeniem  jest 
rozkrój pusty, natomiast w ęz ły  y-tego poziom u odpow iadają m oż liw ym  w yborom  
elementów lis ty  w staw ionych w  danym punkcie zaczepienia. Przeszukiwanie tego 
drzewa dokonywane jes t rekurencyjn ie. Ruch do przodu (w  dó ł drzewa poszukiwań) 
je s t rozszerzeniem aktualnego rozw iązania częściowego o ko le jny  rozm ieszczany 
element lub uzupełnienie, p rzy czym  uzupełnienie dodawane jes t na końcu, gdy 
w  danym punkcie zaczepienia wstaw iono ju ż  wszystkie m ożliw e  elementy. 
Uzupełnienie w  aktualnym  punkcie zaczepienia jes t to prostokąt o najw iększej 
m oż liw e j szerokości oraz wysokości równej mniejszej z wysokości elementów 
sąsiadujących z n im  (c iem ny prostokąt na rysunku 1). Jeżeli natomiast nie ma 
m ożliw ośc i dalszego rozszerzenia aktualnego rozkro ju , następuje krok w  ty ł 
w  drzewie rekurencji oraz próba rozszerzenia tego rozw iązania o nieanalizowane 
wcześniej elementy. K ro k  do ty łu  w ykonu jem y rów nież w  przypadku, gdy wartość 
funkc ji kosztu (odpad) dla aktualnego rozkro ju  jes t w iększa lub równa wartości tej



fu nkc ji d la najlepszego znalezionego do tej pory rozwiązania. W  ten sposób w  drzewie 
poszukiwań odcinam y wszystkie gałęzie, które można by uzyskać, rozszerzając 
aktualne rozwiązanie częściowe. W  proponowanym  a lgorytm ie koszt danego 
rozwiązania jes t rów ny sumie pow ierzchn i uzupełnień (odpadów) powstających 
podczas rozmieszczania elementów na p łycie . Przykładowo, kosztem rozw iązania 
częściowego przedstawionego na rysunku 1 jes t suma pól pow ierzchn i ciem nych 
obszarów.
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Rys. 1. Fragment drzewa poszukiwań

Dodawanie uzupełnień do rozkro ju  na końcu każdego poziom u rekurencji 
pozwala znaleźć rozkroje, n iem ożliw e  do uzyskania przez n iektóre a lgo ry tm y znane 
z literatur}' [ I ,  9, 11]. Przykład takiego rozkro ju  m am y na rysunku 2 (przy' 
ograniczeniach pow yżej 4 dla każdego typu elementów). Jednocześnie procedura 
odcinania pow oduje , że dodawanie uzupełnień nie ma znacznego w p ły w u  na 
zw iększenie lic zb y  przeszukiwanych gałęzi.

1

2 2 1

1 2 2

1

2. Przykład wzoru rozkroju niemożliwego 
do uzyskama przez niektóre algor\'tmy
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Pseudokod algorytm u:

Z m ienne g lobalne:
E l e m e n t y  -  lista  e lem entów  do  rozkro ju  w raz  z in fo rm acją  o ograniczeniach; 
M in O d p a d  -  m in im alny  odpad startow y o raz  w ynikow y;
M a x R o z k r ó j  -  rozkrój w ynikow y;

01 procedurę Algorytm(rozkrój, odpad)
02 punktZaczepienia := aktualny punkt zaczepienia w danym rozkroju;

03 foreach element in Elementy do
04 if element można umieścić w punktZaczepienia then
05 nowyRozkrój := rozkrój plus element;
06 nowyOdpad := odpad;
07 Algorytm(nowyRozkrój, nowyOdpad);
08 endif;
0 9 uzupełnienie : = prostokąt uzupełniający rozkrój w aktualnym punkcie zaczepienia;
10 nowyRozkrój := rozkrój plus uzupełnienie;
11 nowyOdpad := odpad + pole powierzchni prostokąta uzupełnienie;
12 if nowyOdpad >= MinOdpad then return;
13 if nowyRozkrój wypełnia całą płytę then
14 MaxRozkrój := nowyRozkrój;
15 MinOdpad := nowyOdpad;
16 return;
17 endif;
18 Algorytm(nowyRozkrój, nowyOdpad);
19 end.

Kom entarz do pseudokodu:
(0 2 )  A k tua ln y  punkt zaczepienia w  danym rozkro ju  znajdujem y, m in im a lizu jąc 
w spółrzędną y, a następnie współrzędną x  pow ierzchni p ły ty  niezajętej przez rozkrój 
(czarny punkt na rys. 1).
(0 4 ) E lem ent (prostokąt) można um ieścić w  danym punkcie zaczepienia, je ś li nie ma 
części wspólnej z elementami aktualnego rozkro ju  (nie licząc ich brzegów) oraz nie 
zostało przekroczone ograniczenie liczby  elementów danego typu.
(0 9) Prostokąt uzupełniający rozkrój w  aktualnym  punkcie zaczepienia jes t to 
prostokąt o najw iększej m ożliw e j szerokości oraz wysokości równej mniejszej 
z w ysokości elementów sąsiadujących z n im  (ciem ny prostokąt na rysunku 1).
(1 2 )  W  tym  m iejscu odcinane są gałęzie reprezentujące rozw iązania, w  których na 
pewno odpad jest nie m niejszy od odpadu najlepszego, dotychczas znalezionego 
rozwiązania.
( 1 3 - 1 7 )  Zapam iętywane jest najlepsze znalezione rozwiązanie.

W yw o łan ie  procedury:

Elementy := aktualna lista elementów do rozkroju;

MinOdpad : = połę powierzchni całej płyty do rozkroju;
rozkrój Startowy : = pusty rozkrój, bez jakichkolwiek elementów i uzupełnień;
Algorytm(rozkrój Startowy, 0);
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W  w yn iku  w yw ołan ia  procedury A lg o r y t m  w  zmiennej M a x R o z k r o j  znajduje się 
w yn iko w y  rozkrój o najm niejszym  znalezionym  odpadzie, a w  zm iennej M in O d p a d  
wartość tego odpadu.

4. E ksp e rym en ty  obliczen iow e

Powstały a lgorytm  zaim plementowano w  środowisku M ic ro so ft V isua l Studio 
(w  ję zyku  C#) oraz przetestowano dla szeregu zadań testowych zaczerpniętych 
z lite ra tury oraz z dostępnej w  internecie [8 ] b ib lio te k i zadań testowych. 
Eksperym enty obliczeniowe przeprowadzono na komputerze z procesorem A M D  
A th lon  64 3000+. W y n ik i obliczeń zamieszczono w  tabeli 1. Zadania 1-12 pochodzą z 
pracy [2 ], 13-14 z [5 ], 15 z [14], a 16 z [4 ], W  stosunku do oryg inalnej postaci zadań 
dokonano m od y fikac ji k ryterium  optym alizacji. W  zw iązku z p rzy ję tym  w  a lgorytm ie 
sposobem określania kosztu rozw iązania założono, m ianow icie , że m aksym alizacji 
podlegać będzie stopień w ypełn ien ia  (wykorzystania) arkusza obliczany ze w zoru  (1), 
a nie wartość w ycinanych elementów (w zór (2)). D la  w iększości zadań testowych 
znane są z lite ra tu ry  wartości (ze względu na oba kryteria ) rozwiązań optym alnych.

Tabela 1
W y n ik i eksperymentów obliczen iow ych

N um er
zadania

W ym ia ry
arkusza
( s . m

Liczba typów  
elementów 

(»)

Uzyskana 
wartość V

W arunek
optym alności

Czas obliczeń 
w  sekundach

1 (1 0 ,1 0 ) 5 95 Tak 0
2 (10, 10) 7 97 Tak 0
3 (10 ,10 ) 10 100 Tak 0
4 (15, 10) 5 92 Tak 0
5 (15 ,10 ) 7 93,33 Tak 0
6 (15, 10) 10 100 Tak 0,02
7 (20, 20) 5 43,75 Tak 0,22
8 (20, 20) 7 95 Tak 0,03
9 (20, 20) 10 97,50 Tak 0,42
10 (30, 30) 5 97,67 Tak 0
11 (30, 30) 7 93,56 Tak 0,08
12 (30, 30) 10 99,78 Tak 0,33
13 (30, 30) 7 84,56 Tak 0,02
14 (30, 30) 15 89,67 ? 17,97
15 (70, 40) 19 97,36 Tak 0,73
16 (40, 70) 20 97,36 Tak 0,17

Jak w idać w  tabeli 1, om ów iony a lgorytm  dla wszystkich  zadań testowych 
znalazł rozw iązanie optymalne, ewentualnie (zad. 14) rozwiązanie o najwyższej 
znanej z lite ra tu ry  wartości w ype łn ien ia  arkusza. T y lko  dla tego zadania czas obliczeń 
przekroczył 1 sekundę.



Algorytm podziału i ograniczeń 165

Przeprowadzono rów nież eksperymenty obliczeniowe dla zestawu zadań 
pochodzących z b ib lio te k i [8 ] (zadania gcut01-12), dla których jednak nie udało nam 
się w  literaturze znaleźć wartości rozwiązań optym alnych ze względu na przyjęte tutaj 
kryterium . Rozwiązania takie są znane przy założeniu rozkro ju  g ilo tynow ego 
ewentualnie rozkro ju  n iegilotynow ego z kryterium  optym alizacji określonym  wzorem  
(2). Również dla tych zadań proponowany przez nas algorytm  w  k ró tk im  czasie (od 0 
do m aksym alnie 5,55 s) generował rozw iązania o wartościach rów nych lub wyższych 
od wartości rozw iązań optym alnych podawanych dla rozkro ju  g ilo tynowego.

5. Podsum ow anie

Zadania op tym alizac ji rozkro ju  m ateria łów , ja k  w ie le  innych zadań z zakresu 
optym alizac ji dyskretnej, należą do grupy problem ów  NP-trudnych. Ze względu na 
dużą złożoność ob liczen iow ą tego typu problem ów  oraz zastosowania praktyczne 
celowe jes t opracowywanie oraz rozw ijan ie  e fektyw nych a lgorytm ów  obliczen iow ych. 
W  niniejszej pracy o m ó w iliśm y prosty w  im plem entacji a lgorytm  op tym alizacji 
rozkro ju  n ieg ilo tynow ego. Co prawda, istn ie ją  w zory  rozkro ju , k tórych nie można 
uzyskać, stosując opisaną przez nas metodę rozmieszczania elementów na p łyc ie , 
jednak we w szystkich zadaniach testowych, dla których znane są rozw iązania 
optymalne, a lgorytm  je  znajdował. A lg o ry tm  nie m ia ł rów nież problemu 
z wyznaczeniem  w zorów  rozkro ju  podanych w  pracy [6 ], n iem ożliw ych do uzyskania 
przez znany z lite ra tu ry  heurystyczny a lgorytm  B L  (Bottom  L e ft A lg o rithm ) opisany 
w  [1, 9] oraz a lgorytm  podany w  [11].

W  dalszych etapach badań p lanu jem y wykorzystać om ów iony a lgorytm  jako  
operator op tym alizacji lokalnej w  opracowywanym  przez nas a lgorytm ie 
ewo lucyjnym , mogącym  znaleźć zastosowanie w  optym alizacji zadań rozkro ju  
o w iększym  rozmiarze.
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A b s tra c t

The paper presents a recursive a lgorithm  fo r tw o-d im ensional non-gu illo tine  
cutting  stock problem. The problem  consists in cutting  many rectangular pieces, from  
a single rectangular sheet, such that the piece edges are always paralle l o r orthogonal 
to the stock rectangle. The objective is to m axim ize the tota l area o f  the pieces cut. W e 
consider the case where there is a m axim um  number o f  times that a piece may be used 
in  a cutting  pattern.

W e proposed a placement procedure and tree search a lgorithm  based on 
a branch and bound method. Each cutting  pattern is represented by vector w h ich  
in form s what types o f  elements w i l l  be considered in  a g iven pattern. A t  each step, 
a branch and bound a lgorithm  uses the ranking function  to compared the cost (local 
tr im  loss) o f  the current partia l so lu tion w ith  total cost o f  the best so lution found so far. 
I f  the amount o f  local tr im  loss is h igher than the best so lution cost, the partia l solution 
is abandoned w ith  any possible expansions.

N um erica l examples to illustrate  the proposed a lgorithm  are solved.
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