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PROBLEM GNIAZDOW Y Z OGRANICZENIEM  BEZ CZEKANIA. 
ALGORYTMY KONSTRUKCYJNE

Streszczenie. W  pracy opisana jes t pewna procedura konstrukcji rozw iązania dla 
problemu gniazdowego z ograniczeniem bez czekania. Pokazano także sposób je j 
wykorzystania do budowy bardzo wydajnych a lgorytm ów  zarówno konstrukcyj­
nych, ja k  i popraw. W  pracy prezentuje się a lgorytm y konstrukcyjne, bazujące 
na wspomnianej procedurze. Ich efektywność przebadano na dobrze znanych w 
literaturze przykładach testowych.

THE NO-W AIT JOB SHOP PROBLEM . HEURISTIC ALGORITHM S

Summary. This paper describes some solution constructive procedure dedicated 
to a jo b  shop problem  w ith  the n o -w a it constraint and a makespan criterion. Very 
e ffic ien t heuristic a lgorithms based on the presented procedure are discussed. The 
effic iency o f  the algorithm s is tested on w e ll-kn o w n  literature benchmarks.

1. W prowadzenie

W  pracy analizuje się siln ie  N P -trudny problem gniazdowy z dodatkowym  ogra­
niczeniem  bez czekania z kryterium  optym alizacji będącym momentem zakończenia 
w ykonyw ania  wszystkich zadań. Om awiany problem  w yw odzi się z klasycznego pro­
blemu gniazdowego przez nałożenie dodatkowych w ym ogów  dotyczących rozwiązania 
dopuszczalnego. Różnica pom iędzy analizowanym problemem a jego  klasycznym  od­
pow iednik iem  polega na konieczności w ykonyw ania  kole jnych operacji danego zada­
nia dokładnie w  momencie zakończenia się ich poprzedników technologicznych. W y­
móg ten jes t często spotykany w  rzeczyw istych procesach produkcyjnych, w  których to 
obrabiane elementy z biegiem czasu zm ieniają swoje parametry fizyczno-chem iczne. 
P rzykładowo, podczas wyrobu elementów stalowych należy podgrzać surowce do od­
pow iednio  w ysokie j temperatury, aby następnie przystąpić do form owania gotowych 
elementów. Proces form owania musi rozpocząć się dokładnie w  momencie otrzymania 
gorącego półproduktu  [1 ]. Podobnie podczas p rodukcji n iektórych produktów  spożyw­
czych, ze w zględów  zarówno sanitarnych, ja k  i zachodzących procesów chem iczno- 
b io log icznych, niezbędne jest w ykonyw anie jednej czynności bezpośrednio po drugiej 
[2 ], Teoria złożoności obliczeniowej klasyczny problem  gniazdowy klasyfiku je  do gru­
py problem ów siln ie  N P-trudnych; dowód zawarty jes t w  pracy [3]. W  tej samej pra­
cy pokazane jest, iż  w  przypadku dodania ograniczenia bez czekania problem  także
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należy do tej samej klasy -  problem ów siln ie  N P-trudnych. Choć teoretyczna złożo­
ność obu w ariantów  analizowanego problemu jes t identyczna, to w ie lu  badaczy uważa, 
z praktycznego punktu w idzenia, problem  z ograniczeniem bez czekania za znacznie 
trudniejszy. W ynika to m iędzy innym i z faktu, iż  rozm iar instancji, które udaje się roz­
wiązać dokładnie, np. metodą podziału i ograniczeń, jes t znacznie m niejszy dla wariantu 
z ograniczeniem bez czekania. Przykładowo, w  pracy [4] pokazano a lgorytm  znajdują­
cy rozw iązanie optym alne w sensownym czasie dla instancji problem u bez czekania, w  
których rozm iar nie przekraczał 15 zadań w ykonyw anych na 5 maszynach łub 10 zadań 
w ykonyw anych na 10 maszynach. Ponadto różnego rodzaju a lgorytm y przybliżone, al­
gorytm  oparty na technice poszukiwań z zabronieniam i [5 ], a lgorytm  oparty na technice 
symulowanego wyżarzania [6] oraz algorytm  genetyczny z elementami symulowanego 
wyżarzania [7 ] dostarczają rozwiązań z dość dużym  błędem liczonym  względem  roz­
wiązań referencyjnych.

Na początku pracy omawia się pewną procedurę (zwaną procedurą H )  dedykowa­
ną problem ow i gniazdowemu z ograniczeniem bez czekania. Prezentowana procedura 
H  ma szerokie zastosowanie przy budowie zarówno a lgorytm ów  konstrukcyjnych, ja k  
i  a lgorytm ów  popraw. Procedura ta przy jm uje  jako  parametr permutację zadań zwaną 
dalej permutacją ładującą, może w ięc ona um oż liw ić  uzyskanie do r !  różnych rozw ią ­
zań, gdzie r  jes t liczbą szeregowanych zadań. Stosowanie procedury H  gwarantuje, iż  
dowolne ustawienie parametru sterującego uzyskanego przez a lgorytm  nadrzędny za­
wsze wygeneruje rozwiązanie dopuszczalne. Generowane rozw iązania są stosunkowo 
w ysokie j jakości w  sensie wartości fu n kc ji celu. Niestety, zdarza się, iż  podejście takie 
un iem ożliw ia  znalezienie rozw iązania optymalnego, nawet dla najlepie j dobranej per- 
m utacji ładującej.

W  pracy proponuje się dwa a lgorytm y H B B  i  H N E H  bazujące na wspomnianej 
procedurze H .  Prezentowane a lgorytm y został)' przebadane numerycznie na lite ra turo­
wej grupie przykładów  testowych. Pracę kończą w n iosk i autora na temat procedury H  
oraz proponowanych algorytm ów.

2. S fo rm u łow a n ie  p ro b le m u

Problem gniazdowy z ograniczeniem bez czekania można zamodelować ja k  k la ­
syczny problem  gniazdowy, wprowadzając dodatkowy warunek dotyczący dopuszczal­
ności rozwiązania. K lasyczny problem  gniazdowy można sform ułować w  następujący 
sposób:

Dany jest zb ió r zadań J  — { 1 , . . . ,  r } ,  zb ió r operacji O — { 1 , . . . ,  n }  oraz zb iór 
maszyn M  — { 1 , . . . ,  m } .  Z b ió r operacji podzie lony jes t na r  rozłącznych podzbio­
rów  odpowiadających poszczególnym zadaniom. Zadanie k  €  J  utożsamia się z zadaną 
sekwencją ok, operacji; T,keJ ok =  n. Sekwencja ta określa wymaganą kolejność w yko ­
nywania operacji zadania o numerze k  i  d la uproszczenia notacji p rzy jm uje  się, że ma 
ona następującą postać: j k +  1, jk  +  2 , . . . ,  j k +  ok, gdzie j k =  Y liZ i o, jes t liczbą ope­
rac ji w  zadaniach 1 , 2 , . . . ,  k  — 1 oraz j 0 =  0. Dodatkowo dla u ła tw ien ia  dalszej notacji 
ciąg operacji zadania k, tj. ( j k +  1, j k +  2 , . . .  , j k +  ok), oznaczmy przez Ok. Ponadto 
dla każdej operacji h €  O  określona jest jedna maszyna p (h ), na które j ma być ona 
wykonywana w  czasie pk >  0. Dodatkowo w modelu obowiązują trzy typowe, dla tego 
rodzaju problemów, ograniczenia:
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•  każda maszyna może wykonywać w  danej c h w ili nie w ięcej n iż jedną operację,

•  nie można jednocześnie wykonywać w ięcej n iż jednej operacji danego zadania w 
każdej c h w ili,

•  w ykonyw an ie  operacji na maszynie nie może być przerywane.

Uszeregowanie dopuszczalne definiowane jest przez momenty rozpoczęcia S(h) >  0 
oraz mom enty zakończenia C (h) — S(h) +  p(h) w ykonywania operacji h €  O takie, 
że wszystkie powyższe ograniczenia są spełnione. Problem polega na znalezieniu usze­
regowania dopuszczalnego m in im alizu jącego m oment wykonania wszystkich operacji 
m ax/i€o  C {h ). Zakładając dodatkowy wym óg:

•  bez czekania -  każda nie pierwsza operacja danego zadania musi rozpocząć się 
dokładnie w momencie zakończenia w ykonyw ania  operacji wcześniejszej tego sa­
mego zadania,

o trzym ujem y m odel problem u gniazdowego z ograniczeniem bez czekania oznaczanego 
w  notacji Grahama [8] przez J |n o  — w a it\C max.

Zauważm y teraz, że term in tk rozpoczęcia w ykonyw ania zadania k (moment roz­
poczęcia w ykonyw ania  pierwszej operacji tego zadania; 4  — )) określa precyzyj­
nie term iny rozpoczęć oraz zakończeń wykonyw ania  wszystkich operacji h €  Ok tego 
zadania. D la  przypadku bez czekania rozw iązanie problemu może w ięc być reprezento­
wane przez w ektor T  =  ( t i ,  ¿2, • ■ •, t r ) te rm inów  rozpoczęcia wykonyw ania  wszystkich 
zadań.

3. P rocedura  w ykonaw cza  H

Ogólna idea proponowanego algorytm u polega na tworzeniu rozw iązania przez 
systematyczne dokładanie zadań do częściowo utworzonego we wcześniejszych ite ­
racjach uszeregowania. Parametrem sterującym, mogącym być jednocześnie zmienną 
decyzyjną dla a lgorytm u nadrzędnego, jes t kolejność szeregowania zadań. Kolejność 
ta zwana jes t dalej permutacją ładującą i  oznaczana przez 7r =  7 r( l) , 7t(2), . . .  , i r ( r ) ,  
7r(ż) €  J , 1 <  fi <  r .  Z b ió r wszystkich m ożliw ych  perm utacji ładujących oznacza­
m y przez I I .  W  i- te j ite rac ji szeregowaniu poddawane zostaje zadanie o numerze 7r(i). 
Proces dodania zadania 7r(i) do częściowego harmonogramu polega na wyznaczeniu 
wszystkich m om entów rozpoczęcia S(h) oraz mom entów zakończenia C (h) w ykony­
wania się każdej operacji tego zadania h €  O ^ y  Raz uszeregowane zadanie nie zm ie­
n ia ju ż  swego położenia w  harmonogramie, tzn. wyznaczone w  i- te j iteracji momenty 
S (h) i C (h ), h  6  0 _ (z) będą momentami rozpoczęcia i zakończenia wykonyw ania  się 
tych operacji w  końcowym  uszeregowaniu. W  i- te j ite racji sposób wyznaczenia m o­
m entów rozpoczęcia i zakończenia operacji zadania oblicza się względem m ożliw ie  
najmniejszego (spełniającego wszystkie wymagane ograniczenia) momentu t ^ )  >  0 
rozpoczęcia w ykonywania się zadania. Zauważmy, że każda permutacja ładująca (per- 
mutacja zbioru J )  defin iu je  dokładnie jedno uszeregowanie, co w ięcej, uszeregowanie to 
jes t zawsze dopuszczalne, a w yn ika  to bezpośrednio ze sposobu jego  konstrukcji. Z ło ­
żoność obliczeniowa przedstawionej procedury H  wynosi 0 (n 2N ), gdzie N  oznacza 
najw iększą liczbę operacji wykonywanych na tej samej maszynie w  pojedynczym  zada­
n iu; N  -  m a x jej  rnaxk£,\t\{h : /¿(/¿) =  k ,h  €  O j} | .  W  literaturowych przykładach 
testowych N  =  1.
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4. A lg o ry tm  H B B

A lg o ry tm  H B B  jest a lgorytm em  dwupoziom ow ym , w któ rym  procedura nad­
rzędna, oparta na metodzie podziału i ograniczeń, w ybiera najlepsze m ożliw e  wystero­
wanie dla procedury H . Złożoność samego a lgorytm u sterującego jes t ponadwielom ia- 
nowa. Praktyczne zastosowanie algorytm u H B B  kończy się na przykładach o rozm iarze 
do 10 zadań. N iem nie j dla niniejszej pracy opisywany tu a lgorytm  jest bardzo ważny, bo 
za jego pomocą można oszacować średnią odległość (w  sensie wartości fu n kc ji celu od 
rozwiązania optymalnego), na jaką  mogą się zbliżać się a lgorytm y oparte na rozw iąza­
niach generowanych procedurą H .

5. A lg o ry tm  H N E H

Konstrukcyjny a lgorytm  H N E H  je s t także algorytm em  dw upoziom ow ym . Pro­
cedura H  generująca rozwiązanie została opisana powyżej, natomiast członem  ste­
rującym  jest a lgorytm  N E H  110]. A lgo ry tm  N E H  dedykowany jes t permutacyj- 
nemu problem ow i przepływowem u, w  k tó rym  to problem ie (przy typow ym  modelu 
perm utacyjno-gra fow ym ) zmienną decyzyjną jest permutacja zadań. Ponieważ parame­
trem sterującym algorytm u wykonawczego H  jes t także permutacja zadań, m ożliw e  b y ­
ło  bezpośrednie zastosowanie a lgorytm u N E H  w  jego oryginalnej form ie. Niestety, w  
zw iązku z brakiem  w ykryc ia  praktycznych re lac ji pom iędzy perm utacjam i sterującym i 
a długością otrzym ywanych uszeregowań autorow i nie udało się stworzyć akceleracji 
analogicznych do akceleracji powszechnie stosowanych w  przypadku permutacyjnego 
problemu przepływowego. Ostatecznie złożoność obliczeniowa algorytm u H N E H  w y ­
nosi 0 ( r 2n2N ).

6. B adan ia  num eryczne

Jak ju ż  wcześniej wspominano, nawet sprawdzenie wszystkich m ożliw ych  per- 
m utacji ładujących prezentowanej procedury H  n ie daje gwarancji znalezienia rozw ią ­
zania optymalnego. Niestety, autorow i nie udało się przeprowadzić teoretycznej analizy 
najgorszego przypadku tego zagadnienia. Jednakże wykonane badania numeryczne dają 
wyobrażenie o skali tego zjawiska. Interesujące jes t zarówno, ja k  często zdarza się, aby 
najlepsze m ożliw e do otrzym ania rozwiązanie (oznaczmy je  a **) nie by ło  rozwiązaniem 
optym alnym , oznaczonym a* oraz ja k i jes t średni błąd wartości fu n kc ji celu rozwiązań 
a ** względem  wartości fu nkc ji celu rozwiązań optym alnych. Żeby odpowiedzieć sobie 
na tak postawione pytania, należy dysponować m oż liw ie  dużą serią instancji o znanych 
wartościach fu n kc ji celu rozwiązań optym alnych oraz należy znać wartości fu n kc ji celu 
najlepszych m ożliw ych  do wygenerowania rozw iązań a**. W  tym  celu posłużono się 
22 lite ra tu row ym i przykładam i znanymi pod nazwami La01-La05 , L a l6 -L a 2 0 , O rb O l-  
O rb lO , Ft06 i F tlO . D la  tych przykładów  znane są rozw iązania optym alne osiągnięte 
a lgorytm em  opartym  na technice podziału i ograniczeń [4 ], Równocześnie liczba zadań 
w  tych przykładach nie przekracza 10, r  <  10, co um ożliw ia  zastosowanie a lgorytm u 
H B B .

Niech C alg oznacza wartość długości uszeregowania rozw iązania otrzymanego 
a lgorytm em  alg. Badano otrzymane wartości fu nkc ji celu względem wartości C OPT
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Tabela 1
Wartości funkcji celu oraz błąd <5[%] względem rozwiązań optymalnych

Przykład r  x  m ę O P T q H B B ę V N S q H N E H S H B B ¿ V N S ¿ H N E H

ft06 6 x 6 73 73 73 73 0,0 0,0 0,0
ftlO 10x10 1607 1810 1607 1683 12,6 0,0 4,7
laOl 971 1064 975 1273 9,6 0,4 31,1
la02 937 1011 961 1116 7,9 2,6 19,1
Ia03 10x5 820 973 820 898 18,7 0,0 9,5
Ia04 887 1020 887 973 15,0 0,0 9,7
Ia05 777 861 781 861 10,8 0,5 10,8
la 16 1575 1673 1575 1905 6,2 0,0 21,0
lal 7 1371 1556 1384 1492 13,5 0,9 8,8
lal 8 10x10 1417 1713 1417 1910 20,9 0,0 34,8
la 19 1482 1786 1482 1903 20,5 0,0 28,4
la20 1526 1795 1526 1526 17,6 0,0 0,0
orbOl 1615 1927 1615 1799 19,3 0,0 11,4
orb02 1485 1814 1485 1684 22,2 0,0 13,4
orb03 10x10 1599 1603 1599 1871 0,3 0,0 17,0
orb04 1653 1898 1653 2006 14,8 0,0 21,4
orb05 1363 1490 1370 1499 9,3 0,5 10,0
orb06 1555 1790 1555 1912 15,1 0,0 23,0
orb07 689 777 705 823 12,8 2,3 19,4
orb08 10x10 1319 1319 1319 1420 0,0 0,0 7,7
orb09 1445 1742 1445 1744 20,6 0,0 20,7
orblO 1557 1843 1557 1760 18,4 0,0 13,0

Średnia 13,0 0,3 15,2

optym alnych rozwiązań odczytanych z pracy [4 ,7 ], Wartości C VNS dla poszczególnych 
instancji zaczerpnięto z prac [9, 7 ], a wartość C HBB i C HNEH otrzymano, stosując 
prezentowane algorytm y. Następnie dla każdej instancji policzono względne błędy roz­
wiązań uzyskane ko le jnym i a lgorytm am i dla C REf =  C OP1,

r^alg   s~iREF

óalQ =  c r e f  100%> al9 €  { V N S ’ H B B ' H N E H } .  (1)

Otrzymane rezultaty zostały zawarte w  tabeli 1. Dodatkowo w  tabeli tej zawarta jest 
in form acja  o rozmiarze instancji oraz średnie wartości analizowanych błędów.

W  drugim  eksperymencie porównano jakość generowanych rozwiązań otrzym a­
nych algorytm em  H N E H  w  stosunku do rozwiązań uzyskanych przez a lgorytm  V N S . 
Badania przeprowadzone zostały na 50 instancjach testowych zwanych w  literaturze 
Ia 0 6 -la l5 , Ia21-la40, swv01-sw v20. Instancje te są znacznie większe n iż instancje uży­
te w  pierwszym  teście, liczba zadań zm ienia się w  nich od 15 do 50. Ze względu na 
nieznaną wartość rozwiązań optym alnych jakość a lgorytm ów  m ierzona jes t względem 
rozwiązań referencyjnych zaczerpniętych z pracy [7 ], B rak przeprowadzonej analizy 
czasów pracy a lgorytm u H N E H  w yn ika  z ograniczonego rozm iaru pub likacji. N api­
szę ty lko , iż  sumaryczny czas obliczeń wszystkich prezentowanych w pracy przykładów  
w ynosił około  5 s (na komputerze klasy PC z procesorem Pentium D 2.8GHz).
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Tabela 2
Wartości funkcji celu oraz błąd ń[%] względem rozwiązań referencyjnych

Przykład C R E F C VNS q H N E H 5 v n s g H N E I t Przykład C R E F C VNS q H N E U 5 v n s j H N E H

15 x  5 15 x  15
la06 1863 1431 1453 -23.2 -22.0 la36 4526 3199 3140 -29.3 -30.6
la07 1965 1366 1358 -30.5 -30.9 la37 4766 3665 3778 -23.1 -20.7
la08 1910 1390 1424 -27.2 -25.4 la3S 4426 3002 3300 -32.2 -25.4
Ia09 2189 1586 1580 -27.5 -27.8 la39 4295 3347 3401 -22.1 -20.8
la 10 2045 1527 1578 -25.3 -22.8 la40 4099 3365 3265 -17.9 -20.3
20 x  5 20 x  10
la l i 2821 1915 1906 -32.1 -32.4 swv01 3824 2631 2558 -31.2 -33.1
la 12 2434 1694 1623 -30.4 -33.3 swv02 3800 2705 2751 -28.8 -27.6
la 13 2650 1907 1843 -28.0 -30.5 swv03 3797 2703 2636 -28.8 -30.6
lal4 2662 2313 1893 -13.1 -28.9 swv04 3895 2735 2892 -29.8 -25.8
la 15 2765 1898 1996 -31.4 -27.8 swv05 3836 2734 2627 -28.7 -31.5
15 x 10 20 x 15
la21 3574 2496 2451 -30.2 -31.4 swv06 5163 3757 3905 -27.2 -24.4
ta22 2879 2210 2213 -23.2 -23.1 swv07 5076 3505 3813 -30.9 -24.9
la23 3228 2397 2506 -25.7 -22.4 swv08 5547 3943 4022 -28.9 -27.5
Ia24 3075 2455 2339 -20.2 -23.9 swv09 5117 3705 3647 -27.6 -28.7
la25 2985 2344 2332 -21.5 -21.9 sw vl0 5347 3898 4104 -27.1 -23.2
20 x  10 50 x 10
la26 4268 3194 3228 -25.2 -24.4 swvl 1 9258 5878 6107 -36.5 -34.0
la27 4674 3286 3384 -29.7 -27.6 sw vl2 9243 6023 6156 -34.8 -33.4
la28 4478 3134 3210 -30.0 -28.3 swv 13 9480 5967 6418 -37.1 -32.3
la29 4117 2838 2913 -31.1 -29.2 sw vl4 9450 5834 6263 -38.3 -33.7
la30 4097 3217 3167 -21.5 -22.7 sw vl5 9247 5743 6078 -37.9 -34.3
30 x  10 50 x  10
la31 6519 4070 4286 -37.6 -34.3 sw vl6 10659 6899 6773 -35.3 -36.5
Ia32 6912 4476 4918 -35.2 -28.8 sw vl7 10003 6522 6380 -34.8 -36.2
la33 6454 4361 4472 -32.4 -30.7 sw vl8 10102 6470 6618 -36.0 -34.5
la34 6380 4447 4294 -30.3 -32.7 sw vl9 10055 6697 6888 -33.4 -31.5
la35 6563 4378 4356 -33.3 -33.6 swv20 10663 6509 6615 -39.0 -38.0
Średnia -29.4 -28.7

7. Podsum ow anie

Z  przeprowadzonych badań w ynika, iż  sytuacje, w  których nie można osiągnąć 
rozwiązania optymalnego procedurą H , to około 30% przykładów. Jednakże średnia od­
ległość w  sensie wartości fu n kc ji celu rozwiązań najlepszych m ożliw ych  do osiągnięcia 
przez procedurę H  do rozwiązań optym alnych jest mała i wynosi około  0,3%. Prze­
prowadzone testy dają wyobrażenie o stosunkowo n iew ie lk ie j niedogodności zjawiska 
pom ijania rozwiązań optym alnych przez a lgorytm y bazujące na tej procedurze. P rzykła­
dowy algorytm  H N E H  powstały ze znanego algorytm u N E H  i procedury I I  daje roz­
w iązania prawie 30% lepsze niż literaturowe heurystyki konstrukcyjne. Ponadto jakość 
generowanych rozwiązań jes t na poziom ie algorytm u zstępującego, ja k im  jest V N S .
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A b s tra c t

The paper deals w ith  some solution constructive procedure fo r  a jo b  shop p ro ­
blem  w ith  the n o -w a it constraint and a makespan criterion. The solution constructive 
procedure, called H  procedure, is contro lled by a jo b  permutation, called loading per­
mutation. The H  procedure generates r !  ( r  -  is the number o f  tasks) high quality, in  
criterion sense, solutions.

A lgorithm s given in  the paper (H B B  and H N E H )  consist o f  two levels. A t the 
h igh level, there is a certain heuristic a lgorithm  called the master a lgorithm  and at the low  
level, there is the H  procedure. The master a lgorithm  chooses a loading permutation fo r 
the H  procedure. In H B B  the master a lgorithm  is based on a brand and bound method, 
in  H N E H  the master a lgorithm  is a w e ll-kn o w n  from  literature the N E H  a lgorithm . 
Com putational results show very high effic iency o f  the proposed algorithms.


