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OPTYMALNE ROZMIESZCZENIE CZUJNIKOW POMIAROWYCH
DLA LINIOWEGO UKLADU O PARAMETRACH ROZtOZONYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiony zostat problem optymalnego rozmieszczenia
czujnikdw pomiarowych dla liniowego uktadu o parametrach roztozonych opisanego
réwnaniem rézniczkowym czastkowym typu parabolicznego ze znanymi warto$ciami
wiasnymi oraz funkcjami wiasnymi. Przedstawiony jest rdwniez sposéb wyznaczenia
przyblizenia warunku poczatkowego.

THE OPTIMUM EXPERIMENTAL DESIGN PROBLEM FOR LINEAR DIS-
TRIBUTED PARAMETER SYSTEMS

Summary. The optimum experimental design problem for linear distributed parame-
ter systems described by linear parabolic equations with known eigenfunctions and ei-
genvalues is considered. The approach, based on appropriate optimization techniques,
shows how to construct and determine the initial state.

1. Wstep

Procesy opisane liniowymi parabolicznymi réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi
z r6znego typu warunkami brzegowymi sg uktadami dynamicznymi, ktérych stan zalezy nie
tylko od czasu, ale réwniez od zmiennych przestrzennych. Bardzo waznym zagadnieniem z
punktu widzenia teorii sterowania jest kompletna wiedza na temat stanu takiego systemu, jed-
nak dysponujac jedynie okreslong iloScig czujnikdw pomiarowych nie mozna okresli¢ stanu
systemu w dowolnym punkcie przestrzeni. W tym przypadku konieczne jest okreslenie po-
czatkowego stanu systemu o parametrach roztozonych na podstawie wynikéw pomiaréw z
odpowiednio rozmieszczonych czujnikow. Pojawia sie tutaj problem lokalizacji czujnikéw

pomiarowych w przestrzeni.
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W ogélnym przypadku wyznaczenie poczatkowego stanu uktadu dysponujac danymi z
czujnikow pomiarowych jest trudne, poniewaz rozwigzanie parabolicznego réwnania roznicz-
kowego czastkowego jest przedstawione w postaci szeregu nieskoriczonego.

Zaproponowany spos6b wyznaczenia stanu poczatkowego uktadu polega na zatozeniu okre-

$lonej postaci warunku poczatkowego:
wO0)=£/W 0).

gdzie WytfOj-sktadowa warunku poczatkowego.

Posta¢ sktadowych warunku poczatkowego wrfO) powinna zapewni¢ rozwigzanie
réwnania rézniczkowego czastkowego w postaci sumy skonczonej. Wtedy na podstawie da-
nych pomiarowych z odpowiednio rozmieszczonych czujnikbw mozna dokonaé estymacji
parametréw /?*, wyznaczajac jednoczesnie aproksymacyjnie warunek poczatkowy w(0). Skia-
dowe Wk(0) powinny jednoczesnie umozliwié¢ przyblizenie warunku poczatkowego, co moze
by¢ zapewnione poprzez przyjecie odpowiednio duzej liczby n funkcji sktadowych Wk(0),
k=l,...,n. Przy doborze tych funkcji mozna réwniez wykorzysta¢ dostepne informacje o kon-
kretnym procesie technologicznym, dla ktérego wyznaczamy warunek poczatkowy.

Nowym aspektem w niniejszej publikacji jest propozycja metody doboru sktadowych
wrfO) tak, aby w prosty sposéb wyznaczy¢ optymalne rozmieszczenie czujnikéw pomiaro-
wych, bez koniecznosci stosowania skomplikowanych numerycznie metod. Dla wyznaczone-
go w ten sposdb przyblizenia warunku poczatkowego otrzymujemy jednoczesnie postaé roz-
wigzania rownania rézniczkowego czastkowego w postaci sumy skonczonej, co pozwala na
analityczne okreslenie stanu ukiadu w(t,x) dla dowolnych parametrow czasowych t i prze-
strzennych x. Przyblizenie warunku poczatkowego powoduje jednocze$nie uzyskanie przy-
blizonej postaci rozwigzania réwnania rozniczkowego. Doktadnos$é tego przyblizenia oraz
jego wplyw na sterowanie obiektem zalezg od ilosci sktadowych zawartych w zatozonym
warunku poczatkowym oraz odpowiedniego ich doboru. Zagadnienia te zostang zbadane i

przedstawione w odrebnej publikacji.

2. Opis systemu

Niech X oznacza ograniczong dziedzine 2-wymiarowej przestrzeni. (W niniejszej pu-
blikacji rozwazany bedzie obszar prostokata o bokach dtugosci a, b.). S jest brzegiem obszaru

X. Wektor wspétrzednych przestrzennych oznaczamy x=(xi,xj).
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Rozwazmy liniowe paraboliczne rdwnanie r6zniczkowe czastkowe:
v X) = Aw(tx) - a(x)w(t.x), 1)
0

gdzie t- czas, a A oznacza Laplasian dany wzorem:

d2 d2
(&)2 " (&2)%

Zatézmy, ze q(x) jest ciagla funkcja okreslong dla xe X (X =X<uS). Réwnania réznicz-
kowe tego typu opisujg wiele typowych uktadéw dynamicznych o parametrach roztozonych

stosowanych praktycznie.
2.1. Warunki poczatkowe i brzegowe

Warunki poczatkowe dla rownania (1) dane sa wzorem:

limw(t, x) = WO(x) wO(x) =w(0) e L2(X),

gdzie L2(X) oznacza przestrzen Hilberta funkcji catkowalnych z kwadratem w obszarze X. W

0g6Inym przypadku warunki brzegowe mozna opisa¢ rownaniem:
a(o(f,0 +(l-a (o0 )c’)‘v" =0, 2
gdzie £e.S, a funkcja a(¢j) nalezy do klasy C2oraz spetnia warunek:

0<a(C)¢ 1

v-wektor normalny do brzegu S.
2.2. Funkcje wiasne i wartosci wiasne

Z réwnaniem rdézniczkowym czastkowym (1) mozna zwigza¢ nieograniczony liniowy
operator r6zniczkowy A zdefiniowany nastepujgco [1]:
Aw(x) = Aw(X) - M(x)w(x)

Dziedzina D(A) operatora A jest postaci:
D(A) = [w(x) 6 L2(X), Aw(x) - q(x)w(x) e L2(1),a (()~,0 +(L- - 0j

Dla operatora”™ definiuje sie funkcje wiasne wij(x) i-1,2,3...
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oraz warto$ci wiasne i-i=1,2,3..., dla ktérych uktad réwnar liniowych
Awi(x) =s,Wi(x) i=1,2,3...
ma niezerowe rozwigzania Wi(x)£ 0.

Zbior wszystkich wartosci wasnych operatora A {si i-1,2,3..} nazywa sie widmem
punktowym operatora A i oznacza ap(A). Kazdej wartosci wiasnej Si i-1,2,3... odpowiada
uktad funkcji whasnych:

{<WWW - % w),

gdzie m5<oojest krotnoscig wartosci wasnej s..
3. Rozwigzanie réwnania i dobdr postaci warunku poczgtkowego

Wiadomo, ze przypadek wielokrotnych warto$ci wiasnych jest przypadkiem rzadkim,
wiec dla uproszczenia zaktadamy krotnosci wartosci wtasnych m,=Il. Uzywany ponizej po-
dwajny sposob indeksowania ij oraz kl wynika z zatozonej dwuwymiarowej przestrzeni X.

Wtedy rozwigzanie réwnania (1) z warunkami brzegowymi (2) mozna przedstawi¢ w postaci:

00

WESLXR) = expliyD(), ) x Wi
H j-\

(K® =0
a,j - wspoétczynniki Fouriera
w(0)=Wo(x) - warunek poczatkowy
Wij = Wij (x) - funkcje wiasne operatora A
x=[xi,Xj.
Przyblizajac warunek poczatkowy w(0) suma funkcji wiasnych wu(x) operatora A z

odpowiednimi wspétczynnikami pu w nastepujacy sposob:

‘KO = ti\/f:!i , @)

gdzie:
wki(0)=wu(0,x)
Wki(O) - sktadowa warunku poczatkowego odpowiadajgca funkcji wtasnej wu(x) opera-
tora A,

otrzymujemy:
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'k
J( *1w

Poniewaz uktad funkcji wiasnych Wyjest ortogonalny, wiec as * Otylko dla i=k, j-I,
otrzymujemy wspdtczynniki asroézne od zera tylko dla sktadowych ij odpowiadajacych in-

deksom k,I warunku poczatkowego puwu(O) (pozbywamy sie sumy nieskonczonej dla indek-
sOw ij). Oznaczajac:

«w = Pu [ HWW(0)ife
X

««= A ««

«« = jwuwu(
X

w zaleznosci od ilosci przyjetych sktadowych n”ni, w warunku poczatkowym w(0) odpo-
wiedz uktadu (1) mozna przedstawi¢ w postaci liniowej ze wzgledu na parametry /2«

A
wi(t, x],x2) = puduwu (x,,x2)exp(jnd @)
*= 3

4. Estymacja parametrow J3

W przypadku liniowego wzgledem wektora parametréw p=[plt...,P J Tmodelu odpo-
wiedzi uktadu (1) opisanego wzorem (4) proces obserwacji mozna zapisa¢ w postaci:
z(x,t) = FT(x,t) B+ e(x,t), te [0,tf] x=[xbx2],
gdzie:
z(x,t)—fz(x",1),..., z(x?,t)] T- wektor sygnatu z N czujnikow,
P~ m - wymiarowy wektor parametrow, PeRm
e(x,t)-[e(x! s(d’t)]T- biaty szum o zerowej wartosci $redniej w czasie i kowariancji:
E{e(x,t)J(x,nN}=C(x,x,0)S(t-T)
S oznacza delte Diraca, a macierz C(x,t) e RN\jest symetryczna i dodatnio okreslona dla
kazdego te.T
FO)=Lf(X',1), ..., f(A1)]
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fFOXS0)= [F0C0) e i—...N
fi(x\t)=a'uwu (x ‘) exp(sut), j=1,2,...m,
indeksy k=I...tiu 1=1...ni przy warunku odpowiadajg sktadowej odpowiadajacej in-

deksom kIl warunku poczatkowego (3),
x,1X2..., XP oznaczajg potozenie poszczegolnych czujnikéw o wartosciach nalezacych do ob-
szaru X<zR2, ktdre przy estymacji parametréw J3sg znane i ustalone.
Problem estymacji parametrow jest nastepujacy:

Znajac historie {F(x,t)}m[o,tf] oraz {z(x,t)}tz[o,tf] nalezy znalez¢ sposréd wszystkich mozli-
wych wektorow parametrow fi taki, ktory minimalizuje wazone Kryterium najmniejszych
kwadratéw [6,10]:

i

J{P) =ir J[z(*,0 - Fr(x,t)P)TC-" (x,t)[z(x,t) - FT{x,t)p]dt
0

Rozwigzanie mozna przedstawi¢ w postaci:

b = (JFO)C- G, )TNty FE (X, HC-*(x,0)z(x, Dt
0 0

Wtedy

E{p}=p

oraz

cov{/?} =E{(P- p)Cp-P)t) = {JF{x,t)C-\x,t) FT{x,t)dty' =M~

0
m X m wymiarowa macierz
'
M{X[ xN)=j>(x,t)C~"(x,t)F T(x,t)dt
0

jest informacyjng macierzg Fishera [5,7,9,10], ajej elementy zalezg od lokalizacji czujnikdw.
5. Optymalne rozmieszczenie czujnikéw pomiarowych

Macierz M jest informacyjng macierza Fishera (FIM), ktéra nie zalezy od wektora

obserwacji z(x,t), lecz od rozmieszczenia czujnikbw pomiarowych x* , x2..., xP. Problem
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optymalizacji polega na ,,najlepszym” rozmieszczeniu czujnikow (w sensie cov{/3}, to znaczy
maksymalizujgcym ilo$¢ informacji otrzymanych podczas eksperymentu).
Zadanie polega na takim doborze punktdw x ', x2..., X2, aby zminimalizowa¢ pewna zato-

zongskalarng funkcje y [10] bazujacana informacyjnej macierzy Fishera M Stad:

y[IM(x ,X2..., x?)]-> min

x\..,xs
Stosujgc dodatkowe upraszczajgce zatozenia:
C=a1l,
gdzie/ jest N x N - wymiarowa macierzgjednostkowa, a cr odgrywa role statego odchylenia

standardowego btedéw pomiarowych, otrzymujemy nastepujgca posta¢ macierzy FIM:

i
M(x"',x2,....xn) =-"\F (x",x2,...xN,t) FT(x\x 2,....xN,t)dt =Y jMj(xj),
croi 1.\
gdzie:
M JI{xi) =-+J ]1f(xJ,t)fT(xJ,t)dt
a o
Aby zwigkszanie ilosci punktow pomiarowych x*,i=1,2,...N nie wptywato na macierz

M(x1.X2... X?), wprowadzamy przy zatozeniu cr = 1 usredniong (znormalizowang) posta¢ ma-

cierzy FIM [6,10]:
M(x",x2,...xN) =f jMj(xJ)=-"-fj ]f(xJ,t)fT(xJ,t)dt (5)

m Ntf y3 o0

Poniewaz optymalizujemy rozmieszczenie czujnikéw pomiarowych, zastosowanie
postaci (5) macierzy FIM jest uzasadnione. Przyktadowo umieszczenie w jednym punkcie N
czujnikobw pomiarowych zmieni posta¢ minimalizowanej funkcji y[M(x* ,x2... x?)], nie be-
dzie jednak prowadzi¢ do osiggniecia optymalnego rozwigzania. Pozwoli nam to poréwnywac
wskaznik jakosci y[M(x!, x2... xf)] dla r6znych rozmieszczer oraz r6znych ilosci punktéw

pomiarowych.

6. Wyznaczanie optymalnego rozmieszczenia czujnikéw pomiarowych

Ponizej przedstawione zostana teoria minimalizacji skalarnej funkcji bazujacej na In-

formacyjnej Macierzy Fishera M oraz algorytm numeryczny pozwalajgcy w ogoélnym przy-
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padku wyznaczy¢ optymalne rozmieszczenie czujnikéw pomiarowych. Zagadnienia te zostaty
szczegbtowo opisane w literaturze [2,3,4,8,10,11], dlatego w niniejszej publikacji przedsta-
wiono je skrétowo.

Wprowadzmy zbiér zmiennych okre$lajacych rozmieszczenie czujnikéw £

**l
[pt,p ... PNJ
N
\/qpi:i pi>0>

gdzie:
X', X2..., XM potozenie poszczeg6lnych czujnikéw
Pi,P2, /ty-wspdiczynniki wagowe dla poszczeg6lnych czujnikow
J-friw ).

Przyjety formalizm zapisu rozmieszczenia czujnikéw pomiarowych £ zostat zastoso-
wany do teorii estymacji projektowania eksperymentu dla uktadéw o parametrach roztozo-
nych w poéznych latach 70. oraz wczesnych 80. Poniewaz niektére punkty x' moga pojawiac
sie wielokrotnie w optymalnym rozmieszczeniu, wspdtczynniki wagowe p, mozna interpre-
towac jako procentowy udziat punktu x“w projektowanym eksperymencie.

Woprowadzenie tak zdefiniowanego rozmieszczenia czujnikow £ pozwala w prosty

sposob zapisa¢ znormalizowang macierz FIM:

mtr) =I>,7-\W 3 f1(x",tdt
M tf O

6.1. Minimalizacja skalarnej funkcji bazujacej na Informacyjnej Macierzy
Fishera M [M(a)]-"min)

Uzyjemy symbolu a(X) opisujacego przestrzen wszystkich prawdopodobnych pomia-
row w zbiorze X, to znaczy wszystkich mozliwych rozmieszczen czujnikéw pomiarowych.
Istnieje skoriczona rzeczywista liczba q taka, ze [10]

[M@]<g< <x}=Z(q)*0
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Dla kazdego ee E(q) oraz %e E(X) istnieje pochodna kierunkowa [10] zdefiniowana naste-

pujaco:
dX

Biorgc pod uwage fakt, ze funkcja Y jest rdzniczkowalna wzgledem poszczegdlnych

elementéw macierzy FIM, pochodngkierunkowa mozna zapisa¢ w postaci [10]:

& T [M(&M(S)-M(QJ=\"rac”)Y (x)]-tracm4)m)]"(dx)

= j{<*£)-Kx,e% {dx),

X

gdzie:

y (i)= SHA)
dMm

Y (x):%iff(x,t)fT(x,t)dt
If 0

Macierz Y(x) mozna interpretowac jako macierz FIM okre$long dla pojedynczego czujnika
zlokalizowanego w punkcie xe X .

Metoda iteracyjna polega na dodawaniu do zbioru czujnikdw pomiarowych , wy-
znaczonych w k-tej iteracji, kolejnego punktu pomiarowego zdefiniowanego jako pomiaru
skoncentrowanego w punkcie x e X [10]. W tej sytuacji uzyte ponizej oznaczenie £ mozna
interpretowac jako rozmieszczenie czujnikéw w k-tej iteracji, a x jako rozmieszczenie skon-

centrowane w pojedynczym punkcie xe X . Oznaczajac

Hx,e) =c($)-<fi(x,$),

gdzie:
c(E) =-tracej(*)M(")] - zalezy od aktualnego rozmieszczenia £,

i
c,£) = -tracAWIE)Y(jc)] = jEr(x,i)¥Mf(x,i)di - funkcja czutosci zalezy od aktu-
‘o

alnego rozmieszczenia czujnikéw £oraz od zmiennej r e i, ktérg mozna réwniez interpre-

towac jako rozmieszczenie skoncentrowane w pojedynczym punkcie x€ X .
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Dla optymalnego rozmieszczenia czujnikdw [10] uzyskujemy:
rxneixn AN*>0=0
W dalszych rozwazaniach przyjmujemy nastepujaco zdefiniowang funkcje ¥ [M(e)]
(kryterium D-optymalne):
¥ [M(Q]=-In det M(Q
Kryterium D-optymalne jest niezmiennicze wzgledem zmiany skali parametréw oraz liniowej

transformacji wyjscia czujnikéw [10], a ponadto:

Vp(E) _ 3¥(M) d Indet(Af) 1 o6det(M)

=-Ar'(£),
dMm dMm det(M) dM =10

poniewaz

M~ = d_et(AM) (MD)T,

M © - dopetnienie algebraiczne macierzy M oraz

Sdet(Af)

=M d={Md)t
M {Mad)

(M jest macierzg symetryczng). Wtedy zachodzg nastepujace rownosci:
#x,3) = -i- } T(x,t)M-\E)f{x,t)dt
Vo

c(p)=m

wi-wymiar wektora parametrow p

i wo
W og6lnym przypadku algorytm wyznaczania optymalnego rozmieszczenia czujnikéw
pomiarowych [4,8,10,11] polega na dodawaniu w k-tej iteracji nowego punktu pomiarowego

zlokalizowanego w punkcie x*eJf, dla ktdrego ¥ [M(xk)] (oparte na macierzy FEM dla

pojedynczego punktu pomiarowegoxk :argm§x<f>{x,%<)) jest optymalne przy uwzglednieniu
xg
dotychczasowego rozmieszczenia E. Nalezy zauwazyé, ze wprowadzenie tego punktu

zmniejszy wskaznik jakosci ¥ [M(Ek+i)J-
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Wprowadzenie funkcji czutosci >(xQoraz funkcji c(Q, dzieki ktérej mozemy okresli¢
warunek zatrzymania iteracji, umozliwia nam stosowanie takiej procedury.

Poniewaz warunek poczatkowy jest przyblizony przez sume skoficzong odpowiednio
dobranych funkcji wiasnych, ktére sg funkcjami harmonicznymi, optymalne rozmieszczenie
czujnikow pomiarowych znajduje sie w punktach odpowiadajgcych ekstremom warunku po-
czatkowego lub punktom siodlowym. Z tego powodu nie ma koniecznosci poszukiwania
optymalnego rozmieszczenia z zastosowaniem algorytmu.

Algorytm zostanie zastosowany jedynie do sprawdzenia, czy rozmieszczenie optymal-
ne, uzyskane przez dobranie punktow odpowiadajgcych ekstremom warunku poczatkowego
przy zatozonych wartosciach wszystkich parametrow pk=1 (k-1,2...,m), jest prawidtowe.
Rozmieszczenie czujnikéw wstepnie zostanie przyjete w punktach odpowiadajgcych ekstre-
mum globalnemu warunku poczatkowego w obszarze X oraz punktach do niego symetrycz-
nych wzgledem osi przecinajagcych w odpowiednim podziale wartosci a i b (zaleznym od
harmonicznych zatozonego warunku poczatkowego) z jednakowymi wagami. Wartosci a i b
stanowig dtugosci bokéw prostokata ograniczajacego obszarp

W przypadku nieuzyskania w ten sposéb optymalnego rozmieszczenia nalezy dokona¢
wyliczenia funkcji czutosci % Q i na tej podstawie uzupetni¢ rozmieszczenie £ o dodatko-
we punkty, ktére bedg widoczne jako dodatkowe maksima funkcji czuto$ci, mogace odpo-
wiadac np. punktowi siodtowemu warunku poczatkowego.

W zamieszczonych ponizej przyktadach opisany w literaturze algorytm zostat zasto-
sowany jako sprawdzenie wtasciwego doboru warunku poczatkowego, to znaczy, ze przyjmu-
jac za startowe rozmieszczenie czujnikéw ¢jojako punkty dobrane w sposob opisany powyzej,
algorytm powinien zakoriczy¢ sie po jednej iteracji.

Takie podejscie do wyznaczenia optymalnego rozmieszczenia jest mozliwe dzigki
odpowiedniemu doborowi postaci warunku poczatkowego jako liniowej kombinacji funkcji
wiasnych. Utatwia obliczenia oraz skraca czas obliczen, zaoszczedzajac wielokrotnego nume-
rycznego wyznaczania maksimow funkcji czutosci. Zachodzi jedynie konieczno$¢ wyznacze-
nia ekstremow oraz punktow siodtowych warunku poczatkowego przy zatozeniu wartosci
wszystkich parametrow pk=1 (k=1,2...,m).

Ponizej skrotowo zostat przedstawiony mechanizm algorytmu poszukiwania optymal-

nego rozmieszczenia czujnikéw w og6lnym przypadku.
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6.2. Opis algorytmu

Kroki
Wybieramy startowe rozmieszczenie czujnikow , dla ktérego detM(Ed)+0 oraz do-
datnig liczbe T}«1 iustawiamy k=lI.
Krok 2
Wyznaczamy x° = arg max ).
Jezeli @, ™)< c("k)+ 4, wtedy STOP.
W dalszych obliczeniach przyjmujemy:
y[M(Q]=-In det M(E) - minimalizowana funkcja oparta na FIM .
Krok 3
Jezeli warunek stopu w kroku 2 nie jest spetniony, wéwczas dla 0<Xk<l wyznaczamy
nowe rozmieszczenie czujnikéw £5+j=(1-A/J ¢ jk+Ak<k,

gdzie e°k-rozmieszczenie czujnikow skoncentrowane w punkcie x°.

Podstawiamy k=k+1 i powracamy do kroku 2.

7. Przykiad
Uktad dynamiczny opisany jest réwnaniem czastkowym typu parabolicznego:

~Ndaw(f,x,,x2) | daw(t,x,,x2)

(6)
gdzie obszar X, w ktorym okreslone réwnanie (6) jest prostokatem:
0<x <a
0<x2<b
z zerowymi warunkami brzegowymi Dirichleta
iw(t,0,x2) =w(/,a,x2) =0
(@)

(w(f,x,,0) = w(/,x,,0) =0

W celu zapewnienia krotnosci wartosci wiasnych m,=1 zaktadamy, ze:
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a*b

A liczba niewymierna

Z réwnaniem rézniczkowym czastkowym (6) mozemy zwigza¢ nieograniczony operator roz-

niczkowy A zdefiniowany nastepujaco [1]:

ax; dx2
Dziedzina D(A) operatora A jest postaci:

fw(">0,x2) = w(t,a,x2) =0

D{A) =tw(x) e L2(X ), Aw(x, ,x2) e Lr (X), W(x.0) = W(lx.Z5) = 0

Wartosci i funkcje wiasne operatora A sg postaci [1]:

(@ %X
Sii= -¥2 L-+]-
az b2 ij=.2...

w = —%:sih(m x,)sr'n('ln—:
mJab a b
2
Wigczajgc wspdtczynnik - normalizujgcy wartosci wtasne wy do parametréw p uzysku-
nJ

jemy warunek poczatkowy w postaci:

Il

(0) = sin(—Ysin(—"%%), >
a b

zatem
kY T ljr
w(°) = sin(— *i)sin(— X2)
m m a b

Wtedy rozwigzanie réwnania rézniczkowego (6) jest postaci:

w(r, X,,X2) = Em " pua uwu(X,,x2)exp(5w) (8)
R
Wykorzystujac dostepne informacje o konkretnym procesie technologicznym, ktory
jest opisany réwnaniem rézniczkowym czastkowym (1), mozna zmodyfikowac posta¢ warun-
ku poczatkowego w(0) pomijajac niektdre sktadniki sumy okreslonej przez réwnanie (3). Po-

woduje to analogiczng zmiane postaci rozwigzania réwnania (6) okre$lonego wzorem (8).
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Postepujac w ten sposob zmniejszamy wymiar wektora /3eRm Doktadnos¢ tego przyblizenia
oraz jego wptyw na sterowanie obiektem zaleza od ilosci sktadowych zawartych w zatozo-
nym warunku poczatkowym oraz odpowiednim ich doborze. Zagadnienia te zostang zbadane i
przedstawione w odrebnej publikaciji.

Uwzgledniajgc posta¢ rozwigzania rownania rézniczkowego czastkowego okreslone

wzorem (8), obserwacje dla pojedynczego punktu pomiarowego mozna zapisa¢ nastepujaco:

z(t)=f(x?,t)Tp+e(t), i=I,...,N,
gdzie:
f(x',t)= [a'uwtl(xi)&xp(skit), 1T =[x, 1) f x=[xu x3
x\x2 jin
au =P u\ \wu (*I-*2)sin(— JC)sin(— x2)dx2dx2
00 a b
<U=Pu*"

Elementy m - wymiarowego wektoraf(x‘t) z indeksami k oraz / odpowiadajg wybranym in-
deksom rozwigzania rownania (6) okre$lonego wzorem (8) oraz warunku poczatkowego zapi-

sanego w 0golnej postaci nastepujgco:

") =4 0 0

Obliczenia przeprowadzono dla parametréw:
a=n
b=I
tf=0.1
r|=0.02 - warunek stopu.

Rozmieszczenie czujnikdw Ep wstepnie zostato przyjete w punktach odpowiadajgcych
ekstremum globalnemu warunku poczatkowego w obszarze X oraz punktach do niego syme-
trycznych wzgledem osi przecinajgcych w potowie wartosci a oraz b ( ktére stanowig dtugo-
$ci bokdw prostokata ograniczajgcego obszarp z jednakowymi wagami.

W ten spos6b wyznaczony punkt startowy ¢jojest rozmieszczeniem optymalnym, jezeli algo-
rytm zostanie zakonczony po 1 iteracji.

W przypadku nieuzyskania w ten sposéb optymalnego rozmieszczenia nalezy dokonaé

wyznaczenia funkcji czutosci <F(xE) i na tej podstawie nalezy uzupetni¢ rozmieszczenie E o
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dodatkowe punkty, ktére bedg widoczne jako dodatkowe maksima funkcji czutosci, mogace

odpowiadac np. punktowi siodtowemu warunku poczatkowego.

7.1. Obliczenia

W celu uproszczenia formy zapisu model warunku poczatkowego mozna przedstawic¢
jako zbidr wybranych indekséw k oraz / funkcji wiasnych wykorzystanych przy jego tworze-

niu. Niech

a)  (k,D={(1);(1,2)}
Wtedy

w(0,xxx2) = /2, sin(— )sin(* x2) +/32sin(—x,)sin(*x2)
a b a 'b

MPiM t
f(x\t) =[f,,(x,t), f,2(x5)]T xI=[x/, X4
Na rysunku 1 przedstawiony jest wykres \W2(0,xi,X2), to znaczy kwadratu zatozonego modelu

warunku poczatkowego.

Rys. 1. Wykres w2(0,xi,X2)
Fig. 1. Graph of w2(0,xi,X2)

Wyznaczone numerycznie ekstrema w2(0,xi,X2) znajduja sie w punktach:
x'=[1.5708 0.2979] - ekstremum globalne w2(0,x)=3,0982
x2=[1.5708 0.8192] - ekstremum lokalne w2(0,x9=0,1362
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Przyjmujac za Eo punkt odpowiadajacy ekstremum globalnemu oraz do niego syme-
tryczny wzgledem osi przecinajacej w potowie dtugosci a obszar X (tak jak opisano wyzej), z

jednakowymi wagami, otrzymujemy:

(1.5707;0.2979)  (1.5707; 0.7020)
1/2 172

oraz:
r|=0.02 - warunek stopu (w naszym przypadku poprawnosci wyznaczenia optymalnego roz-
mieszczenia).

Stad otrzymujemy nastepujace wskazniki:

1) maksimum globalne funkcji czutosci meix<f>(x,5<) = 2.0033405,

2) *F[M(E)]=-Indet M(EQ = 3.4887784.
Warunek stopu ri=0.02(c(Ei)=2) zostat spetniony przy pierwszej iteracji, wiec mozna uznaé
Epza rozmieszczenie optymalne.
Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono funkcje czutosci dla rozmieszczenia Eo (rys.2) oraz

graficznie przedstawiono punkty odpowiadajace eo oraz ekstremom w2(0,xi,X2) (rys. 3).

25

Rys. 2. Funkcje czutosci dla rozmieszczenia ED

Fig. 2. Sensitivity function for the design Ep
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4 rozmieszczenie
optymalne

O maksima warunku
poczatkowego

Rys. 3. Rozmieszczenie ekstremdw warunku poczgtkowego oraz punktéw odpowiada-
jacych rozmieszczeniu optymalnemu

Fig. 3. Extremum of the initial condition and the optimal design

b) (k.N={(11):(1.2);(2,2)}*

w(0,x,,x2) = /?, sin(—x,)sin(™-x2) + /?12sin(—x,)sin %’\XZ) + [72sin(— x,)sin (" x2)
a b a a b

Na rysunku 4 przedstawiony jest wykres w2(0,xi,X2), to znaczy kwadratu zatozonego modelu

warunku poczatkowego.

Rys. 4. Wykres w2(0,xt,x2)
Fig. 4. Graph of w2(0,xi,xz)



188 D. Szewczyk

Wyznaczone numerycznie ekstrema w2(0,xi,x* znajduja sie w punktach:
x'=[1.0244 0.2754] - ekstremum globalne  w2(0,x")=5,6196
x2=[2.3390 0.6507] - ekstremum lokalne w2(0,x3=0,7526
x3=[0.8428 0.7761]-ekstremum lokalne w2(0,x3=1,5521

Przyjmujac za ¢opunkt odpowiadajgcy ekstremum globalnemu oraz do niego syme-
tryczne wzgledem osi przecinajgcych w potowie dlugosci a oraz b obszar X (tak jak opisano
wyzej), z jednakowymi wagami:

1.0244;0.2754 1.0244;0.7245 2.1171;0.7245 2.1171;0.2754
1/4 1/4 4 14

oraz:
ri=0.02 - warunek stopu, (w naszym przypadku poprawnos$ci wyznaczenia optymalnego roz-
mieszczenia). Stad otrzymujemy nastepujace wskazniki:

1) maksimum globalne funkcji czutosci mgx<j>{x,Ek) =3.0181,

2) T [M(£)]=-In det Mfo) =6.5537181.
Warunek stopu r|=0.02 (c("~=3) zostat spetniony przy pierwszej iteracji, wiec mozna uznaé
& za rozmieszczenie optymalne.
Na rysunkach 5 i 6 przedstawiono funkcje czutosci dla rozmieszczenia Ep(rys.5) oraz

graficznie przedstawiono punkty odpowiadajgce £0 oraz ekstremom w2(0,xi,x"), (rys. 6).

Rys. 5. Funkcje czutosci dla rozmieszczenia ¢jo

Fig. 5. Sensitivity function for the design Eg
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¢ rozmieszczenie
optymalne

0O maksima warunku
poczatkowego

Rys. 6. Rozmieszczenie ekstreméw warunku poczatkowego oraz punktéw odpowiada-
jacych rozmieszczeniu optymalnemu

Fig. 6. Extremum of the initial condition and the optimal design
c) (kD={(1.1;(2,2)} w(0,x,,x2)=Pu sin(—xx)sm£b-x2)+Pn sin(— x,)sin (b"x2)
a a

Na rysunku 7 przedstawiony jest wykres w2(0,xi,X2), to znaczy kwadratu zatozonego

modelu warunku poczatkowego.

Rys. 7. Wykres w2(0,xi,X2)
Fig. 7. Graph of w2(0,xj,X2)
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Wyznaczone numerycznie ekstrema w2(0,xi,X2) znajdujg sie w punktach:
x'=[0.911 0.2902] - ekstremum globalne  w2(0,x)=2,4414
x2=[2.482 0.2097] - ekstremum lokalne  \2(0,x2=0,3164
x3=[0.659 0.7902] - ekstremum lokalne  w2(0,x3=0,3164
x4=[2.229 0.7097] - ekstremum globalne w2(0,x4-2,4414

Przyjmujac za Ep punkt odpowiadajacy ekstremum globalnemu orazdo niego syme-
tryczne wzgledem osi przecinajacych w potowie dtugosci a oraz b obszar X (tak jakopisano
wyzej), z jednakowymi wagami:

0.911;0,2902 0.911; 0.7097 2.229;0.2902 2.229;0.7097
#.= 4 4 4 4
oraz:
r|=0.02 - warunek stopu (w naszym przypadku poprawnos$ci wyznaczenia optymalnego roz-
mieszczenia). Stad otrzymujemy nastepujace wskazniki:

1) maksimum globalne funkcji czutosci max"(x,E*) =2.5599908,

2) W[M(E)]=-In det M (& =4.1001268.
Warunek stopu r|=0.02 (c(~=2) nie zostat spetniony przy pierwszej iteracji, wiec

dokonujemy wyznaczenia funkcji czutodci € B) (rys. 8).

3~

Rys. 8. Funkcje czutosci dla rozmieszczenia ¢

Fig. 8. Sensitivity function for the design Ep
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Na podstawie funkcji czutosci 9% () mozna zauwazy¢, ze do rozmieszczenia opty-
malnego nalezy doda¢ punkt odpowiadajacy punktowi siodtowemu x=[1.5708 0.5]. Ponie-
waz warunek poczatkowy posiada dwa symetryczne ekstrema globalne, mozna zmniejszy¢
ilos¢ punktow optymalnego rozwiazania (redukujac odpowiadajgce jednemu z ekstreméw)
sumujac ich wagi. Przyjmujemy za ¢(p rozmieszczenie:

1.5708;0.5 0.911;0.290 0.911;0.709
0.2 0.4 0.4

oraz:
r|=0.02 - warunek stopu (w naszym przypadku poprawno$ci wyznaczenia optymalnego roz-
mieszczenia). Stad otrzymujemy nastepujace wskazniki:

1) maksimum globalne funkcji czutosci max <>(x, %) =2.0139331,

2) 'P [M(E)]~In detMfo) =4.0517190.
Warunek stopu r|=0.02 (c(£i)=2) zostat spetniony przy pierwszej iteracji, wiec mozna uzna¢
¢il za rozmieszczenie optymalne.
Na rysunkach 9 i 10 przedstawiono funkcje czutosci dla rozmieszczenia Ej (rys.9)

oraz graficznie przedstawiono punkty odpowiadajace Ei oraz ekstremom w2(0,xi,xt) (rys. 10).

Rys. 9. Funkcje czutosci dla rozmieszczenia

Fig. 9. Sensitivity function for the design
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¢ rozmieszczenie
optymalne

O maksima warunku
poczatkowego

x1

Rys. 10. Rozmieszczenie ekstremow warunku poczatkowego oraz punktéw odpowia-
dajacych rozmieszczeniu optymalnemu

Fig. 10. Extremum of the initial condition and the optimal design

8. Whnioski

W przedstawionych przyktadach obliczenia numeryczne zostaty dokonane za pomoca
standartowych narzedzi MATLABA. Doktadno$¢ wyznaczenia optymalnego rozmieszczenia
czujnikéw zalezy od dokladnosci wyznaczenia ekstreméw zatozonego warunku poczatkowe-
go. W przypadku nieuzyskania zatozonej dokfadnosci wyznaczania optymalnego rozmiesz-
czenia 4 nalezy zwiekszy¢ dokladno$¢ wyznaczenia ekstremOw warunku poczatkowego (w
powyzszych przyktadach maksymalny btad bezwzgledny wyznaczania zmiennych niezalez-
nych x wynosit 0.0001).

Metode mozna zastosowaé rowniez dla bardziej skomplikowanych obszaréw X o
wiekszej wymiarowos$ci oraz dla mieszanych warunkéw brzegowych. Jedynym ogranicze-
niem jest znajomos$¢ funkcji wiasnych oraz wartosci wiasnych operatora rézniczkowego A,
ktére jednak dla wiekszosci typowych uktadéw opisanych réwnaniami rézniczkowymi czast-
kowymi sg wyznaczone i stabelaryzowane [1].

Ponadto nalezy podkresli¢, ze przedstawiona metoda pozwala szybko znalez¢ opty-
malne rozmieszczenie. Dla r6znych kombinacji modelu warunku poczatkowego rozmieszcze-

nia te mozna tatwo stabelaiyzowac.
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Przyblizenie warunku poczatkowego powoduje jednoczesnie uzyskanie przyblizonej

postaci rozwigzania réwnania rézniczkowego. Doktadnos¢ tego przyblizenia oraz jego wptyw

na sterowanie obiektem zalezg od ilosci sktadowych zawartych w zatozonym warunku po-

czatkowym oraz odpowiedniego ich doboru. Zagadnienia te zostang zbadane i przedstawione

w odrebnej publikaciji.
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Abstract

One of main purposes of control systems is the determination of the system state func-
tions. In order to construct feedback control for an optimal control problem or for a stabiliza-
bility problem, the complete knowledge about the state functions is required. But the state
functions may not be directly measurable, and often is it possible to obtain only some other
observations. Therefore the system state function should be determined from the measured
data. This problem is very important from theoretical and practical point of view for theory of
control systems.

The system state function can be uniquely determined from the initial state, therefore
determination of the initial state from the known observed measured data assures determina-
tion of the state function.

Distributed parameter systems are dynamical system whose state depends not only on
time but also on spatial coordinates. Appropriate mathematical modeling of distributed pa-
rameter systems yields most often partial differential equations.

The inability to take distributed measurements of process states leads to the question
where to locate sensors so that the information content of the resulting signals with respect to
the distributed state and partial differential equations model be as high as possible. This is an
appending problem since in most applications these locations of sensors is not necessarily
dictated by physical considerations or by intuitions and, therefore, some systematic ap-
proaches should still be developed in order to reduce the cost of instrumentation and to in-
crease the efficiency of identifiers.

In this paper we consider a class of distributed parameter systems described by linear
parabolic equations with known eigenfunctions and eigenvalues. The approach, based on ap-
propriate optimization techniques, shows how to construct the initial state.

The proposed method consist in assumption of definite form of the initial condition:

WO =£/W 0)
=1
where WK(0)- component of initial condition

Form of the initial condition wk(0) should assure solution differential partial equation
in the form of finite series. Then on the basis of results of measurements from suitably dis-
posed sensors is possible execute the estimation of parameters /?*, simultaneously calculate

approximate the initial condition w(0).



