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PORÓWNANIE METOD WYZNACZANIA NAPRĘŻEŃ 
W WIRUJĄCYCH TARCZACH W WARUNKACH PEŁZANIA

Streszczenie. W pracy kokonano przeglądu metod wyznaozania roz
kładu naprężeń w wirujących tarczach w warunkach pełzania. Podano 
algorytmy obliczeniowe. Na przykładzie konkretnej tarczy porównano 
uzyskane rezultaty.

Wysokie temperatury czynników roboczych stosowanych w maszynach prze
pływowych wymagają uwzględnienia przy projektowaniu elementów tych maszyn 
zjawiska pełzania. Zjawisko to powodującej wystąpienie znacznych odkształceń 
trwałych ma decydujący wpływ na trwałość i niezawodność pracy całej maszy
ny, a w szczególności wirnika. Zagadnienia związane z projektowaniem 
w warunkach pełzania przedstawiono w jl, 2, 3, , 12]
W pracy [i i] przedstawiono model wytrzymałościowy wirnika wentylatora 
wysokotemperaturowego z uwzględnieniem pełzania, natomiast w |]12] omówio
no wpływ ceoh konstrukcyjrtyoh i temperatury ozynnika na żywotność wirnika 
wentylatora. W niniejszej pracy dokonano przeglądu metod obliczeniowych 
stosowanych do określenia rozkładu naprężeń w wirujących tarczach syme
trycznych. Przyjęto, że w tarczy panuje płaski stan naprężenia. Do okreś
lenia zależności wiążących naprężenia z odkształceniami w warunkaoh peł
zania wykorzystano formuły wynikające z teorii starzenia [5, 11'

n,a,k - współczynniki zależne od temperatury.
V następnyoh punktach omówiono poszczególne metody i podano algorytmy 
obliozeniowe.

1. Wstęp

(1)

= a + kt

gdzie x 
t - czas,
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2 . Meto da o ał ko /o - i t o rac y jn a

Podstawowymi równaniami wykorzystywanymi w tej metodzie są:
- równanie równo-./agi sil

d(r h <o ) 2 2
------- i---<S. h + p o >  r h  = 0 (2 )dr * v '

- warunek nierozdzielności

0ó‘t
«t - £ r + r - ^ r  = 0 (3)

- związki między składowymi naprężeń i odkształceń

£r = ¡i, (6r - ert) (4)

£t = ̂  (*t - * (5)

gdzie:

j&= (6)

Całkując równanie (2 ) w granicach od promienia RQ otworu tax»czy do pro
mienia bieżącego otrzymamy:

r

&r = KF ( J 5’t h d r - p o Ro ho - i )  (7 )

gdzie:
Rz - promień obrzeża zewnętrznego,
Rq ~ promień obrzeża wewnętrznego,
PQ - ciśnienie w otworze piasty,
hQ — szerokość piasty na promieniu Rq ,

Ro

Wprowadzając do warunku nierozdzielności związki (h), (5), w których przy
jęto 1?= 0,5, a następnie całkując po promieniu tak otrzymana wyrażeni©
dos tajemy:
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r
(2 £ft - <ir) = C . exp ( - 3  J“ y )  (9)

k o

gdzie:
C - stała całkowania ^vyznaczona z wanmku na brzegu zewnętrznym (dla

r = Rb 0r = 6 R )

(10)°t

Przyjmując, ża przebieg procesu pełzania jest zgodny z prawem (i) oraz 
wykorzystując do określenia €> warunek Iluben. Misesa otrzymamy:

o R h + p R h + <$„ *7
2— L ° - s  (n)

1 ^  dr
gdzie: Rq \/ £>

? - ”\ i  1 r i r r  • »  <~= • f <” >
\j (2-t) (1-r + f 2) - a -  Rc

2 ^ h r2 dr (13)i R = P  Ol2 J
Ro

h = h(R )n ' n'

hz =h<Rz>

Przy zastosowaniu w miejsce warunku Rubera-Misesa warunku maksymalnego 
naprężenia stycznego przy założeniach 6 ^ > ć>r > 0 wielkość *7 okreś
lamy z zależności:

i
1 -?  dr ( 14)
2 r7 s V * exp (“3 j' R

Biorąc pod uwagę fakt, że funkcja £«ł może być przedstawiona w postaci 
iloczynu 2 funkcji: jednej £2 1 zależnej od temperatury, a drugiej £2 2 
zależnej od czasu oraz przyjmując równomierne nagrzewanie tarczy (£2  ̂ nie 
zależy od promienia) otrzymamy ostatecznie:



Równania (l5)j (l6) roxi/iąr/y,iane metodą kolejnych przybliżeń pozwalają 
określić wartości naprężeń składowych ustalonego pełzania materiału tar
czy.

3• Metoda izochrcnjoźnych krzy>ycl. pełzania

Idea tej metody polega na wielokrotnym powtarzahdu rozwiązań a sprężys
tego z wykorzystaniom zastępczych stałych materiałowych

= E (g± , 6  ± , t) i>z = v> (.¿± , <°it t) t - czas

Zastępcze stałe określamy następująco [_9] :

¿ f i

Ez '  —  3---  O?)
2 (1 + ■? ) + (1 - 2 i ) F ~ -

1 1 " 2v* gl
<9 = 1 + V1 ~E~ i£V' ( 1 6 )
=5 ^ . 1 - 2? S i *

2 + r v r -  F - 7 7

V praktyce często przyjmuje się wartość współczynnika Poissona za stałą 
równą dla odkształceń plastycznych 0,5, Przy określeniu zależności po
między intensywnością naprężeń 6 . korzystamy z izochronicznych krzywych 
pełzania [5] t których analityczną postać możemy również uzyskać ze związ
ków teorii starzenia.
Procedura obliozeniowa wg powyższej metody ma postać [3] i
- obliczamy tarczę jako sprężystą (Ez = E, v>z = O ) znajdując składo

we naprężeń oraz intensywność naprężeń t>, ,
# 1- mając dane oraz v>̂ obliczamy ć if

- wykorzystując analityczną postać izoclironicznych l^rzywych pełzania oraz 
wartość £ znajdujemy 6 ,

- wstawiając wartość oraz do wzorów (1 7 ) i (18) określamy nowe
wartośoi E„, ■? .z z
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Powyższy proces powtarzamy do momentu ustalenia się wartości naprężeń 
oraz zastępczych stałych Ê ., >?z.

k . Metoda odkształceń początkowych (initial strains)

Metoda ta umożliwia uwzględnienie w obliczeniach spadku naprężeń od 
wartości w stanie sprężystym do wartości w warunkach pełzania ustalonego. 
Podobnie jak poprzednio wykorzystujemy równanie równowagi (2) i warunek 
nierozdzielności (3). Natomiast związki między naprężeniem i odkształ
ceniem przedstawiamy w postaci;

Kolejnym związkiem wykorzystywanym w tej metodzie jest zriie-.no-. przyros-

Algorytm rozwiązania powyższego układu równań polega na przyjęciu kroku

Następnie przyjmujemy nową wartośó At i postępujemy Jak poprzednio, 
przy ozym , £t° równe są A £^° i A £^c z poprzednich kroków
czasowych.

(19)

(2 O)

(22)

(23)

tu odkształceń A £° od przyrostu czasu At, Zależność tąką a.c iemy 
otrzymać z równania (O#
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5« Przybliż ona metoda Wahla

Przybliżony sposób podany przez Wahla [i] umożliwia bezpośrednie wy- 
znaczenie naprężeń w tarczy z otworom« Do wyznaczania związku między na- 
prężcmiami 1 odkształceniami zastosowano warunek maksyma Ino,;; o naprężonia 
stycznego oraz założono, żo odkształcenie następuje tylko w kier-niku mak
symalnego naprężenia stycznego,. W rozważanym zagadnieniu mamy Q t > 0,
cc przy uwzględnieniu (i) dajei

(2*0

Frssyjęcie dodatkowego uproszczenia, ża 11 = const (oo nie odnosi się do 
tarou pełnych a jest tylko przybliżeniem dla tarcz z otworem) pozwala
w powiązaniu ze związkiem (2) otrzymać równania:

R
h R 6 -h R <$- 4 p h o> 2r2dr o o o z z R Ko----------- Ff

i“2 _ Jhr ~ ri dr
i
R

- 1
lir dr- p Ł hr dr+h R 6'0 o o

Rz
h R i  - h R 1  - f P h co2r2dro o o z z R t Ao

R
hr dr

(2 5 )

(2 6)

6o Wyznaczenie naprężeń w wirujących tarczach na podstawie 
przedstawionych algorytmów

W celu porównania omówionych algorytmów przeprowadzono obliczenia 
wirujących tarcz o stałej i zmiennej grubości. Do obliczeń przyjęto:

- promień obrzeża zewnętrznego tarczy R^ - 0,35
- promień obrzeża wewnętrznego tarczy Rq = 0,05 m,
- prędkośó kątowa td = ^20 1/s,
- warunki brzegowe: dla r = Rq oQ = 0,

dla r = Rz SR = 0,
- gęstość materiału tarczy P = 7800 kg/m",

-1 2- współczynniki funkcji pełzaniowej: a = 8,779 * 1 0  ,
k = 3,962ł . 10-\

Pozostałe dane podano na rysunkach.
Rozkład naprężeń w stanie sprężystym oraz w warunkach pełzania dla tarczy 
o stałej grubości przedstawia rys. 1, natomiast dla tarczy o zmiennej 
grubości rys. U. Do obliczeń stosowano metodę całkowo-iteracyjną.
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Rys, 1, Rozkład naprężeń w stanie sprężystym i w warunkach pełzaniu dla
tarczy o stałej grubości

Fig, 1, Stresses distribution in elastic state and creeping conditions in 
the disc of the constat tbiokness
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Rys. 2. Zmiana naprężeń promieniowych <S dla tarczy o stałej grubości
Fig. 2. Changes of radial stresses for the disc of the constant thickness
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Rys. 3. Zmiana naprężeń obwodowych <3̂  dla tarczy o stałej gruboóci
Fig. 3. Changes of hoop stresses for the diso of the oonstant thioknese
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, h=Q01m
IT“1   --

ï*ys , Rozkiad naprp^eïi vr S'taniô sprçzsystym x w warprikach pelzania dla
tarozy o zmiennej gruboéci

ïig* Distribution of stresses in the elastic state and in the creeping1
conditions for the disc of variable thickness



Porównani.© metod wyznaczania napręźeii w. * 97

;[ ^ c io i

Rys. 5. Zmiana naprężeń promieniowych ć>r dla tarczy o zmiennej grubości
Fig. 5. Changes of radial stresses for the diso of variable thickness
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11 ĥ^~QQ1 rn

Rys. 6. Zmiana naprężeń obwodowyoh (S dla tarczy o zmiennej grubośoi
Fig. 6. Changes of hoop stresses for the disc of the variable thickness
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Rys. 7. Zmiana naprężeń promieniowych dla tarozy o stalej rruheici (wy
kładnik pełzania n = 2 ¡, 33 ;

Fig. 7. Changes of radial stressas for the disos of oonstant thiokness
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Rys. 8. Zmiana naprężeń obwodowych dla tarczy o stałej grubości (wykład
nik pełzania n = 2,33)

Fig. 8.. Changes of hoop stresses for the disc of constant thickness
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Kolejne rysunki prezentują porównanie wartości smian naprężeń w stanie 
sprężystym oraz w warunkach pełzania uzyskane za pomocą omawianych algo
rytmów, Rys, 2 i rys. 5 przedstawiają zmianę naprężeń promieniowych 

s p -A<S = 6 — S_ , natomiast rys. 3 oraz rys, 6 zmianę naprężeń obwodo-
wych (srr , Ł>'t' - stan sprężysty, rfr , <it - peł
zania ),
¥ o c l u  porównania wpływu wykładnika pełzania n na zmiany naprężeń uzys
kanych za pomocą różnych metod przeprowadzono obliczenia tarcz o stałej 
grubości przy wykładniku pełzania n = 2,33, Rezultaty przedstawiają 
rys. 7 1 8 .
Ne. rysunkach przyjęto następujący opis metods

- metoda 1 - metoda calkowo-iteraćyjna wykorzystująca warunek Kubera-
Misesa,

- metoda 2 - metoda oałkowo-iteracyjna wykorzystująca warunek rjaskymalne-
go naprężenia s tyczne :<,

- metoda 3 - metoda izochronieznych. krzywych pełzania,
- metoda k - metoda odkształceń początkowych.
- metoda 5 — przybliżona metoda Wahla, dla taroa z otwa.reffl.

7. Analiza uzyskanych rezultatów

Uzyskana rozkłady naprężeń świadczą o dobrej zgodności wyników ot-pzy- 
raanych zł. pomocą różnych metod. Jedynie przybliżona metoda Wabł s. daje 
większą odchyłkę naprężeń w porównaniu z p o z o s t a ł y m i ?Tieco wyża3 war— 
tości naprężeń uzyskuje się również przy atoaowu&iu warunku m  i r  tloiigo 
naprężenia stycznego. Pozostałe ‘rzy metody dają zbliżona * vlki i. to bas 
względu na wartość 'wykładnika pełzania ii» Metoda odkształcaj'; ząt-cc— 
wych wymaga jednak bardzo długich czasów obliczeń oraz eksr rys- .Salnego 
doboru kroku czasowego. Natomiast metoda oałkowo— iterać ;yjna z v ;rTikiem 
Hubora-Misesa prowadzi przy bardziej złożonych konstrukcjach do tkumpli- 
kowanych układów równań.
Stosunkowo prostą w zastosowaniach numerycznych jest metoda \oehroniez- 
nych krzywych pełzania. Opracowany w oparciu o tę metodę alg ; .'tm ,moż~ 
liwia dokonywania obliczeń również w zakresach plastycznych.

LITERATURA

[1] Filmie I.. Heller V. ę Pełzanie materiałów kons trakcyjnych. VNT, War
szawa 1 9 6 2.

[2] Kraus K. 2 Groep analyais, John ¥iley and Sons, New Tork 1980.
[3 I Remianiuszko I., Birgar J.: Resoziety na prooznost -wraszosajus:«» 

ozioha ja diekow. Muszinostrojenija, Moskwa 1978.



102 A. Rus in

p»] Malinin N.N. : Rascziety na połzucziest elementów maszinostroitiel- 
nych konst ruke ji. Maszinostrojendje, Moskwa 1981.

[5] Malinin N.N., Rżysko X.! Mechanika materiałów, PWN, Warszawa 1981.
¡6] Malinin N.N.! Procznost turbomaszin. Maszgiz, Moskwa 1962.
[7] Mendelson A., Hirschberg M. , Manson S.: A general approach to the 

practical solution af creep problems. Transaction of ASME vol. 81D 
1959.

[8] Wahl A., Sankey G. , Manjoine M.: Creep tests of rotating disks at 
elevated temperature and comparison with theory. Journal of applied 
raechanies. 195*1.

[9] Kosman G. , Rusin A. : Analiza naprężeń w w i m k u  wentylatora promie
niowego z uwzględnieniem pełzania. Praca naukowo-badawcza, Gliwice
198U.

[jo] Kosman G. , Rusin A.: Model wytrzymało ściowy wirnika wentylatora wy
sokotemperaturowego z uwzględnieniem pełzania. Zeszyty Naukowe Poli
techniki Śląskiej "Energetyka", z, 91, Gliwice 1985.

[11] Kosman G. , Rusin A.: Wpływ cech konstrukcyjnych i temperatury prze
pływającego czynnika na żywotność wirnika wentylatora. Zeszyty 
Naukowe Politechniki Śląskiej "Energetyka" z. 91, Gliwice 1985.

[12] Chmielniak T. , Kosman G. , Witkowski A., Rusin A.: Basic constructio
nal problems of high—temperature fans and examples of their solut
ion 8th Conference on Fluid Machinery Budapest 1987.

Recenzent: Doc. dr inż, Jan Radwański

Wpłynęło w lipcu 1987.

CPAHEHHE METO A, OB OUPĘHEJISHUH HAHKDKEHHli BO BEAIi&MiiHXCn ¡¿¡HTAX 
B yCJIOBKHX nOJIS/iSCTH

P  e 3 ¡0 m  e
B p a S o t e  nan o63op M e io s o B  onpej,ejieHna pacnpeneneHfl Hanpar.eHHk bo 

B p a u a io n sK X O H  naiax b y o j i o B i i a x  noJi3ywecm. IIpHBenenH p a c w e T H Ł ie  ajiropKTMH, 
Ha npHMepe KOHKpeiHoro m m a  opaBneHbi nojiyweHiine pe3yjiBTaTH.

COMPARISON OF METHODS OF STRESSES ASSIGNMENTS IN ROTATING 
DISKS IN CREEPING CONDITIONS

S u m m a r y

The survey of methods of assignment of stresses distribution in rota- 
ting discs in creeping conditions is given. Calculation algorithms are 
given. The results are compared taking the exaraplery disc into account.


