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O STABILNOSCI DYSKRETNYCH I CIAGLYCH UKLADOW LINIOWYCH
O ZMIENNYCH SKOKOWO WSPOLCZYNNIKACH*

Streszczenie. W pracy przedstawiono problem stabilnosci dla dyskretnych
i ciggtych uktadéw liniowych o zmiennych wspétczynnikach w czasie, w ktorych
funkcja przelaczajaca jest przedziatami stata. Dla takich uktadéw wyznaczone
zostaty warunki stabilnosci za pomocg wyktadnikéw Lapunowa.

ABOUT STABILITY OF LINEAR TIME-VARYING SYSTEMS WITH
DISCRETE AND CONTINUOUS TIME

Summary. In this paper stability of discrete and continuous time-varying linear
systems with piecewise constant switching signal is presented. For such systems
the stability conditions are proposed with the aid of Lapunov exponent.

1. Wprowadzenie

W ukladach automatyki jednym z kluczowych zagadnien podczas
konstruowania, budowania, a nastepnie podczas badan lub symulacji i okre$lania
nastaw parametrow jest sprawdzenie, czy badany uktad jest stabilny, oraz okreslenie
zakresu nastaw parametréw, dla ktdrych uktad jest stabilny.

W pracy omowione zostang uklady liniowe o zmiennych skokowo
wspotczynnikach. Okreslone zostang warunki stabilnosci dla takich uktadéw zaréwno
dyskretnych, jak i ciggtych opisanych réwnaniami postaci:

An+1)= A(dx(¢?) dla n>0 (1)

A= 14afi) dla t>0 (2)
z odpowiadajgcym warunkiem poczatkowym x(0) = x0. Dla funkcji przetaczajacej a

przedziatami statej, gdzie w danym przedziale dziatanie uktadu opisane jest przez statg
macierz stanu A zalezng od chwili n, rozwigzaniem réwnania (1) jest:

x(n+l1, a")= A(n)A(n-\)A(n-2)-..m4(0)x(0). €]
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Przy tych samych zatozeniach o funkcji a w przypadku réwnan rdézniczkowych
rozwigzanie (2) ma postac:

Al AD)= [E4™X_)el,-X, ") =...«e/(X,)JA(0), (4)

gdzie chwile tn i=1,2,... sg chronologicznymi chwilami czasu, w ktoérych nastepuja

kolejne przetgczenia.
Dla uktaddéw ciggtych warunki stabilnosci wyznaczone zostang zgodnie z podang
ponizej definicjg. Dla uktadéw dyskretnych poda¢ mozna analogiczng definicje.

Definicja 1. Uklad (2) nazywamy asymptotycznie stabilnym, jezeli spetniony
jest warunek:

X limx(t, x0) =0. (5)

W uktadach liniowych stacjonarnych réwnania opisujace dziatanie uktadu maja
state wspdtczynniki. Oznacza to, ze w dowolnej chwili czasu badany ukfad opisany
jest tylko jedng, niezmienng w czasie macierzg stanu. Dla takich uktadéw, zaréwno
ciggtych, jak i dyskretnych, znane sa warunki stabilnosci [1,2,3]. Jedna z metod
okreslania stabilnosci ukladéw wyrazona jest przez wartosci wiasne macierzy
opisujacej dziatanie catego uktadu stacjonarnego. W przypadku uktadéw dyskretnych
warunek stabilnosci jest taki, aby wszystkie wartosci wiasne macierzy znajdowaty sie
we wnetrzu kota jednostkowego, natomiast dla uktadéw ciggtych warunek stabilnosci
jest taki, aby wszystkie one lezaly w lewej potptaszczyznie.

W przypadku rozpatrywania uktadéw liniowych niestacjonarnych opisanych
wzorami (1) lub (2), opisanych niejedna, lecz wieloma macierzami stanu, okre$lenie,
czy dany ukiad jest czy nie jest stabilny, nie jest zadaniem trywialnym, a znalezione
warunki stabilnosci sg bardziej skomplikowane. O ile w literaturze podawane sa
warunki stabilnosci dla uktadéw stacjonarnych, dla uktadéw niestacjonarnych sg one
caty czas poszukiwane. Problem okreslenia warunkéw stabilnosci dla zdefiniowanych
uktadow (1) i (2) staje sie problemem znacznie bardziej ztozonym i wymaga
wiekszych naktadéw obliczeniowych. Stabilno$é uktadéw z przetaczeniami zalezy
m.in. od rodzaju macierzy, miedzy ktérymi uktad sie przetgcza, czasu przebywania
uktadu w kazdym ze stan6w czy kolejnosci przetgczen.

W pracy okreslone zostang warunki stabilnosci za pomocg odpowiednio
zdefiniowanych wyktadnikéw Lapunowa.

Definicja 2. Wykfadnikiem Lapunowa dla uktadéw dyskretnych nazywamy
wartos¢

|
Ad(x0)=\im\x(n,x0]ni (6)

dzie lim oznacza granice gorna.
g om g € gorng

Twierdzenie 1. Uktad dyskretny (1) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy [4]:
Y Ad(x0) <\. (7)
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Definicja 3. Wykfadnikiem Lapunowa dla uktaddw ciggtych nazywamy warto$é
(8)

Twierdzenie 2. Uktad ciggly (2) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy [4]:
V. Ac(x0)<0. O

2. Liniowy uktad ciggty — przypadek jednowymiarowy
Rozpatrzmy przypadek skalamy réwnania (2), gdzie uktad opisany jest przez:

att)=aa(®Af) dla t>0 (10)

z warunkiem poczatkowym a(o)=a0* 0, w ktorym funkcja przetaczajgca
a :[o,00)-> (l,.,.,k) jest lewostronnie ciggta i przedziatami stata. Niech at,a2,...
oznaczajg kolejne punkty nieciggtosci funkcji cr, ktére bedziemy nazywaé réwniez
chwilami przetgczen. Wéweczas na kazdym z przedziatow (a,,aM] funkcja cor jest

stata i przyjmuje warto$¢ aa(aM)e {a,,a2...,ak}, i=0,,....

Dla ustalonego t>0 oznaczmy przez n(t0) liczbe elementow zbioru
{/e N :a, <t}, tzn. n(t0) jest liczbg przetaczen do chwili t0. Ponadto zbior {t:a(t)=1i),
dla i=l,...,k jest sumg przedziatow; oznaczmy ich gczng dtugos¢ przez r/f). Liczbe
T,{t) bedziemy nazywa¢ czasem przebywania w stanie i do chwili t.
Dla tych oznaczen rozwigzanie rdwnania (10) ma postac:

(11)
Logarytmujac obie strony i korzystajac z wiasnosci logarytméw, otrzymamy:

I a0)=T,(0a +t2A)a2+... + rk(t)a, + Inwa . (12)

Zatem dzielgc obustronnie przez t i przechodzac do granicy t—soo
(13)

Poniewaz

lim( f(t)+ git)) <lim/(f)+ lim"(i), (14)



Oznaczajac przez r, = lim-r,(f) $redni czas przebywania uktadu w stanie ido chwili t,

otrzymujemy:

17)
Na mocy twierdzenia 2 oznacza to, ze uktad (10) jest stabilny, jezeli zachodzi:

(18)

Poniewaz r, >0, dlatego gtéwnym czynnikiem decydujgcym o stabilnosci catego
uktadu jest wartos¢ oraz znak a,.

3. Liniowy ukfad dyskretny - przypadek jednowymiarowy

Podobne rozwazania jak dla uktadow ciggtych mozna przeprowadzi¢ dla
uktadéw dyskretnych. Rozwazmy przypadek skalamy réwnania (1), gdzie dziatanie
uktadu opisane jest przez:

An+\)= aa{n)x{n) dla n>0 (19)

z warunkiem poczatkowym ~0)=,r0*0, w ktéorym aa:N -* {al,a2,...,ak}, a,eR.
Oznaczmy liczbe elementéw zbiom przez It{ri)={k< n: aa(n)=i) - jest to liczba

wystgpien danego stanu w ukladzie; bedziemy jg nazywac czasem przebywania w
stanie a, do chwili n. Dla tych oznaczen rozwigzanie réwnania (19) ma postac:

(20)

Zatem pierwiastkujac i przechodzac do granicy n-> co, otrzymujemy
(22)

Oznaczmy przez 1 =lim—7,.(n) $redni czas przebywania uktadu w stanie i do chwili n;

wowczas
* I

a !
d(x0) =lim\x(n,x0Jn =n N * - (22)

Zatem na mocy twierdzenia 1 uktad (19) jest stabilny, jezeli zachodzi:
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4. Stabilnos¢ uktaddéw dyskretnych wielowymiarowych

Dany jest wielowymiarowy uktad dyskretny postaci:
y(n+1)= Aa(n)y(n) dla n>0 (24)
z warunkiem poczatkowym y(0) =y0* 0 oraz dowolna norma macierzowa | ¢| majaca
wiasnosé:
M d 414 5>
Rozwigzanie y{n,y0) rownania (24) wyrazone jest:
A n>yo)=Ar{n)-Ar{n-\)-...-Ar{0)-y0. (26)
Stosujgc (25), otrzymamy:
00*./01 * & ("1 +j4 («- 11 eeee | A(° ] J0]| 27)
Woweczas z (27) i (23) dostajemy nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 3. Uklad dyskretny (24) jest stabilny, jezeli:
KI'-M 4--K 14 <i, (28)

gdzie: wyktadniki 1, i=1,2,....,k sg analogiczne do wyktadnikéw z uktadéw
dyskretnych jednowymiarowych (19).

Analogiczne twierdzenie mozna podac dla uktadéw ciggtych.
5. Stabilno$¢ uktadoéw ciggtych wielowymiarowych
Dany jest wielowymiarowy uktad ciagty postaci:

y{o=A{y{) dla t>0 (29)
z warunkiem poczatkowym y{o) =y0* 0 oraz dowolna norma macierzowa | | majaca
wiasnos¢ (25). Rozwigzanie y(t,y0) rownania (29) wyrazone jest:
y(f, W)= [e4'(* m.med 0. (30)
Stosujac (25), otrzymamy:
[N fo TP |~ EXWRd A (WX, M- - i~ O -|761- (31)
Woéweczas z (31) i (18) dostajemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4. Uklad ciggty (29) jest stabilny, jezeli:
[4 ri|M Kr2|+-—-+1Kr*I< o, (32)

gdzie: czasy t,, i=\,2,...,k sg analogiczne do czaséw zuktaddw ciggtych
jednowymiarowych (10).
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6. Przykifad

Zatozmy, ze uktad ciaggty opisany réwnaniem (10) przetacza sie miedzy dwoma
stanami a~{a,,a2}, przy czym odpowiednio $rednie czasy przebywania w kazdym ze
stanéw wynosza r,,r2. Rozwiazanie réwnania ma postaé x(t,x0)=ear'” mv'-"m .
Przyktadowe wyniki dziatania uktadu przetgczajgcego sie miedzy dodatnimi (D)
i ujemnymi (U) wspo6tczynnikami dla réznych $rednich czaséw przedstawia tabela 1.
Podstawiajgc do warunku na stabilnos¢ (18), otrzymujemy:

k
£a,r,=ar,+a& . (33)
H
O stabilnosci (s) lub tez niestabilnosci (n) uktadu decyduje znak oraz warto$¢ stanu,
w ktérym uktad dziata, oraz czas przebywania w tym stanie.

Rozpatrzmy teraz uktad dyskretny opisany rownaniem (19), ktéry przetacza sie
miedzy dwoma stanami cr={a,,a2}, przy czym odpowiednio Srednie czasy

przebywania w kazdym ze standw wynoszg Rozwigzanie réwnania ma postac¢
Tabela 1
Wyniki dziatania uktadu ciggtego o zmiennych skokowo wspétczynnikach
3 Czy & a2 Czy a2 h Czy spetnione  Stabilnos¢
stabilne stabilne a,r, +ax2<o0 uktadu

-2 U -2 U 1 2 -6/3 tak S
U - U - - - n
-1 U 7 D 10 4 18/14 nie n
-2 U 1 D 10 4 -16/14 tak S
-2 U 1 D 4 10 2/14 nie n
7 D -1 0] 4 10 18/14 nie n
2 D -1 U 4 10 -2/14 tak S
2 D -1 U 10 4 16/14 nie n
- D - D - - - S
D 3 D 8/3 nie n

x(n,x0) =a/l(j) ~a2l(n) Przyktadowe wyniki dziatania ukfadu przetgczajgcego sie
miedzy mniejszymi (M) i wiekszymi (W) od jednosci wspdiczynnikami dla r6znych
$rednich czas6w przedstawia tabela 2. Podstawiajgc do warunku na stabilnos¢ (23),
otrzymujemy:

1N 7=\4 -N 1 (34)
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Przyktad pokazuje, ze jak dla uktadow ciggtych, dla uktadoéw dyskretnych o
stabilnosci (s) lub tez niestabilnosci (n) catego uktadu decyduje wartos¢ iloczynu
poszczegOlnych wspétczynnikow standéw oraz liczba wystgpien w kazdym z nich.

Tabela 2
Wyniki dziatania uktadu dyskretnego o zmiennych skokowo wspotczynnikach

al Czy [ a2 Czy |ad A K Czy spetnione  Stabilno$¢
stabilne stabilne hi' -N fj <x uktadu

-1/2 M -1/3 M 2 1 1/12 tak S
M - M - - - n
-1/2 M 6 W 2 1 6/4 nie n
1/2 M 2 W 2 1 2/4 tak S
1/2 M 2 W 1 2 4/2 nie n
6 w -1/2 M 1 2 6/4 nie n
2 W 1/2 M 1 2 2/4 tak S
2 W /2 M 2 1 4/2 me n
- W - W - - - S
2 W 3 W 1 2 18 nie n

7. Podsumowanie

Wyprowadzone warunki stabilnosci dla rozpatrywanych uktadéw o zmiennych
skokowo parametrach sg bardziej ztozone niz w przypadku uktaddw stacjonarnych.
Dla ukfadu ciggtego (dyskretnego) jednowymiarowego tabela 1 (tabela 2)
przedstawiajgca wyniki sktada sie jedynie z dwoch stanéw, miedzy ktérymi nastepuje
przetgczanie. Widac, ze juz dla tak prostego przypadku w zaleznosci od stabilnosci czy
niestabilnosci poduktadéw wyznaczenie stabilnosci ukladu z przetgczeniami jest
zadaniem trudnym i ziozonym. Dla przypadku jednowymiarowego powiekszanie
jedynie liczby stanéw przetgczen znacznie komplikuje i zwieksza naktady
obliczeniowe, liczba rozpatrywanych przypadkdéw znacznie rosnie. Zaréwno dla
uktadéw ciggtych, jak i dyskretnych w tabelach 1, 2 kolorem szarym wyrdznione
zostaty wiersze przedstawiajgce przypadki, ktére w uktadach skalarnych nie wystgpig,
natomiast w uktadach wielowymiarowych, gdzie stany opisane sg przez macierze,
zaznaczone przypadki sg jak najbardziej mozliwe do osiggniecia. Dodatkowo
w oparciu o warunki stabilnosci ukfadu 1-wymiarowego dyskretnego i ciagtego
zaproponowano warunki stabilnosci dla uktadéw wielowymiarowych.
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Abstract

Stability and stability conditions are one of the most important problem in a
system projecting process. For stationaiy systems stability conditions are well known.
There are many methods described in the literature for such systems that determine
conditions for the system stability. For complex systems where state depends on
switching signal the stability conditions are not so obvious. In this paper stability
problem of discrete and continuous time-varying linear systems is presented. For such
systems the stability conditions, using the Lapunov exponent, are proposed. The
results are demonstrated by numerical examples.



