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PUNKTOWA ZUPEŁNOŚĆ I PUNKTOWA DEGENERACJA LINIOW YCH 
UKŁADÓW DYSKRETNYCH UŁAM KOW EGO RZĘDU

Streszczenie. W pracy podano definicje oraz warunki konieczne i wystarczające 
punktowej zupełności oraz punktowej degeneracji liniowych dyskretnych ukła
dów ułamkowego rzędu, standardowych oraz dodatnich. Rozważania zilustrowa
no przykładem.

POINTW ISE COM PLETENESS AND POINTW ISE DEGENERACY 
OF LINEAR DISCRETE-TIM E SYSTEMS OF FRACTIONAL ORDER

Summary. Definitions and necessary and sufficient conditions for the pointwise 
completeness and the pointwise degeneracy for discrete-time linear systems of 
fractional order, standard and positive, have been given. Considerations have 
been illustrated by example.

1. Wstęp

Układ dynamiczny jest nazywany punktowo zupełnym, jeżeli dowolny zadany 
stan końcowy tego układu można osiągnąć przy braku sterowań przez odpowiedni do
bór warunku początkowego. Układ, który nie jest punktowo zupełny, jest nazywany 
układem punktowo zdegenerowanym.

Zagadnieniom punktowej zupełności oraz punktowej degeneracji ciągłych ukła
dów z opóźnieniami są poświęcone prace [4, 5, 9, 10].

Problem punktowej zupełności oraz punktowej degeneracji dyskretnych ukła
dów z opóźnieniami został sfonnułowany i rozwiązany w pracach [1 , 2 ] dla układów 
standardowych oraz w pracy [3] dla układów dodatnich.

W niniejszej pracy rozpatrzymy problem punktowej zupełności oraz punktowej 
degeneracji liniowych dyskretnych układów ułamkowego rzędu. Podamy najpierw 
definicje punktowej zupełności oraz punktowej degeneracji dyskretnych układów 
ułamkowych w przypadku ogólnym, a następnie, uwzględniając specyfikę układów 
dodatnich, sformułujemy definicje dla takich układów oraz podamy odpowiednie wa
runki. Przy ich formułowaniu wykorzystamy rezultaty prac [7, 8] poświęconych dys
kretnym układom dodatnim ułamkowego rzędu.
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2. Główny rezultat

Niech 9i nxm będzie zbiorem macierzy o wymiarach n x  m o rzeczywistych ele
mentach oraz 9?" = SR"*1. Zbiór macierzy o wymiarach n x m ,  których elementami są
liczby rzeczywiste nieujemne, będziemy oznaczać przez 9?+*m, przy czym

9?" = 9i"*\ Zbiór liczb całkowitych nieujemnych będziemy oznaczać przez Z+.
Weźmy pod uwagę układ dyskretny ułamkowego rzędu ot e ( 0 ,1), opisany jed

norodnym równaniem stanu [7, 8]

A“ a'/+, = AXj, i e Z +, 0 < a  < 1, (1)

gdzie Xj e9 ł" jest wektorem stanu, natomiast

Aa x,. = A/ + ¿ ( - i y Q x w , (2)

jest różnicą ułamkowego rzędu a  e ( 0 , 1), przy czym

jttj = “(°-i>."(a -ż ł1.)., (2a)
y jJ  f-

Uwzględniając (2), równanie (1) napiszemy w postaci
/

*/+i = Z  C:{a)xi_J, i  e Z +, (3)
7=1

przy czym

Aa = A+ la ,  c/. = c / a )  = ( - l ) ^ “ iJ > 0 ,  ./ = 1,2.....  (4)

Rozwiązanie równania (3) ma postać [7]

xl = <bix0, (5)

przy czym macierz fundamentalną oblicza się ze wzoru

i+ i , , ( ol\
0 /+1 =  ( 71+  l a ) ® ,  +  S 2 ( - i y +1[  %  =  / •  ( 6 )

Uwzględniając wzory (4), otrzymamy

+ 1 0 ° / - 7 ’ ° o  = L  (?)
7=1

Definicja 1. Układ ułamkowy (3) będziemy nazywać punktowo zupełnym w 
dyskretnej chwili i=  N >  1 , jeżeli dla każdego wektora x t  e 9 i” można tak dobrać

warunek początkowy x0 e9?n, że x N -  x r .
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Definicja 2. Układ ułamkowy (3) będziemy nazywać punktowo zdegenerowa- 
nym w kierunku v w dyskretnej chwili i=  N >  1 , jeżeli istnieje niezerowy wektor

KeOł", taki że dla wszystkich warunków początkowych A'0 6 91" rozwiązanie równa

nia (3) dla i = N  spełnia warunek vTx N = 0.

Z powyższych definicji i postaci (5) rozwiązania równania (3) wynika następu
jące twierdzenie.

Twierdzenie 1. Układ ułamkowy (3) jest punktowo zupełny w dyskretnej chwi
li i = N  wtedy i tylko wtedy, gdy

rząd <&N = n. (8)

Natomiast jest on punktowo zdegenerowany w chwili i = N  wtedy i tylko wtedy, gdy 
warunek (8) nie jest spełniony. W takim przypadku kierunek degeneracji v oblicza się 
ze wzoru vl <t> N = 0.

Rozpatrzymy teraz problemy punktowej zupełności oraz punktowej degeneracji 
dodatniego układu (3). W pracy [7] wykazano, że układ ułamkowy (3) jest dodatni 
(tj. X,- 6 9?", i e Z +, dla dowolnego nieujemnego warunku początkowego Xq e9?") 

wtedy i tylko wtedy, gdy

4  = / ł + / a e 9 ? f n. (9)

Uogólniając definicję 1 na dyskretne dodatnie układy ułamkowe, otrzymamy 
następującą definicję.

Definicja 3. Dodatni układ ułamkowy (3) będziemy nazywać punktowo zupeł
nym w dyskretnej chwili i -  N  > i ,  jeżeli dla dowolnego wektora x f  e9 ł" można tak

dobrać warunek początkowy ;f0 e9ł+, że xN -  x f .
Ze wzoru (5) oraz powyższej definicji wynika, że (8) jest tylko warunkiem ko

niecznym punktowej zupełności w chwili i  = N  dodatniego układu (3).
Twierdzenie 2. Dodatni układ ułamkowy (3) jest punktowo zupełny w dyskret

nej chwili i= N > \  wtedy i tylko wtedy, gdy \  -  A+ la  jest nieosobliwą macierzą 
diagonalną. Jeżeli natomiast macierz Aa = A+ la  o nieujemnych elementach jest oso
bliwą macierzą diagonalną, to układ ułamkowy (3) jest punktowo zupełny w dyskret
nej chwili i = N  > 2.

Dowód. Z równania (5) dla i = N >  1 mamy ^  = ( 0 ^ ) " '% .  Aby uzyskać 

Xq e9 ł"  przy x f  e9?+, musi być spełniony warunek (O ^ ) -1 eDł”*'1, który zachodzi 

wtedy i tylko wtedy, gdy O N jest macierzą monomialną, tzn. w każdym wierszu i 
każdej kolumnie tylko jeden element jest dodatni, a wszystkie pozostałe są zerowe [6],

Dla dowodu należy zatem wykazać, że O n przy N >  1 jest macierzą mono
mialną wtedy i tylko wtedy, gdy \  = A+ la  też jest macierzą monomialną.

Ze wzoru (7) mamy

O, = 4 ,  0 2 ^ 4 0 ,+ c , / ,  <D3 = 4 0 2 +c,cD1 -!-ą<Do, ... (10)
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Ze wzorów (10) oraz z faktu, że Cj >0, V />  1, zaś Ą* e sJ i”xn, w układach 

dodatnich wynika, że aby <0 ,- była macierzą monomialną dla dowolnego i>  1 , macierz 
\  musi być macierzą monomialną. Z kolei ze struktury nieujemnej macierzy 
\  = A + la  wynika, że jest ona monomialna wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieoso- 

bliwą macierzą diagonalną. Jeżeli natomiast macierz Ą, = A+ la  jest osobliwą ma
cierzą diagonalną (wtedy nie jest macierzą monomialną), to ze wzorów ( 10 )
wynika, że jest nieosobliwą macierzą diagonalną dla dowolnego i> 2  i rozpatry
wany układ ułamkowy (3) jest punktowo zupełny w dyskretnej chwili /=  N > 2. B

Z twierdzenia 2 wynika, że macierz stanu A musi być diagonalna, aby dodatni 
układ ułamkowy (3) był punktowo zupełny.

Przeciwieństwem punktowej zupełności jest punktowa degeneracja. Dla dodat
niego układu ułamkowego (3) definicję punktowej degeneracji sformułujemy w spo
sób podany poniżej.

Definicja 4. Dodatni układ ułamkowy (3) będziemy nazywać punktowo zdege- 
nerowanym, jeżeli istnieje przynajmniej jeden stan x f  e  9?", który nie może być osią

gnięty z dowolnego warunku początkowego Xq e 5R", tzn. nie istnieje liczba naturalna 
N  i nieujemny warunek początkowy takie, że x N = x f .

Z twierdzenia 1 wynika, że prosty warunek dostateczny punktowej degeneracji 
ma postać rząd O N < n.

Warunek konieczny i wystarczający punktowej degeneracji, wynikający z po
wyższych rozważań i twierdzenia 2 , jest następujący.

Twierdzenie 3. Dodatni układ ułamkowy (3) jest punktowo zdegenerowany w 
dyskretnej chwili i = N >  1 wtedy i tylko wtedy, gdy O N nie jest macierzą 
monomialną.

3. Przykład

Należy zbadać punktową zupehiość układu (3) ułamkowego rzędu 0 < a  < 1, 
rozpatrywanego w pracy [8], o macierzy stanu

' 1  0 '
0 - a

A = (11)

Obliczając współczynniki Cj ze wzoru (4) oraz macierze O,- ze wzoru (7), 

otrzymamy odpowiednio

ą = a ( l  -  a )  / 2 , c, = a ( a  -  l)(a  -  2) / 6, ...

d>! = Aa = A+ la
1 -ł-a 0 

0 0

(1 + a )  + ą  0 

0 c.
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[(1 + Ct) + Cj ](1 + Oc) + Cj (1 + cx) + c?2 0
o 2 .

Rozpatrywany układ jest dodatni, bowiem Aa e 5R+x2. Ponadto, macierze 0 ; 
sąnieosobliwymi diagonalnymi macierzami o nieujemnych elementach dla i > 2.

Z powyższego, wzoru (7) oraz twierdzeń 2 i 3 wynika, że analizowany układ 
ułamkowy:
• nie jest punktowo zupełny w dyskretnej chwili i = N  = 1, bowiem macierz O, jest 

osobliwa. W takim przypadku układ jest punktowo zdegenerowany w kierunku 
v = [0 ,1]T dla i = N  = 1,

• jest punktowo zupełny dla chwili i = N  >2, bowiem O,- jest nieosobliwą macierzą
diagonalną dla każdego i -  N  >2.

Oznacza to, że w rozpatrywanym układzie ułamkowym możliwe jest osiągnię
cie dowolnego zadanego nieujemnego stanu końcowego x N =Xy z nieujemnego wa

runku początkowego x0 = (O /V)~ 'xA, tylko wtedy, gdy N  >2.
Przyjmując np. a  = 0.5, z powyższych wzorów otrzymamy c, = 0.125 oraz

O,
~\5 0' '2.375 0

O 9 — An 0 1 +CiOn —
0 0 * Z OL 1 1 U 0 0.125

Dowolny nieujemny stan końcowy Xj- =[xy, x^2]T można osiągnąć najwcze

śniej w chwili i = N  = 2, wychodząc z warunku początkowego

'0.4211 0 " '0.421 Lcy,'
x f  = 0 8.0_ * f 2- 1

<N

00

1

4. Uwagi końcowe

W pracy rozpatrzono problem punktowej zupełności oraz punktowej degenera
cji liniowych dyskretnych układów ułamkowych, opisanych równaniem stanu ( 1 ), któ
re może być zapisane w postaci (3).

Najpierw sformułowano podstawowe definicje (definicje 1 i 2) oraz podano 
warunki konieczne i wystarczające punktowej zupełności oraz punktowej degeneracji 
standardowego (tj. 'niedodatniego') układu ułamkowego (3) (twierdzenie 1). Następnie 
podano definicje (definicje 3 i 4) oraz warunki punktowej zupełności (twierdzenie 2) 
oraz punktowej degeneracji (twierdzenie 3) dodatnich układów ułamkowych opisa
nych równaniem stanu (3).

* * *
Praca naukowa finansowana ze środków Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa 

Wyższego w latach 2007-2010 jako projekt badawczy nr N N514 1939 33.
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Abstract

The paper considers the problem of pointwise completeness and pointwise de
generacy of linear discrete-time systems of fractional order, described by the homoge
neous equation (1), which can be written in the form (3). First, the definitions of the 
pointwise completeness and pointwise degeneracy of the standard (i.e. non-positive) 
fractional systems have been introduced (Definitions 1 and 2) and necessary and suffi
cient conditions have been proposed in Theorem 1. Next, the definitions (Definitions 3 
and 4) and necessary and sufficient conditions of the pointwise completeness (Theo
rem 2) and pointwise degeneracy (Theorem 3) of the positive fractional systems have 
been given.


