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PUNKTOWA ZUPEENOSC | PUNKTOWA DEGENERACJA LINIOWYCH
UKLADOW DYSKRETNYCH ULAMKOWEGO RZEDU

Streszczenie. W pracy podano definicje oraz warunki konieczne i wystarczajace
punktowej zupetnosci oraz punktowej degeneracji liniowych dyskretnych ukita-
déw utamkowego rzedu, standardowych oraz dodatnich. Rozwazania zilustrowa-
no przyktadem.

POINTWISE COMPLETENESS AND POINTWISE DEGENERACY
OF LINEAR DISCRETE-TIME SYSTEMS OF FRACTIONAL ORDER

Summary. Definitions and necessary and sufficient conditions for the pointwise
completeness and the pointwise degeneracy for discrete-time linear systems of
fractional order, standard and positive, have been given. Considerations have
been illustrated by example.

1. Wstep

Uktad dynamiczny jest nazywany punktowo zupeinym, jezeli dowolny zadany
stan koricowy tego uktadu mozna osiggna¢ przy braku sterowan przez odpowiedni do-
bér warunku poczatkowego. Uktad, ktéry nie jest punktowo zupetny, jest nazywany
uktadem punktowo zdegenerowanym.

Zagadnieniom punktowej zupetnos$ci oraz punktowej degeneracji ciggtych ukta-
déw z opOznieniami sg poSwiecone prace [4, 5, 9, 10].

Problem punktowej zupetnosci oraz punktowej degeneracji dyskretnych ukia-
déw z opdznieniami zostat sfonnutowany i rozwigzany w pracach [1, 2] dla uktadéw
standardowych oraz w pracy [3] dla uktadow dodatnich.

W niniejszej pracy rozpatrzymy problem punktowej zupetnosci oraz punktowej
degeneracji liniowych dyskretnych uktadéw utamkowego rzedu. Podamy najpierw
definicje punktowej zupetnosci oraz punktowej degeneracji dyskretnych uktadéw
utamkowych w przypadku ogdlnym, a nastepnie, uwzgledniajagc specyfike uktaddw
dodatnich, sformutujemy definicje dla takich uktadéw oraz podamy odpowiednie wa-
runki. Przy ich formutowaniu wykorzystamy rezultaty prac [7, 8] poswieconych dys-
kretnym uktadom dodatnim utamkowego rzedu.
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2. Giéwny rezultat

Niech 9inxm bedzie zbiorem macierzy o wymiarach nx m o rzeczywistych ele-
mentach oraz9?" = SR**1. Zbior macierzy o wymiarach nxm, ktorychelementami sg
liczbyrzeczywiste nieujemne, bedziemy oznacza¢ przez 9+*m, przy czym

9?" = 9i"*\ Zbidr liczb catkowitych nieujemnych bedziemy oznacza¢ przez Z+.
Wezmy pod uwage uktad dyskretny utamkowego rzedu ot e (0,1), opisany jed-
norodnym réwnaniem stanu [7, 8]

Atal+, = AXj, ieZ+ O<a<1 1)

gdzie X e9+" jest wektorem stanu, natomiast
Aax. = A+ ¢ (-iyQ xw, )

jest roznicg utamkowego rzedu a e (0, 1), przy czym

i =“(°-i>'-;_(a-2’f1), (@)

yid
Uwzgledniajac (2), réwnanie (1) napiszemy w postaci
/
*+i = Z C:{a)xi J, ieZ+, ?3)
=
przy czym
Aa=A+1la, cl=cl/a) =(-1)* >0, /J=12... 4

Rozwigzanie réwnania (3) ma postaé¢ [7]
xI = <hix0, ®)
przy czym macierz fundamentalng oblicza sie ze wzoru

i+i ., (ol\
0 /41 = (71+ la)® , + S2(-iy +1[ % =/ (6)

Uwzgledniajac wzory (4), otrzymamy
+10 °/-7"°0=1L ?
11 ?)

Definicja 1. Uktad utamkowy (3) bedziemy nazywa¢ punktowo zupeinym w
dyskretnej chwili i= N> 1, jezeli dla kazdego wektora xt €9i” mozna tak dobra¢

warunek poczatkowy x0 e9?n, ze XN - xr.
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Definicja 2. Uktad utamkowy (3) bedziemy nazywac punktowo zdegenerowa-
nym w kierunku v w dyskretnej chwili i= N> 1, jezeli istnieje niezerowy wektor

KeO¥", taki ze dla wszystkich warunkéw poczatkowych A0 6 91" rozwigzanie réwna-

nia (3) dla i= N spetnia warunek vTxN = 0.

Z powyzszych definicji i postaci (5) rozwigzania réwnania (3) wynika nastepu-
jace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Uktad utamkowy (3) jest punktowo zupeiny w dyskretnej chwi-
li i =N wtedy i tylko wtedy, gdy

rzad <€\ =n. (8)
Natomiast jest on punktowo zdegenerowany w chwili i =N wtedy i tylko wtedy, gdy

warunek (8) nie jest spetniony. W takim przypadku kierunek degeneracji v oblicza sie
ze wzoru vl N =0.

Rozpatrzymy teraz problemy punktowej zupetnosci oraz punktowej degeneracji
dodatniego uktadu (3). W pracy [7] wykazano, ze uklad utamkowy (3) jest dodatni
(tj. X-69?", ieZ+, dla dowolnego nieujemnego warunku poczatkowego Xge9?")
wtedy i tylko wtedy, gdy

4 =/t+/ae9?fn. 9)

Uogodlniajac definicje 1 na dyskretne dodatnie uktady utamkowe, otrzymamy
nastepujaca definicje.

Definicja 3. Dodatni uktad utamkowy (3) bedziemy nazywac punktowo zupet-
nym w dyskretnej chwili i- N >i, jezeli dla dowolnego wektora xf e94" mozna tak

dobra¢ warunek poczatkowy ;f0 e94+, ze xN- xf.

Ze wzoru (5) oraz powyzszej definicji wynika, ze (8) jest tylko warunkiem ko-
niecznym punktowej zupetnosci w chwili i = N dodatniego uktadu (3).

Twierdzenie 2. Dodatni uktad utamkowy (3) jest punktowo zupetny w dyskret-
nej chwili i= N>\ wtedy i tylko wtedy, gdy \ - A+ la jest nieosobliwg macierza
diagonalna. Jezeli natomiast macierz Aa = A+ la o nieujemnych elementach jest oso-
bliwg macierza diagonalna, to uktad utamkowy (3) jest punktowo zupeiny w dyskret-
nej chwili i =N >2

Dowdd. Z réwnania (5) dla i=N> 1 mamy ~ =(07)"'% . Aby uzyskaé
Xq e9t" przy xf e9?+, musi by¢ spetniony warunek (O~)-1 eD+™*'] ktory zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy ON jest macierzg monomialng, tzn. w kazdym wierszu i

kazdej kolumnie tylko jeden elementjest dodatni, a wszystkie pozostate sg zerowe [6],
Dla dowodu nalezy zatem wykazaé, ze On przy N> 1 jest macierzag mono-

mialng wtedy i tylko wtedy, gdy \ = A+ la tezjest macierzg monomialna.
Ze wzoru (7) mamy

O,=4, 02240 ,+c,/, <8=4 0 2+c,cD!-1-3<Do, .. (10)
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Ze wzoréw (10) oraz z faktu, ze G >0, V/> 1, za§ A* edi”"xn, w ukladach
dodatnich wynika, ze aby <0;byla macierzg monomialna dla dowolnego i> 1, macierz
\' musi by¢ macierzg monomialng. Z kolei ze struktury nieujemnej macierzy
\ = A+la wynika, ze jest ona monomialna wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieoso-
bliwg macierzg diagonalng. Jezeli natomiast macierz A, = A+ la jest osobliwg ma-
cierzg diagonalng (wtedy nie jest macierza monomialng), to ze wzoréw (10)
wynika, ze jest nieosobliwg macierzg diagonalng dla dowolnego i>2 i rozpatry-
wany ukiad utamkowy (3) jest punktowo zupetny w dyskretnej chwili /= N >2. B

Z twierdzenia 2 wynika, ze macierz stanu A musi by¢ diagonalna, aby dodatni
uktad utamkowy (3) byt punktowo zupeiny.

Przeciwienstwem punktowej zupetnosci jest punktowa degeneracja. Dla dodat-
niego uktadu utamkowego (3) definicje punktowej degeneracji sformutujemy w spo-
s6b podany ponizej.

Definicja 4. Dodatni uktad utamkowy (3) bedziemy nazywa¢ punktowo zdege-
nerowanym, jezeli istnieje przynajmniej jeden stan xf e 9?", ktory nie moze by¢ osig-
gniety z dowolnego warunku poczatkowego Xg e 5R", tzn. nie istnieje liczba naturalna
N inieujemny warunek poczatkowy takie, ze xN = xf.

Z twierdzenia 1wynika, ze prosty warunek dostateczny punktowej degeneracji
ma posta¢ rzad ON <n,

Warunek konieczny i wystarczajacy punktowej degeneracji, wynikajacy z po-
wyzszych rozwazan i twierdzenia 2, jest nastepujacy.

Twierdzenie 3. Dodatni uktad utamkowy (3) jest punktowo zdegenerowany w
dyskretnej chwili i=N> 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ON nie jest macierza
monomialng.

3. Przykiad

Nalezy zbada¢ punktowg zupehio$¢ uktadu (3) utamkowego rzedu O<a <1,
rozpatrywanego w pracy [8], o macierzy stanu

A= (11)

Obliczajac wspoétczynniki G ze wzoru (4) oraz macierze O- ze wzoru (7),
otrzymamy odpowiednio

g =a(l-a)/2, c,=a(a-I)(a-2)/s6, ..

1+a 0 (1+a) +3 o
0 0 C.

! = Aa = A+ la
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[(1+C) +J]JA+®)+gL+c)+c2 0
0 2.

Rozpatrywany ukiad jest dodatni, bowiem Aa e 5R#x2. Ponadto, macierze O ;
sgnieosobliwymi diagonalnymi macierzami o nieujemnych elementach dla i >2.

Z powyzszego, wzoru (7) oraz twierdzen 2 i 3 wynika, ze analizowany uktad
utamkowy:

* nie jest punktowo zupetny w dyskretnej chwili i =N =1, bowiem macierz O, jest
osobliwa. W takim przypadku uktad jest punktowo zdegenerowany w Kierunku
v=[0,1]Tdlai=N =1

* jest punktowo zupeiny dla chwili i =N >2, bowiem O- jest nieosobliwg macierzg
diagonalng dla kazdego i- N >2.

Oznacza to, ze w rozpatrywanym uktadzie utamkowym mozliwe jest osiggnie-
cie dowolnego zadanego nieujemnego stanu koricowego xN =Xy z nieujemnego wa-
runku poczatkowego x0 = (ON)~'xA tylko wtedy, gdy N >2.

Przyjmujac np. a = 0.5, z powyzszych wzordéw otrzymamy c, = 0.125 oraz

o, ~\5 0'* 09 —Agp ;l+Cipru—'2'375 0
0 o 0 0.125
Dowolny nieujemny stan koAcowy Xj- =[xy, x”2]T mozna osiggna¢ najwcze-
$niej w chwili i =N =2, wychodzac z warunku poczgtkowego
‘04211 o" '0.421 Lcy,'
xf = 0

80_xfp. 8 5

4. Uwagi koricowe

W pracy rozpatrzono problem punktowej zupetnos$ci oraz punktowej degenera-
cji liniowych dyskretnych uktadéw utamkowych, opisanych réwnaniem stanu (1), kto-
re moze by¢ zapisane w postaci (3).

Najpierw sformutowano podstawowe definicje (definicje 1 i 2) oraz podano
warunki konieczne i wystarczajgce punktowej zupetnosci oraz punktowej degeneracji
standardowego (tj. 'niedodatniego’) uktadu utamkowego (3) (twierdzenie 1). Nastepnie
podano definicje (definicje 3 i 4) oraz warunki punktowej zupetnosci (twierdzenie 2)
oraz punktowej degeneracji (twierdzenie 3) dodatnich ukiadéw utamkowych opisa-
nych rownaniem stanu (3). o

Praca naukowa finansowana ze $rodkow Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa
Wyzszego w latach 2007-2010 jako projekt badawczy nr N N514 1939 33.
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Abstract

The paper considers the problem of pointwise completeness and pointwise de-
generacy of linear discrete-time systems of fractional order, described by the homoge-
neous equation (1), which can be written in the form (3). First, the definitions of the
pointwise completeness and pointwise degeneracy of the standard (i.e. non-positive)
fractional systems have been introduced (Definitions 1and 2) and necessary and suffi-
cient conditions have been proposed in Theorem 1. Next, the definitions (Definitions 3
and 4) and necessary and sufficient conditions of the pointwise completeness (Theo-
rem 2) and pointwise degeneracy (Theorem 3) of the positive fractional systems have
been given.



