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PRAKTYCZNA ODPORNA STABILNOSC DODATNICH ULAMKOWYCH
SKALARNYCH UKLADOW DYSKRETNYCH

Streszczenie. Podano proste warunki konieczne i wystarczajgce praktycznej od-
pornej stabilnosci liniowych dodatnich skalarnych uktadéw dyskretnych utam-
kowego rzedu.

PRACTICAL ROBUST STABILITY OF POSITIVE FRACTIONAL SCALAR
DISCRETE-TIME SYSTEMS

Summary. Simple necessary and sufficient conditions for the practical robust
stability of scalar positive discrete-time linear systems of fractional order have
been given.

1. Wstep

Uktady dynamiczne utamkowego rzedu sg tematem wielu publikacji od kilku-
nastu lat, patrz np. prace [2, 3, 4] oraz cytowana tam literatura. Sg one w zdecydowa-
nej wiekszosci poswiecone uktadom 'niedodatnim’.

Problematyka analizy i syntezy dodatnich uktadéw utamkowych jest w ostat-
nich latach intensywnie rozwijana przez Prof. T. Kaczorka. Wykaz prac z tego zakresu
mozna znalez¢ w spisie literatury podanym w [2].

Problem badania stabilnosci uktadéw utamkowych jest rownowazny z proble-
mem badania stabilnosci odpowiadajgcych im uktadéw dyskretnych naturalnego rzedu
z nieskonczong liczbg rosngcych opdznien [2, 4], W rownaniach stanu takich uktadow
macierze wystepujace przy opoznionych wartosciach wektora stanu sg macierzami
diagonalnymi o elementach szybko malejagcych wraz ze wzrostem wielkosci opdznien.
Z tego powodu w pracy [2] w przypadku dyskretnych uktadéw dodatnich zapropono-
wano rozpatrywanie rdwnowaznego uktadu dodatniego ze skonczong liczba op6znien,
wprowadzono pojecie praktycznej stabilnosci oraz podano odpowiednie kryteria.

Celem niniejszej pracy jest podanie prostego warunku koniecznego i wystarcza-
jacego odpornej praktycznej stabilnosci liniowych dodatnich skalarnych uktadow dys-
kretnych utamkowego rzedu. Problem badania odpornej stabilnosci dyskretnych do-
datnich uktadoéw utamkowych nie byt dotychczas rozpatrywany w literaturze.
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2. Sformutowanie problemu

W pracy bedziemy korzysta¢ z ponizszej definicji réznicy utamkowego rzedu a :

va)
Aax-=X (-1); .~ m O<a<l (1)
]70

tdlaj=0

)

a(a-1)---(a-j+1)
J-

dla j >o.

Wezmy pod uwage dodatni skalamy ukiad dyskretny utamkowego rzedu o nie-
pewnych parametrach, opisany jednorodnym réwnaniem stanu

Aaxi+ = ci{q)xi +bui, ieZ+ (zbior liczb catkowitych nieujemnych), €]

gdzie zmienna stanu x, e 9? (zbior liczb rzeczywistych), zmienna sterujgca «e e9i,
b e 91, zas q- [gxq2,--,qm] jest wektorem niepewnych parametréw, przy czym

Q={eréfar  qr g #70,r= @

jest zbiorem wartoSci tych parametrow. Nie zmniejszajac ogdlnosci rozwazan, be-
dziemy przyjmowac, ze a(q) jest rzeczywistg ciggta funkcjg niepewnych parametrow.

Uwzgledniajac (1), réwnanie (3) po przeksztatceniach napiszemy w postaci

\+i  Z ¢ (ax._m=aa(q)xi+bu,, ieZz+ ®
J43
aa{q) =a{q) +a, cy(a) =(-1); (6)

Uogdlniajac rezultaty pracy [2], dla uktadu utamkowego (5) otrzymamy, ze jest
on dodatni (tj. x, >0, ieZ+, dla dowolnych nieujemnych warunkéw poczgtkowych i

dowolnych nieujemnych sterowan ui) wtedy i tylko wtedy, gdy
aa(q) =a(q) +a >0 dla kazdego q eQ, b>o0. (7)

Z drugiego wzoru (6) wynika, ze przy O0<a<| warto$ci wsp6tczynnikéw
Cj{a) sa dodatnie i szybko zanikajg do zera przy rosngcych wartosciach j =1,2,....

Dlatego tez mozemy przyjaé, ze w rownaniu (5) wartoscij sg ograniczone przez pew-
ng liczbe naturalng h, ktérg w pracy [4] nazwano dtugos$cig implementacji. W takiej
sytuacji rownanie (5) mozna napisa¢ w postaci skalarnego réwnania z opéznieniami o
niepewnych parametrach
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h
*/+1 =aa(a)xt+ Z Cj(o.)xi_j + biij, ieZ+ (8)
7=

Uogolniajac rezultaty pracy [2] na klase rozpatrywanych uktadow utamkowych

o0 niepewnych parametrach, otrzymamy ponizszg definicje oraz twierdzenie.
Definicja 1. Dodatni uktad utamkowy (5) nazywa¢ bedziemy odpornie prak-
tycznie stabilnym, jezeli dodatni uktad (8) z opdznieniami jest odpornie stabilny.
Twierdzenie 1. Dodatni uktad utamkowy (5) jest odpornie praktycznie stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy

w(z,q) =zhu -aa{q)zh- zZCj(a)zh~J *0, \2\>1, \/q eg. 9
y=i
Celem pracy jest podanie prostych warunkéw koniecznych i wystarczajgcych
odpornej praktycznej stabilno$ci dodatniego utamkowego skalarnego uktadu (5). Wy-
korzystamy przy tym rezultaty pracy [1], w kt6rej podano warunki odpornej stabilno-
$ci dodatnich skalarnych uktadéw dyskretnych z opéznieniami.

3. Rozwigzanie problemu

Twierdzenie 2. Dodatni uktad (5), przy zadanym 0 <a < 1 oraz zadanej dtugo-
$ci implementacji h>1,jest praktycznie odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

DM~ (a) —#(") >0, Vq eg, gdzie 8/;(a) =1 -a-chll.(a). (10)

Dowod. Z pracy [1] wynika, ze dodatni uktad (8) z op6znieniami, ktérego wielomian
charakterystyczny ma posta¢ podang w (9), jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy,
h

gdy l-aa(q)-~ I(Z:|q.(a) >0, Vg eg. Uwzgledniajgc ostatni ze wzoréw (10) oraz

zalezno$¢ aa(q) = a(q) +a, otrzymamy warunek (10). Dowdéd wynika zatem z po-
wyzszych rozwazan i definicji 1. m

Z twierdzenia 2 wynika bezposrednio nastepujacy lemat.

Lemat 1. Dodatni utamkowy uktad (5) nie jest odpornie praktycznie stabilny,
jezeli dodatni uktad bez opo6znien opisany réwnaniem stanu x;+] =aa(q)xi, q eg,
nie jest odpornie stabilny, tj. a(q) >1- a dla pewnego 9 eg.

Z (10) wynika, ze warto$¢ 8h(a) maleje wraz ze wzrostem wartosci wspot-
czynnika a 6(0,1] oraz liczby naturalnej h (dtugosci implementacji), przy czym
8/((a) < 1 Aby uktad (5) byt dodatni i byta spetniona nieréwnosé (10), niezbedne jest
spetnienie warunku -a <a(q) <5Aa), \fq 69.

Wykresy funkcji 8,,(a) w zaleznosci od wartosci parametru a e(0,1], wyzna-
czone dla pieciu wartosci parametru h, réwnych odpowiednio 5,10,50,100 oraz 1000,
sg pokazane na rysunku 1 Wynika z niego, ze najwieksze dopuszczalne (ze wzgledu
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na spetnienie warunku (10)) wartosci wspétczynnika a(q), g e O, odpowiadajg ma-
tym warto$ciom parametru a, bedacego réznicg utamkowego rzedu w réwnaniu (3).

Rys. 1 Wykresyfunkcji 5/,(a) wzaleznosci odparametru a e (0,]]

Aby uktad (5) byt dodatni, musi by¢ spetniony warunek (7). Oznacza to, ze
wartos$ci wspotczynnika a{q) moga by¢ ujemne. Zauwazmy, ze jezeli a{q) <0,
\/q sQ, to warunek (10) jest spetniony dla kazdego h > 1 Stuszny jest wiec nastepu-
jacy lemat.

Lemat 2. Jezeli a(q) <0 dla kazdego q eQ, to dodatni uktad (5) jest prak-
tycznie odpornie stabilny dla dowolnej dtugosci implementacji h > 1.

Warunek konieczny i wystarczajacy (10) praktycznej odpornej stabilnosci przy
zadanych wartosciach a i h mozna sprawdzi¢ bezposrednio, stosujgc obliczenia kom-
puterowe z wykorzystaniem odpowiedniego oprogramowania stuzgcego do wyzna-
czania minimum funkcji wielu zmiennych przy ograniczeniach. Przy liniowej lub wie-
lodniowej zaleznosci a(q) od niepewnych parametrow warunek (10) mozna spraw-
dzi¢ znacznie prosciej.

W przypadku najprostszym, gdy (3) jest uktadem przedziatowym, w ktérym
m = 1oraz a(q) - a =q e[a~,a+], przy czym a~ +a > 0 zgodnie z (7), z twierdzenia
2 i lematu 2 otrzymamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3. Dodatni skalamy przedziatowy uktad utamkowy

! ={a +o0.)xi +bui, i?e[a /], ae(0,], (11)
J=i

jest odpornie praktycznie stabilny przy ustalonej dtugosci implementacji h wtedy i
tylko wtedy, gdy 8/,(a)-a+>0. Jezeli zas a+<0, to uklad ten jest odpornie prak-
tycznie stabilny dla kazdego h >1, tj. niezaleznie od dtugosci implementac;ji.



Praktyczna odporna stabilno$¢ dodatnich utamkowych skalarnych 29

Rozpatrzymy teraz przypadek, w ktdrym a(q) jest liniowg lub wielodniowg
funkcjg niepewnych parametrow gxq2,...,qm.

Zbhiér (4) (jest hiperprostopadtoscianem w przestrzeni niepewnych parametréw)
ma K =2"" wierzchotkéw. Oznaczmy przez qu g2, gK, gdzie ¢fj =[q{,...,qd],

za§ qd8 - g~ lub qf =q£, r=1 , 2 wierzchotki zbioru (4). Kazdemu wierzchot-
kowi ¢fj tego zbioru odpowiada wierzchotkowa warto$¢ wspotczynnika a(qj).

Wspotczynnik a(q) zalezy liniowo lub wieloliniowo od niepewnych parame-
tréw, zatem przy g eQ osigga on wartosci ekstremalne w jednym z wierzchotkéw
zbioru Q. To za$ oznacza, ze rozpatrywany ukfad jest dodatni (jest spetniony warunek
(7)) wtedy i tylko wtedy, gdy aa(qj)-a(qj)'+ a>0, j =1,2,..,K, oraz funkcja
[Ha) (pierwszy wzér (10)) osigga wartos¢ minimalng w jednym z wierzchotkéw zbio-
ru O.

Postepujac jak w pracy [1], w przypadku odpornej stabilno$ci dodatnich skalar-
nych dyskretnych uktadow z op6znieniami otrzymamy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4. Jezeli wspotczynnik a{q) dodatniego uktadu (5) zalezy liniowo

lub wieloliniowo od niepewnych parametréw, to uktad ten przy zadanym 0<a <1
oraz zadanym h >1 jest praktycznie odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

$j=8h(a)-a(qj)>0 dlaj =1,22,...,*. (12)

Jezeli za$ a(¢fj)<0 dlaj =1 , 2 torozpatrywany uktad utamkowy jest odpornie

praktycznie stabilny niezaleznie od dtugosci implementacji h> 1.
Spetnienie warunku (12) jest rownowazne ze stabilnoscig dodatnich uktadow
dyskretnych

*/+i = aa(<jj)xi + | G(a)xi-j +bUj, j =1,2,.., K =2". (13)
=

4. Przykiad

Nalezy zbada¢ praktyczng odporng stabilno$¢ uktadu (5) utamkowego rzedu
a=02przy a(gq) =-01- 02" +0.1q9lg2, Q={q\gx£[-0.1,0.1],92 e [-006,1.0]}.

Zbiér Q ma 4 wierzchotki: gj = [0 ,92]1=[-0.1,-0.5], g2=[*(>"2]- [_0.1,0.5],
g3=[qt,g2]1=1[0.1,05], gA=1[q9£,92]=[0.1,-0.5], Odpowiadajg im wierzchotkowe
wartosci a{q): a{gx) = -0.075, a(gq2) =-0.085, a(q2) - -0.115, a(q4)=-0.125, przy
czym aa(qj) =a(qj) +a>0, j =1,2,....K =4

Zauwazmy, ze a(cfj) <0, j - 1,...,4, co oznacza (zgodnie z twierdzeniem 4), ze

rozpatrywany uktad utamkowy jest odpornie praktycznie stabilny niezaleznie od dtu-
gosci implementacji h > 1.
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5. Uwagi koncowe

W pracy rozpatrzono problem badania odpornej praktycznej stabilnosci dodat-
niego skalarnego uktadu dyskretnego (5) utamkowego rzedu a e (0,1). Podano prosty

warunek konieczny i wystarczajacy odpornej praktycznej stabilnosci (twierdzenie 2).
Pokazano, ze jezeli wspétczynnik a(q) jest liniowa lub wieloliniowg funkcjg niepew-
nych parametréw, to praktyczna stabilno$¢ utamkowego uktadu (5) jest réwnowazna

ze stabilnoscig K = 2m utamkowych uktadéw (13) (twierdzenie 4). Podano tez warun-
ki dostateczne, przy spetnieniu ktérych rozpatrywany uktad jest odpornie praktycznie
stabilny niezaleznie od dtugosci implementaciji.
Rozwazania mozna rozszerzy¢ na 0going klase dodatnich dyskretnych uktadow
utamkowych o niepewnych parametrach.* .
Praca naukowa finansowana ze Srodkdéw Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa
Wyzszego w latach 2007-2010 jako projekt badawczy nr N N514 1939 33.
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Abstract

The paper considers the practical robust stability problem of scalar positive dis-
crete-time system (5) of fractional order 0 <a <1 Simple necessary and sufficient
condition for practical robust stability has been established (Theorem 2). It has been
shown that if the coefficient a(q) is linear or multilinear function of uncertain parame-
ters then practical robust stability of the fractional system (5) is equivalent to stability

of K =2m fractional systems (13) (Theorem 4). Moreover, sufficient conditions for
robust practical stability independent of length of the implementation have been given.

Considerations can be extended for the general class of positive fractional dis-
crete-time systems with uncertain parameters.



