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MAKSYMALIZACJA ZAKTUALIZOWANEJ WARTOSCI NETTO
W DYSKRETNO-CIAGLYCH PROBLEMACH ROZDZIALU ZASOBOW

Streszczenie. W pracy rozwazany jest dyskretno-ciggly problem rozdziatu
zasobOw ze zdyskontowanymi dodatnimi przeptywami gotéwkowymi. Kryterium
jest maksymalizacja zaktualizowanej wartosci netto. Rozwazane sg wypukie
i wkleste funkcje szybkosci wykonywania czynnos$ci w zaleznosci od
przydzielonej ilosci zasobu ciggtego. Przedstawiona jest metodyka podejscia do
rozwigzania problemu w przypadku obu klas funkcji.

MAXIMIZING THE NET PRESENT VALUE IN DISCRETE-CONTINUOUS
PROJECT SCHEDULING

Summary. A discrete-continuous project scheduling problem with positive
discounted cash flows is considered. The objective is the maximization of the net
present value. Convex and concave processing rate functions of activities are
analyzed. Methodology for solving the problem in the cases of both considered
classes of functions is presented.

1. Wstep

W pracy rozwazany jest dyskretno-ciggty problem rozdziatu zasobow, w ktérym
czynnosci wymagajg do swego wykonania jednoczesnie zasobdéw dyskretnych
i cigglych. W rozwazanym problemie liczba zasobéw dyskretnych, odnawialnych jest
dowolna, natomiast wystepuje jeden odnawialny, ograniczony zasob ciagty. Czynnosci
sg niepodzielne i ograniczone kolejnosciowo. Szybkos$¢ wykonywania czynnosci
zalezy od ilosci zasobu ciggtego przydzielonej tej czynnosci w danej chwili. Tak
zdefiniowany problem jest uogolnieniem znanego z literatury, klasycznego
dyskretnego  problemu rozdzialu zasobéw z ograniczeniami zasobowymi
(ang. Resource-Constrained Project Scheduling Problem - RCPSP). Ponadto, z kazdg
czynnoscig zwigzany jest dodatni przeptyw gotoéwkowy, reprezentujgcy zaplate za
wykonanie tej czynnosci. Kryterium jest maksymalizacja zaktualizowanej wartosci
netto (ang. netpresent value - NPV) wszystkich przeptywow gotéwkowych projektu.
Rozwazane kryterium jest analizowane dla dwdch, istotnych z praktycznego punktu
widzenia, postaci funkcji szybkosci wykonywania czynnosci - funkcji wypuktych
i wklestych. Przedstawione sg wilasnosci uszeregowan optymalnych oraz metodyka
rozwigzywania problemu dla rozwazanych klas funkcji.
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2. Sformutowanie problemu

Dyskretno-ciggty ograniczony zasobowo problem rozdziatlu zasobéw (ang.
Discrete-Continuous Resource-Constrained Project Scheduling Problem - DCRCPSP)
jest zdefiniowany nastepujgco. Dany jest zbioér n ograniczonych kolejnosciowo
czynnosci niepodzielnych, ktore wymagaja do swego wykonania zasobow
odnawialnych dwdch kategorii: dyskretnych i ciggtych. Zaktadamy, ze dostepnych jest
R zasobow dyskretnych i jeden zasob ciaglty. Wektor ri=[r,7, /= 1.2,..,»;
/= 1,2,...,/?, okre$la ustalone dyskretne zadania zasobowe czynnosci aj. Catkowita
liczba jednostek zasobu dyskretnego 1,1= 1,2,...,/? jest ograniczona przez /7. Zaséb
ciggty moze by¢ przydzielony czynnosci w dowolnej ilosci z przedziatu [0,1], a jego
catkowita dostepna ilos¢ wynosi 1. Nieznana z gory ilos¢ zasobu ciagtego «,(/)
przydzielona czynnosci a, w chwili t okresla szybkos¢ wykonania czynnosci aj
zgodnie z nastepujaca zaleznoscig [3]:

xi="  =fLLuiml *©0)=0  (€)=x 1)

gdzie: x,{t) - stan czynnosci Aj w chwili t; u{t) - ilos¢ zasobu ciggtego przydzielona
czynnosci Aj w chwili t\f - ciggla, rosngca funkcja,/j(0) =0; Q - nieznany z gory czas
zakoriczenia czynnosci Aj, xi - rozmiar (stan koAcowy) czynnosci Aj.

W problemie DCPCPSP kryterium jest minimalizacja dtugosci uszeregowania.
Jego rozszerzeniem jest problem ze zdyskontowanymi przeptywami gotowkowymi
(ang. Discrete-Continuous Resource-Constrained Project Scheduling Problem with
Discounted Cash Flows - DCRCPSPDCF), w ktdrym z kazdg czynno$cig 4- zwigzany
jest przeptyw gotowkowy CFj. Kryterium optymalizacji jest wowczas maksymalizacja
zaktualizowanej wartosci netto (NPV) wszystkich przeptywéw gotowkowych
projektu.

Zatem nalezy znalez¢ uszeregowanie czynnosci dopuszczalne ze wzgledu na
ograniczenia kolejnoSciowe i zasobowe (dyskretne) oraz, réwnoczesnie, przydziat
zasobu ciagtego, ktére maksymalizujg NPV. Przydziat zasobu ciggtego zdefiniowany
jest jako odcinkami ciggta, nieujemna funkcja wektorowa u(t)=[ui(t),u(t),...,«,()],
ktorej wartosci u =[«/ ,u2 ] sa optymalnymi ilosciami przydzielonego zasobu
ciggtego odpowiadajagcymi NPV - maksymalnej wartosci NPV.

W przypadku problemow z kryteriami finansowymi uwzglednia sie wartos¢
pienigdza w czasie; warto$¢ ta zalezy od przyjetej stopy dyskontowej a. Czynnik
dyskontowy /? = (1 + 0)'1 0znacza obecng wartos¢ ztotowki, ktdrg mamy otrzymac po
okresie T przy zastosowaniu stopy dyskontowej a. Czynnik dyskontowy ma
decydujace znaczenie przy obliczaniu zaktualizowanej wartosci netto. Drugim
istotnym czynnikiem jest przyjety model ptatnosci. W pracy rozwazany jest model,
w ktorym platnosci dokonywane sg w momentach zakonczen wykonywania
poszczegolnych czynnosci (ang. payments at activity completion times - PAC).

Metodyka rozwigzywania problemu DCRCPSPDCF zalezy od postaci funkcji
szybkosci wykonywania czynnosci, tj. funkcjif. W kolejnym rozdziale przedstawione
bedg wasnosci rozwigzan optymalnych problemu dla dwdch istotnych z praktycznego
punktu widzenia klas funkcji - funkcji wypuktych i funkcji wklestych oraz dodatnich
przeptywoéw gotowkowych zwigzanych z czynno$ciami.
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3. Maksymalizacja NPV w problemie DCRCPSPDCF
3.1. Wypukie funkcje szybkosci wykonywania czynnosci

W przypadku wypuktych funkcji szybkosci wykonywania czynnosci i dodatnich
przeptywdéw gotéwkowych mozna udowodni¢, ze w rozwigzaniu NPV-optymalnym
czynnos$ci sa wykonywane sekwencyjnie bez przerw, a kazda czynno$¢ wykorzystuje
calg dostepng ilos¢ zasobu ciggtego. W konsekwencji dtugos$¢ uszeregowania NPV-
optymalnego jest rGwna minimalnej dtugosci uszeregowania dla problemu DCRCPSP
z kryterium Crex Wynika to z faktu, iz w pracy [2] pokazano, ze takie wykonanie
zbioru czynnosci minimalizuje dtugo$¢ uszeregowania. Zatem czynnosci nalezy
uszeregowac¢ sekwencyjnie, zachowujgc ograniczenia kolejnosciowe. W rezultacie,
mozna obliczy¢ rzeczywisty czas wykonania kazdej czynnosci, korzystajac ze wzoru
(1) przyjmujac, ze kazdg czynno$¢ wykonuje sie w catosci przy uzyciu ilosci zasobu
ciggtego rownej 1. Niech dtoznacza czas wykonywania czynnosci #-w uszeregowaniu
sekwencyjnym. Wéwczas d, dane jest ze wzoru (1) przez:

d* Ffry<2)
W konsekwencji dtugos¢ kazdego uszeregowania NPV-optymalnego moze by¢
obliczona z géry jako:

C*=24- 3)
=

Jednakze powyzszy wynik znajduje tylko dtugos$é uszeregowania NPV-optymalnego,
a nie znajduje optymalnej wartosci NPV. Poniewaz czynno$ci majg, w ogolnosci,
rozne przeptywy gotowkowe, pozostaje problem znalezienia kolejnosci czynnosci w
uszeregowaniu sekwencyjnym, ktéra maksymalizuje warto$¢ NPV.

Zauwazmy, po pierwsze, ze jesli ptatnosci nastepujg w momentach zakonczen
wykonywania czynnosci, to wkiad czynnosci A- do warto$ci NPV wyraza sie wzorem:

NPVi =CFif3c* 4)

co oznacza, ze kazda czynnos¢ ma przypisany "zysk" za wykonanie jej najwczesniej
jak to tylko mozliwe. Catkowita warto$¢ NPV jest sumg wartosci NPVI wniesionych
przez poszczegdlne czynnosci, tzn.:

NPV =f JCFij3c*. (5)
Poniewaz szeregowanie sekwencyjne jest roéwnowazne szeregowaniu na jednej
maszynie, wiec mozna zauwazyC, ze powstaly problem szeregowania czynnosci
zaleznych, niepodzielnych jest réwnowazny znanemu z literatury problemowi
szeregowania na jednym procesorze, w ktorym Kkryterium jest osiggniecie
maksymalnego zysku ze zbioru zadan. Korzystajac ze znanej z literatury klasyfikacji
probleméw szeregowania maszynowego, rozwazany problem szeregowania na jednej
maszynie oznaczamy jako 1|prec |S (vv,exp(-cC,)), gdzie c jest stopg dyskontowsg, a
w, jest wagg zadania A,. £atwo udowodni¢, ze po zastosowaniu podstawienia:
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\wt =-CFi
{c=In(l+ a )w

powyzszy problem szeregowania na jednej maszynie staje sie rownowazny
rozwazanemu problemowi DCRCPSPDCF. Jakkolwiek problem ten jest w ogolnosci
NP-trudny, to jednak w pracy [1] udowodniono, ze dla pewnych klas ograniczen
kolejnosciowych (np. ograniczenia typu "series-parallel") problem moze by¢
rozwigzany w czasie wielomianowym. Oczywiscie, to samo zachodzi przy braku
ograniczen kolejnosciowych, tj. dla zadan niezaleznych.

Zatem dla wypuktych funkcji szybkosci wykonywania czynnosci i dodatnich
przeptywow gotéwkowych wartos¢ NPV jest maksymalizowana przez sekwencyjne
wykonanie wszystkich czynnosci w dopuszczalnym kolejnosciowo porzadku i bez
czasow zwiloki. Ponadto powstaty problem jest rdwnowazny znanemu z literatury
problemowi szeregowania na jednej maszynie, ktéry dla pewnych klas ograniczen
kolejnosciowych moze by¢ rozwigzany w czasie wielomianowym.

3.2. Wkleste funkcje szybkosci wykonywania czynnosci

W pracy [2] pokazano, ze w przypadku wklestych funkcji szybkosci
wykonywania czynnosci dlugo$¢ uszeregowania jest minimalizowana przez jak
najbardziej réwnolegte wykonywanie zbioru czynnosci. Mozna pokazac, ze wasnosc
ta jest zachowana takze dla innego kryterium regularnego, jakim jest maksymalizacja
zaktualizowanej wartosci netto przy dodatnich przeptywach gotdwkowych. Do
opracowania metodyki podejécia do problemu w tym przypadku wykorzystuje sie
rowniez pojecie sekwencji dopuszczalnej, wprowadzone w pracy [3].

Zauwazmy, ze dowolne uszeregowanie dopuszczalne, bedace rozwigzaniem
dyskretno-ciggtego problemu rozdziatu zasobdw, moze by¢ podzielone na s <n
przedziatow o dlugosci Mk k = 1,2,...,s, okreslone przez momenty zakonczen
kolejnych czynnosci. Niech Zk oznacza kombinacje czynnosci wykonywanych
rébwnolegle w ¢-tym przedziale. Z kazdym uszeregowaniem dopuszczalnym jest
zwigzana sekwencja dopuszczalna S kombinacji zZk, k = 1,2,...,s. Dopuszczalnos¢
takiej sekwencji jest zachowana, jesli:

» kazda czynno$¢ wystepuje co najmniej w jednej kombinacji;

» zagwarantowana jest niepodzielno$¢ kazdej czynnosci, tzn. kazda czynno$é
wystepuje w doktadnie jednej badz w kolejnych kombinacjach w 5;

» spetnione sg ograniczenia kolejnosciowe miedzy czynno$ciami;

* spelnione sg ograniczenia zasobowe na zasoby dyskretne.

Dla danej sekwencji dopuszczalnej 5 mozna wyznaczy¢ optymalny podziat rozmiaréw

czynnosci Ab i- 1,2,..«, pomiedzy kombinacje w S, rozwiagzujagc odpowiedni

problem nieliniowego programowania matematycznego. W problemie tym

maksymalizowana jest suma wartosci NPV wynikajaca z czas6w zakonczen kolejnych

czynnosci w taki sposéb, ze minimalizowane sa dlugosci przedziatow

odpowiadajgcych kolejnym kombinacjom w 5. Jak juz wspomniano, przedziaty te

wyznaczone sg przez momenty zakoriczen kolejnych czynnosci, co oznacza, ze im

mniejsza dtugo$¢ przedziatu, tym wczesniejszy moment zakonczenia odpowiedniej

czynnosci i wieksza warto$§¢ NPV z niego wynikajaca.
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Niech Mk bedzie minimalng dtugoscia przedziatu wygenerowanego przez kombinacje
Zk€S, k- 1,2,...,5, funkcjg wektora \k- [ica]( , a Kj - zbiorem indekséw

wszystkich kombinacji zk, takich ze A, e Zk. Ponizszy problem programowania
matematycznego znajduje dla danej sekwencji dopuszczalnej 5 podziat rozmiarow
czynno$ci pomiedzy kombinacje w S, ktory maksymalizuje wartos¢ NPV.

Problem PNPV: zmaksymalizowaé

NPV =Y jCFil ¢’ (7)

=]

przy ograniczeniach
8
xik - 0, I'=12,..« k&Ki (9)

gdzie
nad/L}

c-= Z K (10)
Aezk di)

Funkcja celu (7) maksymalizuje warto$¢ NPV dla rozwazanego modelu ptatnosci
PAC. Ograniczenia (8) odpowiadajg warunkowi wykonania w catosci kazdej
czynnosci, a ograniczenia (9) zapewniajg, ze czesci czynnoSci wykonywane
w poszczegdlnych przedziatach sg nieujemne. Réwnanie (10) pozwala znalez¢ czas
zakonczenia kazdej czynnosci jako sume diugosci wszystkich przedziatdéw od
pierwszego az do przedziatu, w ktérym czynno$¢ jest zakoriczona. Rownanie (11)
z kolei pozwala obliczy¢ minimalng dtugos¢ -tego przedziatu. Po znalezieniu NPV-
optymalnego podziatu rozmiaréw czynnosm odp0W|adancy mu optymalny rozdziat

| ()

zasobu ciggtego dla kombinac" ~ ; [3]:

Zatem problem PN/ pozwala znalez¢ optymalny rozdziat zasobu ciagtego dla
danej sekwencji dopuszczalnej i wklestych funkcji szybkosci wykonywania czynnosci.
W konsekwencji problem w tym przypadku mozna zdekomponowa¢ na dwa
podproblemy: (i) konstrukcje kolejnosciowo i zasobo,wo (ze wzgledu na zasoby
dyskretne) dopuszczalnej sekwencji czynnosci (czyli sekwencji dopuszczalnej
zdefiniowanej powyzej) oraz (ii) optymalny rozdziat zasobu ciggtego dla sekwencji
wynikajacej z podproblemu (i), ktéry maksymalizuje zaktualizowang warto$¢ netto,
przez rozwigzanie problemu PN/ dla tej sekwencji. Dla probleméw matych
rozmiarébw mozna wiec znalez¢ rozwigzanie globalnie optymalne przez peten przeglad
zbioru sekwencji dopuszczalnych i wybér najlepszej z nich. Niestety, w ogdlnosci
liczba wszystkich sekwencji dopuszczalnych ros$nie wyktadniczo wraz z liczbg
czynnosci. Stad sensowne staje sie zastosowanie algorytméw lokalnego
przeszukiwania, poszukujacych dobrych rozwigzan w zbiorze wszystkich sekwenciji.
Takie podejscie wykorzystano np. w pracy [4], gdzie dla rozwazanej klasy problemow
badano efektywnos$¢ metaheurystyki przeszukiwania tabu (ang. tabu search - TS).
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4, Zakonczenie

W pracy rozwazano problem maksymalizacji zaktualizowanej warto$ci netto
w dyskretno-ciggtym problemie rozdzialu zasobdéw ze zdyskontowanymi dodatnimi
przeptywami gotéwkowymi. Zdefiniowano problem DCRCPSPDCF oraz pokazano
metodyke podejscia do jego rozwigzywania dla wypuktych i wklestych funkcji
szybkosci wykonywania czynnosci.
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Abstract

In this work a discrete-continuous resource-constrained project scheduling
problem with positive discounted cash flows (DCRCPSPDCF) is considered. In this
problem activities simultaneously require for their processing discrete renewable
resources, and an amount of a single continuous renewable resource, whose total
amount available at a time is limited. The processing rate of an activity depends on the
amount of the continuous resource allotted to this activity at a time. Activities are non-
preemptable and precedence-related. A positive discounted cash flow is associated
with each activity. The PAC payment model is considered, where payments are made
at completion times of successive activities. The problem is to find a precedence- and
discrete resource-feasible schedule and, simultaneously, a continuous resource
allocation that maximize the net present value. Convex and concave processing rate
functions of activities are analyzed. It is shown that for convex functions, sequential
schedule is optimal, and the problem is equivalent to a single machine scheduling
problem known from the literature. For concave functions, parallel configuration is
optimal, where an optimal continuous resource allocation can be found by solving a
non-linear mathematical programming problem. As a result, the process of looking for
optimal solution can be seen as searching for an optimal feasible sequence.



