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GRAFY BAZOWO-ETYKIETOWALNE
JAKO JEDNOLITA REPREZENTACJA GRAFOW SPRZEZONYCH

Streszczenie. Praca stanowi wprowadzenie do klasy graféw (a, k, <r)-bazowo-
etykietowalnych, ktére przedstawiajg ujednolicong reprezentacje matematyczna
graféw (a, /c)-etykietowalnych oraz (a. /c)-dowolnie-etykietowalnych (ktore sg
réwnowazne klasie grafow sprzezonych [1]). Omdwione sg podstawowe zalez-
nosci miedzy tymi klasami, zaleznosci miedzy parametrami k i a oraz znaczenie
tych klas dla kombinatoryki wraz z praktycznymi przyktadami zastosowan w bio-
informatyce.

BASE-LABELED GRAPHS
AS UNIFIED REPRESENTATION OF ADJOINTS

Summary. This work introduces a class of (a, k, cr)-base-labeled graphs that
presents unified mathematical representation of (a, /c)-labeled and (a, k)-free-
labeled graphs (that are equivalent to adjoints [1]). It describes basic relationships
between these classes, relationship between parameters k and a and the meaning
of these classes for computing science. There are also some practical examples
of application in bioinformatics.

1. Wprowadzenie do grafow etykietowalnych i sprzezonych

Waznym problemem w informatyce jest problem szukania cyklu Hamiltona w
grafie. Cykl Hamiltona jest to cykl zawierajacy kazdy wierzchotek grafu doktadnie raz.
Prawdopodobnie nie istnieje algorytm efektywnie rozstrzygajacy (w czasie wielomia-
nowym) istnienie takiego cyklu w dowolnym grafie. Istnieje jednak podklasa grafdéw,
dla ktoérych cykl Hamiltona jest réwnowazny cyklowi Eulera w pewnej transformacji
tego grafu. Cykl Eulera jest to cykl zawierajgcy wszystkie krawedzie grafu doktadnie
raz. Zaréwno rozstrzygniecie istnienia tego cyklu, jak i jego znalezienie jest proble-
mem prostym, dla ktérego istniejg efektywne algorytmy. Grafy, dla ktérych zachodzi
taka rownowaznosc¢, sg grafami sprzezonymi i nalezg do klasy graféw (a, fc)-dowolnie-
etykietowalnych. Przed omowieniem tych klas nalezy wprowadzi¢ nastepujgce definicje
(domyslnie graf bedzie oznaczac¢ graf skierowany):

Definicja 1. Grafem (1-grafem) skierowanym nazywamy uporzadkowang pare G =
{V,E), gdzie V. — {vi,V2,...,vn} jest zbiorem wierzchotkéw, a E jest zbiorem
krawedzi: E C {(ui,U2) : V\,V2 G V}.
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Definicja 2. Multigrafem nazywamy trojke G = (V, E, <), gdzie (V,E) jest grafem,
a jest funkcja: 9 : E — N. Jedli e ¢ E jest krawedzig, to <p(e) nazywamy
krotnoscia.

Multigraf jest p-grafem, jesli maksymalna krotno$¢ krawedzi jest nie wieksza
niz p, czyli 9:E -» {1,2,... ,p}.

Notacja. Niech N +(v) oznacza zbiér nastepnikéw wierzchotka v, a N~(v) oznacza
zbiér poprzednikéw wierzchotka v.

Definicja 3. [2] 1-Graf skierowany H(E,U) jest grafem sprzezonym grafu G(V,E)
0 zbiorze wierzchotkéw E i takim zbiorze krawedzi U, ze miedzy wierzchotkami
X,y € Ew grafie H wystepuje krawedz wtedy i tylko wtedy, gdy wierzchotek
konncowy krawedzi x w grafie G jest wierzchotkiem poczatkowym krawedzi y w
grafie G.

Rownowaznos$¢ miedzy cyklem Eulera w grafie G(V, E) a cyklem Hamiltona w
grafie H(E, U) wynika bezpo$rednio z definicji 3. Praktyczne wykorzystanie tego faktu
do szukania cyklu Hamiltona wymaga mozliwos$ci efektywnego sprawdzenia, czy dany
graf jest grafem sprzezonym. Mozliwo$¢ taka istnieje i jest okreSlona przez ponizsze
twierdzenie:

Twierdzenie 1. [2] 1-grafH = (V,E) jest grafem sprzezonym innego grafu wtedy
1tylko wtedy, gdy dla kazdej pary wierzchotkdw x,y 6 V spetniony jest nastepujacy
warunek:

N +(x) n N +{y)"Q)=> N +(x) = N +{y)

Z definicji 3 wynika, ze kazdy 1-graf G posiada swdj graf sprzezony H. Jednak
nie kazdy grafsprzezony H posiada odpowiadajgcy mu 1-graf. Jesli ii jest grafem sprze-
zonym 1-grafu, to jest skierowanym grafem liniowym (dla multigraféw réwniez istnie-
ja odpowiadajgce im grafy sprzezone). Podobnie istnieje warunek, jaki muszg spetniac¢
wierzchotki grafu, aby byt grafem liniowym:

Twierdzenie 2. [1] 1-graf G(V,E) jest skierowanym grafem liniowym wtedy i tylko
wtedy, gdy spetnionyjest nastepujgcy warunek:

VLy €V i (X"YyAN+X) fiN+(y) 0) = (N+(X) = N+(y) AN~(x) fi N~(y) =

Mozna zauwazy¢, ze jesli w danym grafie przyporzadkowana zostanie wierzchot-
kowi ¢-literowa etykieta (nad alfabetem o mocy a), a krawedzie zostang poprowadzone
miedzy takimi wierzchotkami (ta, vf), ze. k —1 ostatnich liter etykiety v\ jest réwnych
k —1 literom etykiety ta, to zostanie spetniony warunek twierdzenia 1, czyli grafbedzie
grafem sprzezonym (wynika to z faktu, ze dowolne dwa wierzchotki o identycznych
k —1 ostatnich literach etykiety bedg miaty doktadnie ten sam zbior nastepnikéw - czyli
zbior wierzchotkdw, dla ktorych pokrywa sie k —1 pierwszych liter etykiety). Definiuje
sie w ten sposob grafy (a, ¢)-dowolnie-etykietowalne.

Definicja 4. [1] Niech k > l,a > 0 bedg liczbami catkowitymi. Wtedy 1-graf
H = {V,E) jest grafem (a, k)-dowolnie-etykietowalnym (nalezy do klasy Ejj),
jesli mozliwe jest przyporzadkowanie kazdemu wierzchotkowi x € V etykiety
(h(x), hfa), eee, o diugosci k takiej, ze Vtvx € V :li(x) € {0,..., a —1},
oraz istnieje krawedZ miedzy x i y wtedy i tylko wtedy, gdy {h{x),..., Ik(x)) =
(1igy),....1k-i{y))-
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Mozna dowie$¢ ([1]), ze dodanie do definicji 4 warunku unikalnosci etykiet
powoduje uzyskanie warunku twierdzenia 2, czyli grafy liniowe sg grafami (a,k)-
etykietowalnymi.

Definicja 5. [1] Niech k > l,a > 0 beda liczbami catkowitymi. Wtedy 1-graf
H{V, E) jest grafem (a,k)-etykietowalnym (nalezy do klasy jesli jest gra-
fem (a, ¢)-dowolnie-etykietowalnym oraz wszystkie etykiety sg rézne, tj. Vx ™ y :

{h{x),... ,Ik(x)) £ (h(y),...,1k(v))-

2. Grafy (a, k, a)-bazowo-etykietowalne

Dla graféw z klas Jzjf oraz d¢fz dla istnienia krawedzi wymagane jest natoze-
nie etykiet miedzy wierzchotkami rowne k — 1. Grafy (a, k, a)-bazowo-etykietowalne
réznig sie tym od grafow (a, ¢)-etykietowalnych, ze natozenie i3 (zwane tutaj dtugoscig
bazy krawedzi) moze przyjmowaé¢ wartosci: f3 G {0,..., k —1} (dla (3 — k graf cat-
kowicie traci spOjnos¢, a przez to tez wiekszo$¢ wiasnosci). Parametr a jest stopniem
swobody krawedzi i jest rowny k —f3. Grafy te mozna zdefiniowac¢ nastepujaco:

Definicja 6. Niech k > 1,a > 2, a6 {1,..., k}, /3—k —o0 beda liczbami catkowity-
mi. Wtedy 1-grafskierowany ¢ka(V, E) jest grafem (a, k, 0)-bazowo-etykietowalnym
(nalezy do klasy o wymiarze k, stopniu swobody o oraz dtugosci bazy krawe-
dzi (3, jesli mozliwe jest przyporzadkowanie kazdemu wierzchotkowi x € V etykiety
(¢1(x), (2(~)1 *+2Jk{x)) o diugosci k takiej, ze:

1) Vzavx € V 1 h{x) e {0,..., a —1},

2) wszystkie etykiety sa rézne, tj. Vx f y :(Zi(x),..., IkD))x (I\(y), ..., 1k{y)),

3) istnieje krawedZ miedzy x iy wtedy i tylko wtedy,gdy j3koncowychliter ety-
kiety wierzchotka x jest réwnych (3 poczatkowym literom etykiety wierzchotka
V, tj-:
(x,y) €E & (lati(x),..., k(x)) = (h(y).Ip{y)).

Notacja. Dla kazdego wierzchotka x G V grafu £kQ(V, E) wprowadza sie nastepu-
jace symbole i oznaczenia etykiet (3 —k —o0):

1. e(x) oznacza etykiete wierzchotka x, a /¢(x) = Z-(e(x)) oznacza i-tg htere
etykiety.

. Ax oznacza baze krawedzi wchodzgcych, czyli pierwszych (3 liter e(x).

2
3. 5Xoznacza swobode krawedzi wchodzacych, czyli ostatnich o liter e(x).
4. Ax oznacza baze krawedzi wychodzacych, czyli ostatnich (3 liter e(x).

5

. \' x oznacza swobode krawedzi wychodzacych, czyli pierwszych o liter e(x).

W grafie i krT(V, E) o wierzchotkach x,y G V (oznaczonych w powyzszej notacji) wa-
runek istnienia krawedzi zgodnie z definicjg 6 mozna sformutowac nastepujaco:

(x,y) € E Az = Ay (1)

Twierdzenie 3. Grafy bazowo-etykietowalne sg grafami sprzezonymi.
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Dowdd. Zgodnie z twierdzeniem 1, graf G(V,E) jest grafem sprzezonym wtedy i
tylko wtedy, gdy:

VX,y GV iN+{X) N N+(y) £ 0=» N+(x) = N+(y) )

Niech etykiety wierzchotkéw x,y GV w grafie G(V, E) € zostang oznaczone
w nastepujacy sposob: e(x) = (Xx,Ax),e(y) — (Ay,5y). Mozna zauwazy¢, ze dla
wierzchotkow x, y zachodzi nastepujgca réwnowaznos$é:

N+(x)NN+(y)Z 0 Ax= A, 3)

Stosujgc warunek (1) dla wierzchotkéw x,y, otrzymuje sie nastepujgce zbiory na-
stepnikow:

N+{x) = {vE€V :Ax=A,} N+(y) ={v€V: :Ay= A} (@)
Jesdli dla x, y spetniony jest warunek Ax = A;/, to na mocy rownan (4) zachodzi
N +{x) — N +(y) - w potgczeniu z zaleznoscig (3) implikuje to warunek (2), co
konczy dowod. O

Grafy bazowo-etykietowalne sa wiec jednoczesnie grafami dowolnie-
etykietowalnymi. Wynika to z faktu, ze obie klasy pokrywaja sie z klasg graféw
sprzezonych (dla graféw dowolnie-etykietowalnych wykazano to w pracy [1]). Mozna
zauwazy¢, ze dla er = k graf bazowo-etykietowalny jest grafem petnym, wiec nie
moze by¢ skierowanym grafem liniowym (nie jest spetniony warunek twierdzenia
2). Jednoczesnie dla er = 1 graf (a, k, cr)-bazowo-etykietowalny jest grafem (a, k)-
etykietowalnym, wiec jest skierowanym grafem liniowym. Oznacza to, ze parametr
a determinuje przynalezno$¢ grafu do klasy £££. Zalezno$¢ te okresla ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie 4. Jedli k > 2cr, to grafy (a, k, 0)-bazowo-etykietowalne sg skierowanymi
grafami liniowymi.

Dowéd. Niech dla grafu £2a(V,E) zachodzi k > 2<j. Na mocy twierdzenia 2 graf
E ia(V, E) jest grafem liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy
VX,y GV :(x yaAaN+(X)n N+(y) 0) = (W+(X) —N+(y) A N~(x)fi N~(y) -

(5)
Niech etykiety wierzchotkéw x,y E'V w grafie £4a(y\ E) zostang oznaczone

w nastepujacy sposob: e(x) = (Ax, Ax),e(y) = (Ay,Sy).
Jesli k > 2a, to zachodzg implikacje:

1. Ax —Ay => Ax Ay 2. AX—Ay == Ax Ay (6)
Zaleznosci (6) wynikajg z faktu, ze jesli k > 2cr, to:
(Ax = AyA Ax= Ay=» Ax = \ya Sx = 5y) => (Ax = Aya AX= Ay<=e(x)= e(y

Dla x ™ y nie moze jednak zachodzi¢ e(x) —e(y) ze wzgledu na definicje 6 (impli-
kacje (6) nie zachodzg dla a < k < 20).

Analogicznie do warunku (3) z dowodu twierdzenia 3 dotyczgcego nastepni-
kéw mozna zapisa¢ warunek dotyczacy poprzednikéw:

N~(x) N N~(y) ¢ <d~Ax= Ay )
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taczac zaleznosci (6) (implikacja 1) oraz (7), otrzymuje sie implikacje:
AX —Ay =>N~{X) n N~(y) =0 (8)

Ostatecznie z warunkéw (8) oraz warunkéw (3), (4) z dowodu twierdzenia 3 wynika
warunek (5), czego nalezato dowies¢. O

Dla grafu ffcQ(V, E) (w ktdrym parametry sa w relacji a < k < 2a) zachodzi
zaleznos¢:

Va: ,y€V: (A*= Aya Ax=A,) =k (N+(X) = N+(y) A N~(x) = N~(y)) (9)

Niech H(Vh,Eh) bedzie grafem dowolnie-etykietowalnym odpowiadajgcym
grafowi (V,E). Mozna zauwazy¢, ze wierzchotki x,y & Vh, dla ktérych zacho-
dzitaby implikacja (9), musiatyby mieé identyczne etykiety (wynika to z faktu, ze zbior
poprzednikéw oraz nastepnikéw tych wierzchotkéw jest taki sam). Graf ten nie bytby
wiec skierowanym grafem liniowym.

3. Zastosowanie grafow z klas Jsfg, JZj?,

Omawiane klasy graféw majg istotne znaczenie dla teorii ztozonosci oblicze-
niowej, ze wzgledu na mozliwos$¢ efektywnego szukania cyklu Hamiltona. Znane al-
gorytmy szukajace cyklu Hamiltona dla dowolnego grafu majg ztozonos$¢ wyktadniczg
wzgledem liczby wierzchotkéw [3], natomiast algorytmy szukajgce cyklu Eulera ma-
ja ztozonos¢ liniowg wzgledem liczby krawedzi. Grafy te mogg by¢ modelem danych
dla dowolnego problemu, w ktdrym odwzorowuje sie podobienstwo miedzy elementami
pewnego zbioru polegajace na odpowiednim natozeniu etykiet tych elementéw.

Problemy takie sg czesto spotykane w bicinformatyce, gdzie analiza tarcuchéw
DNA wymaga wstepnego ciecia tych fancuchdéw, a nastepnie odwzorowania uzyska-
nych fragmentow w catos¢. Przykitadem jest ustalanie kolejnosci nukleotydéw w tancu-
chu DNA metodg sekwencjonowania przez hybrydyzacje [4]. Wynikiem fazy bioche-
micznej jest informacja o zbiorze wszystkich fragmentoéw badanego tancucha o dtu-
gosci |. Elementy tego zbioru zachodzg na siebie, dajac graf (4,l)-etykietowalny (graf
DNA [1]). Odtworzenie badanego tancucha nastepuje przez znalezienie cyklu Hamilto-
na w tym grafie.

Motywacjg do zdefiniowania graféw bazowo-etykietowalnych byt problem bu-
dowy biblioteki oligonukleotydow, ktére majg mozliwie mate powinowactwo do hybry-
dyzacji miedzy soba. Elementy takich bibliotek mogg by¢ stosowane do kodowania in-
stancji w algorytmach opartych na DNA (komputery DNA [5]). W procesie konstrukcji
tego typu bibliotek budowany jest graf (a, A™erj-bazowo-etykietowalny, ktéry nastep-
nie modyfikowany jest tak, ze krawedzie grafu zostajg w pewnej zdefiniowanej relacji.
W tak przygotowanym grafie szukany jest cykl Eulera. Nastepnie sumuje sie swobody
krawedzi wchodzacych (fix) etykiet wierzchotkéw wystepujacych kolejno w cyklu, bu-
dujac tancuch wynikowy, ktory dalej jest ciety zgodnie z liczbg potrzebnych elementéw
biblioteki. W zaleznosci od wyboru parametru a powstajg rézne jakoSciowo rozwigza-
nia, gdyz kazdy wierzchotek reprezentuje inng liczbe oligonukleotydéw przeniesionych
do tancucha wynikowego.
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4. Podsumowanie

Grafy bazowo-etykietowalne sg klasg graféw, ktdre taczg istniejgce juz klasy w
jednym modelu matematycznym. Nie posiadajg wiec nowych wiasnosci istotnych dla
ztozonos$ci obliczeniowej istniejgcych probleméw, ale mogg wprowadzi¢ zmiany jako-
Sciowe w modelach matematycznych niektorych probleméw. Wspomniany przypadek
budowy biblioteki oligonukleotydéw pokazuje, ze oparcie modelu na grafach bazowo-
etykietowalnych pozwala na bardziej ogélne sformutowanie problemu i analize nowych
wiasnosci rozwigzan.
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Abstract

An adjoint of graph G(V,E) is graph H(E, U) where set of vertices is equal
to set of arcs in graph G(V,E). Transformation G(V, E) — H(E, U) has a property,
that Hamiltonian circuit in graph H is equivalent to Eulerian circuit in graph G. Every
adjoint of a graph is also (a, A;)-free-labeled graph. This means that every vertex has a
label of length k over alphabet of length a. There is an arc between vertices v\, v2 if and
only if last k —1 letters of v\ label are equal to first k —1 letters of t>2 label (an overlap
is k —1long). Moreover, if every label is unique, the graph is (a, fc)-labeled.

This work introduces class of (a, k, cj-base-labeled graphs that presents unified
mathematical representation of (a, fc)-labeled and (a, k)-free-labeled graphs. In graphs
of this class an overlap between labels must be k —a long. Relationship between para-
meters k and a allows to determine if graph is (a, fc)-labeled or (a, /r)-free-labeled.

The need of modifying overlap constraint comes from a bioinformatics problem
- building an oligonucleotide library that contains DNA chains which have minimal
tendency to hybridize witch each other. Libraries of this type are used in DNA computing
to encode problem instances.



