
Michał Lawina

Przekształcenie pewnego typu funkcji wielu zmiennych i jej nonio- 
gram ruchomy

W  pracy omówiono teorię nomogram u o ruchom ych segm entach, dzięki czemu  
funkcję czterech zm iennych m ożna przedstawić jedną krzywą, której współrzędne będą  
jednak odczytyw ane na segm entach nastaw ionych odpowiednio do w artości pozosta
łych  dwu zm iennych.

1. Wstęp

W  nom ografii spotyka się obok stałych także nom ogram y ruchom e, 
polegające na równoległym przesuw aniu niektórych skal. Przesuw anie to  
odbywa się według osobnej skali funkcyjnej, której wprowadzenie określa 
dodatkow ą zależność w yniku ostatecznego od jeszcze jednej zmiennej 
(param etru) — a więc w konsekwencji zwiększa liczbę zm iennych nieza
leżnych funkcji, dla k tórej dany  nom ogram  sporządzono.

W  pracy  niniejszej opisano teorię przyrządów, k tó re  można o ty le 
zaliczyć do nom ogram ów ruchom ych, że zaw ierają skale ruchom e — zre
sztą nie przesuwalne równolegle, ale obrotowe, co jest poręczniejsze w ob
sługiwaniu, z drugiej jednak  strony przyrządy te  stosują wykres pewnej 
funkcji, k tó ra  jest czynnikiem  funkcji całkowitej, dla której przyrząd 
sporządzono — pod tym  względem nowość rozwiązania polega na zastą 
pieniu oo2 wykresów jednym  wykresem, odczytyw anym  jednak  na  ska
lach zmiennych obrotowo nastaw ialnych.

2. Teoria zagadnienia

Aby możliwe było sporządzenie takiego przyrządu, funkcja m usi speł
niać pewne założenia, które w świetle rozdziału 1  przedstaw iają się n a 
stępująco :

a) zasadnicza część funkcji przedstaw ialna wykresem m usi zawierać 
tylko jedną zmienną,

b) obrotowe nastaw ianie skal, przy  pom ocy których odczytuje się 
rzędne i odcięte wykresu p ■ a, mówi o pewnych zależnościach funkcyj - 
nycli m iędzy zmiennymi i kątam i, o jakie obraca się skale ruchom e.
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M atem atycznie trzeba u jąć  rzecz 'w ten  sposób, że od pewnej funkcji 
wielu zmiennych dochodzi się do funkcji jednej zmiennej — drogą prze
kształceń i dodatkow ych założeń, m ających in terpretacje geometryczne. 
To właśnie zagadnienie będzie treścią tego ustępu.

Zajm iem y się poniżej funkcją czterech zmiennych:

y = f ( x 1, x 2, x s,x i )

o następujących własnościach:
I. W  przedziałach:

0 < x ^ a ,
0 < x 2^ a ,
0 < x 3^ a ,
0 < x i ^ b ,

funkcja jest ciągła.
I I .  Szczegółowa postać funkcji jest następująca:

(1)

x 3xi . (2 )

I I I .  D la wszelkich x 1 i x 2 zachodzi związek:

x 1- ^ x 2. (3)

IY. Zm ienna x 3 określona jest danym  związkiem:

x 3= & { x 2).

Istn ieje  następująca możliwość przekształcenia rozważanej funkcji. 
W prowadźm y zmienną:

t x 1 Ę = a  — . 
x 2

Funkcja  (2 ) przyjm ie w tedy postać:

ly =  q>\-\x3xi .\d J

O statnie w yrażenia napiszem y w postaci:

y =  /f\«a  *4 
ab ^\a)  a b '

Określa ona zależność rozw ażanej funkcji od zmiennych względnych:

/r>
d 3  • 4

a b '
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Zakładając pewne stałe wartości na x 3 i x t , o trzym am y tylko funkcję:

^  (4 )

rozw ażaną jednak  w s k a l i  1 ¡ab. Istn ieje  możliwość następującej i n t e r 
p r e t a c j i  g e o m e t r y c z n e j  dokonanych przekształceń. W prow adzając 
zm ienne (pl , y2 ■ cp3, takie, że:

x 2
cos9?! =  —,Ct'

x,
cos952= — , (5)

y ( x 3=  a, x t ) 
i0S(f>3~~ y ( x 3= a, x i = b ) ’

(COS993 jest więc funkcją x i ) otrzym am y dla dowolnych x3,x3,xi w artość 
funkcji  /, jak  na rysunku 1 .

. 1. Oznaczenie zm iennych w ystępujących w  zagadnieniu

Ustalenie więc kątów  cpx,<p,,q>3 u sta la  konkretną zależność funkcyjną:

x — W(x1). (6)

Idąc od wartości x t linią kreskow aną w kierunku strzałek dochodzimy 
do wartości:

y =  f ( x  1, x 2,x3,xi ).

Dla dowolnych kątów  cpx, tp2,<p3, a więc i zmiennych x2,x3,xA, służy do 
wyznaczenia funkcji /  zawsze ta  sama krzywa.
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Aby jednak uzyskać nastawialność kątów  cp, trzeba zmienne x 2, x 3, x i 
nanosić na skalach s1,s2,s 3, nakreślonych na p rzykład  na segmentach, 
obracalnych wokół punktów  A  i B.  O trzym ujem y w tedy niejako p rzy 
rząd zastępujący tablice funkcyjne danej funkcji  wielu zm iennych.

3. Przykłady

Zajmiemy się teraz dwoma przykładam i funkeyj — o ważnych zasto
sowaniach praktycznych — spełniających omówione założenia I —IV.

a) Zawartość leżącego zbiornika walcowego o średnicy d, długości I 
wysokości słupa cieczy h wynosi:

T7 rrf2/ d ~ 2 h  d~2Ji  /  ¡ d ~ 2 h \ 2
( ¿1— - ¿ - y  ? - ( — ) •  <■>

Jeżeli zrobim y pewne założenia ograniczające zm ienne: średnicę d = a  
długość l =  b, w m yśl I  rozważam y zawartość zbiornika w przedziale:

0 < A §  a,
0 < d  57 a,
0 <  l ^ b .

Trzecią zmienną jest d2. Własność (2 ) jest przy  tak im  przyjęciu oczy
wiście spełniona. Tak samo jest spełniony w arunek  (3):

h ^  d,

b) W skaźnik zginania dźwigara swobodnie podpartego, o długości 1.
0 obciążeniu ciągłym jednostajnym  q, wynosi w odległości x:

1 / 7  x‘
W = a \ q 2 X~ q T

albo po przekształceniu:

w - Ą r - f )<8 >

1 tu  własności (1) do (3) są spełnione, jeżeli za zmienne x1, x 2, x 3, x i pod
staw im y odpowiednio x, l , l2,q.

W  przykładzie a) wykresem należy objąć funkcję jednej zmiennej

,(h\ d — 27; (?-27 i /  ( d ~ 2 h \ 2
f [ d ) = M — s - y M - H ’ (9)

w przykładzie natom iast b):



Przekształcenie funkcji wielu zmiennych

W ykresy tych  funkcyj przedstaw ione są na rysunkach 2 i 3, z k tó 
rych pierwszy przedstaw ia przyrząd do wyznaczania zawartości zbior
nika o danych w ym iarach (zmiennych) p rzy  różnej wysokości stupa cie
czy; drugi — wskaźnik wytrzym ałości na zginanie belki o określonych 
rozm iarach i obciążeniu (zmiennych) w różnych jej przekrojach. Krzywa 
d la  w ypukłych den na rysunku 2 pozwala obliczyć popraw kę zawartości 
w przypadku, kiedy dna walca są nie płaskie, ale wypukłe; problem em  
ty m  nie zajm iem y się w ty m  miejscu.

R ys. 2. Przyrząd w yznaczający zawartość zbiornika walcowego, w  zależności od jego 
długości, średnicy i wysokości słupa cieczy

Pierw szy z przyrządów  (rys. 2) nastaw iony jest w danej chwili na 
średnicę 2,5 m i długość 6 m i dla takiego zbiornika podaje jego zaw ar
tość p rzy  różnych wysokościach słupa cieczy. Jeżeli więc krzyw a ogra
niczona jest odcięte 7) =  2,88 i rzędną V — 50000 7, co odpowiada dłu
gości 7 =  7,8 m i średnicy 2,88 m — to p rzy  podanych uprzednio warto-
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ściac-h należy odchylić skale o tak i ką t, aby w artość odciętej zmieniła 
się w stosunku 2,5>/2,88, a w artość rzędnej w stosunku 38500/50000.

D rugi przyrząd (rys. 3) nastaw iony jest dla belki o długości 8 in, 
o obciążeniu ciągłym 1500 kG/m b — i dla takiego układu przedstaw ia

R ys. 3. Przyrząd w yznaczający wskaźnik w ytrzym ałości belki utwierdzonej w  zależ
ności od jej długości, obciążenia ciągłego i położenia przekroju

zależność między położeniem przekroju x  i w ym aganym  w tym  miejscu 
wskaźnikiem zginania.

Jest więc: £»3 = 8 m (czyli a?3/a  =  8/10) a  a?4=  1500 kG/m b (czyli 
x j d =  1500/2000), a więc cos<p, =  0,8, cos<p3= 0 ,75 ,(bo  y ( x 3 =  a ,x i ) = 12,5 102, 
a y ( x 3= a , x i — b)=lQ,Q-102, skąd 12,5/16,6 =  0,75).

4. Wnioski

Istnieje klasa funkcyj wielu zmiennych o pewnej szczególnej postaci, 
opisujących technicznie ważne zależności. Dla funkcji  takich  możliwe jest 
sporządzenie przyrządów, operujących jednym  wykresem  i obrotowymi
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skalami. Umożliwia to  zastąpienie często w ystępujących i żm udnych 
obliczeń — odczytyw aniem  szukanych wartości na przyrządach o poręcz
nej obsłudze i rozm iarach.

Ew entualne dodatkow e badania  nad tym  zagadnieniem  powinny iść 
w kierunku dalszego uogólnienia postaci funkcji /  i zwiększenia liczby 
zmiennych.


