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S t r e s z c z e n i e ; Rozważono przyp ad ek  c i e n k o ś c i e n n e j  
p o w ło k i  w a lc o w e j  o p r o f i l u  o tw artym , w zm ocn ion ej na  
b r z e g a c h  p r o s t o l i n i o w y c h  dwoma b e lk a m i  o jed nakow ej  
s z t y w n o ś c i .  B e l k i  t e  s ą  o b c ią ż o n e  r ó w n ie ż  w sp o só b  
jed n ak ow y . Z a g a d n ie n ie  r o z ią z a n o  p r z y  pomocy r o z w i ­
n i ę c i a  zarówno f u n k c j i  n a p r ę ż e ń  j a k  i  in n y c h  f u n k c j i  
p o m ocn iczych  w s z e r e g i  wg f u n k c j i  w ła s n y c h  b e l k i  swo­
b o d n ie  d r g a j ą c e j .  D z i ę k i  temu na b r z e g a c h  k r z y w o l i ­
n iow ych  p o w ło k i  o r a z  na  k oń cach  b e l e k  można p rzyjm o­
wać dow olne  w arun ki p o d p a r c ia .  P r z y k ła d  l i c z b o w y ,  
podany w z a k o ń c z e n iu  i l u s t r u j e  " u s z ty w n ia ją c e "  d z i a ­
ł a n i e  p o w ło k i ,  k t ó r a  na  o g ó ł  p r z e jm u je  z n a c z n ą  c z ę ś ć  
o b c i ą ż e n i a  p r z y ło ż o n e g o  do b e l e k .

W st££

’<7 zw iązk u  z b ad an iam i t e o r e t y c z n y m i  nad n i e b e z p i e c z n ą  
o d k s z t a ł c a l n o ś c i ą  k o ł n i e r z y  korpusów  pewnego typu  t u r ­
b i n  parowych w y ł o n i ł o  s i ę  z a g a d n i e n i e ,  k t ó r e  p r z y  n i e ­
odzow nej w t a k i c h  p rzyp ad k ach  i d e a l i z a c j i  r z e c z y w i s t y c h  
warunków można s form u łow ać  n a s t ę p u j ą c o ;

Dana j e s t  pow łoka  w alcow a o p r o f i l u  o tw artym , na  
b r z e g a c h  p r o s t o l i n i o w y c h  wzraofcniona dwoma masywnymi 
b e lk a m i o s ta ły m  p r z e k r o j u .  O b c ią ż e n ie  p r z y ło ż o n e  j e s t  
w y ł ą c z n ie  do obu t y c h  b e l e k  w s p o s ó b  sym etryczn y*) ,  
p r z y  czym z a k ła d a  s i ę ,  ż e  p ł a s z c z y z n a  t e g o  o b c i ą ż e n i a  
pokrywa s i ę  z p ł a s z c z y z n ą  g łó w n ą  b e l k i  i  j e s t  r ó w n o le ­
g ł a  do p r o s t o l i n i o w y c h  brzegów  p o w ło k i .  N a le ż y  wyzna­
c z y ć  s t a n  n a p r ę ż e n ia  i  o d k s z t a ł c e n i a  w b e l c e .

*)'  T zn . o b i e  b e l k i  o b c ią ż o n e  s ą  jednakowo.
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We wspomnianym na w s t ę p i e  przypadku t u r b i n y ,  b e lk a  
s p e ł n i a  r o l ę  k o ł n i e r z a ,  a p o w ło c e  odpowiada p ł a s z c z  k o r ­
p u su .

Na r y s . 1  p r z e d s ta w io n o  p r z y j ę t y  m odel t a k i e g o  u k ła d u .  
W spółrzędnym i punktów p o w ło k i  są? k ą t  środkow y /3 ,  m ie­
r z o n y  od o s io w e j  p ł a s z c z y z n y  s y m e t r i i  oraz  o d l e g ł o ś ć  x  
m ie r zo n a  od b r z e g u  k r z y w o l in io w e g o ,  W d a lszy m  c i ą g u  po­
s łu g iw a ć  s i ę  b ęd z iem y  z a s a d n ic z o  w s p ó łr z ę d n ą  w z g lę d n ą  
d  = x/R

Z b e l k ą  z w ią za n y  j e s t  p r o s t o k ą t n y  u k ła d  w sp ó łr z ę d n y c h  
x,y,z k t ó r e g o  p o c z ą t e k  l e ż y  w środku s y m e t r i i  p r z e k r o ju  
p o p r z e c z n e g o  b e l k i .

D la  u n i k n i ę c i a  z b y t n i e j  k o m p l ik a c j i  z a g a d n ie n ia  p r z y ­
j ę t o  przegubow y s p o só b  p o ł ą c z e n i a  p o w ło k i  z b e l k ą ,  p r z y  
czym o ś  p rzegu b u  l e ż y  w p ł a s z c z y ź n i e  x , z  t j , . w  p ł a s z c z y ­
ź n i e  o b c i ą ż e n i a  b e l k i .  Na b r z e g a c h  k r ż y w o l in io w y c h  pow ło­
k i  o r a z  na k oń cach  b e l e k  można p r z y j ą ć  d o w o ln e ,  tym n i e ­
m niej  jednakow e d l a  obu w s p ó łp r a c u ją c y c h  e lem en tów  warun­
k i  p o d p a r c ia .

P on ad to  p rzy jm u je  s i ę  n a s t ę p u j ą c e  z a ło ż e n ia ?

1) b e l k i  i  pow łoka wykonane s ą  z jednakow ego m a t e r ia ­
ł u ,  k t ó r y  t r a k to w a ć  b ęd z iem y  ja k o  jed n o r o d n y  i  
i z o t r o p o w y ,

2 )  pow łoka n a l e ż y  do k a t e g o r i i  c i e n k o ś c i e n n y c h  w zna­
c z e n iu  używanym w t e c h n i c z n e j  t e o r i i  p o w ło k ,

3 )  rozw aża  s i ę  z a g a d n i e n ie  w e w n ę tr z n ie  i  z e w n ę t r z n ie  
l i n i o w e  zarówno w o d n i e s i e n i u  do p o w ło k i  ja k  i  do 
b e l k i ,

4 )  zarówno b e l k i  ja k  i  pow łoka p o s i a d a j ą  jednakow ą  
i  s t a ł ą  t e m p e r a tu r ę  we w s z y s t k ic h  p u n k ta ch .

1 .  P r z e m i e s z c z e n ie  p r o s t o l i n i o w y c h  brzegów  p o w ło k i

1 . 1 .  W momencie o b c i ą ż e n i a  pom iędzy  b e l k ą  i  pow łoką  
p o w s t a j e  pewne o d d z ia ły w a n ie  c i ą g ł e  o n a t ę ż e n i u  p - p ( x ) ,  
k t ó r e  d la  b e l k i  ma c h a r a k t e r  r e a k c j i  p o d ło ż a  sp rężystego -^  
z a ś  d l a  p o w ło k i  j e s t  o b c ią ż e n ie m  brzegów  p r o s t o l i n i o w y c h .  
Aby w yzn aczyć  s t a n  o d k s z t a ł c e n i a  b e l k i  n a l e ż y  zatem  r o z ­
ważyć z a g a d n i e n ie  p o m o c n ic z e ,  p o l e g a j ą c e  na o k r e ś l e n i u  
p r z e m ie s z c z e ń  p r o s t o l i n i o w e g o  b r z e g u  p o w ło k i ,  wyw ołanych  
o b c ią ż e n ie m  p ( x ) .



Ryso 1
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F on iew aż  rozw aża  s i ę  przyp ad ek  jednakow ego  o b c i ą ż e n i a  
obu b e l e k ,  p r z e t o  i  s t a n  o d k s z t a ł c e n i a  p o w ło k i  b ę d z i e  
s y m e tr y c z n y  w zg lędem  p ł a s z c z y z n y  ¿3 ** 0 o

Rozważane z a g a d n i e n ie  b r z e g o w e ,  wg t e c h n i c z n e j  t e o r i i  
c i e n k i c h  pow łok [1] sprow adza  s i ę  do c a łk o w a n ia  n a s t ę p u ­
j ą c e g o  r ó w n a n ia  r ó ż n ic z k o w e g o

( ¿ L + ,12 21* . JL 2i® - 0 m
' d p 2  ^ 4  +  c 2  ° 0 c t 4 " 0  ( 1 )

2 h 2 
g d z i e  c  »  ""• •

12R

Warunki b rzegow e  d l a  f u n k c j i  n a p r ę ż e ń  $(oC,/3) omówio­
n e  z o s t a n ą  n i e c o  p ó ź n i e j «

C ałkę  o g ó l n ą  t e g o  ró w n a n ia  p rzyjm iem y w p o s t a c i

( /3 )o X " fa )  ( 2 )
n-H a  n

g d z i e  J>Cn (bC) j e s t  f u n k c j ą  v / ła s n ą  drgań swobodnych b e l k i ,  
s p e ł n i a j ą c ą  r ó w n a n ie

x lv -  A4 X -  0  (3)
n n  n

o r a z  zadane  w aru n k i p o d p a r c ia  k r z y w o l in io w y c h  b rzegów  
p o w ło k i  cCs 0 i  d » L/ft., Warunki t e  o k r e ś l a j ą  p o s t a ó  
f u n k c j i  Xn(b(), k t ó r e  można z n a l e ź ć  w l i t e r a t u r z e  ( n p .  [1] 
ta b l« 2 1  s t r . 5 3 4 ) o  A=-^mn § mn o z n a c z a  w a r t o ś ć  w łasn ą«  

P r z e c in k ie m  u g ó r y ,  w zg l«  rzym ską  c y f r ą  o z n a c z a ć  b ę ­
d z iem y  r ó ż n ic z k o w a n ie  p o d łu g  o d p o w ie d n ie j  w s p ó łr z ę d n e j«

1 . 2 .  Celem  o k r e ś l e n i a  f u n k c j i  Y (/3) n a l e ż y  dokonać  
p o d s t a w ie n ia  s z e r e g u  ( 2 )  do r ó w n a n i l  ( 1 ) j  w y k o r z y s t u ją c  
warunek o r t o g o n a l n o ś c i  f u n k c j i  w ła s n y c h  (w z g l«  i c h  d r u ­
g i c h  poch od n ych )  o trzym ujem y n i e s k o ń c z e n i e  w i e l e  n i e z a ­
l e ż n y c h  równań r ó ż n ic z k o w y c h  z w y c z a jn y ch

Ym ^ / J )  +  2YV I(^ )  +  ^  V n ( ;9 )s * 0  ( n **1 9 2 # « •  • ł ° ° )

A l



18 Ryszard Gryboś

k t ó r y c h  c a łk a  o g ó ln a  ma p o s t a ć

Y { f i )  » T c .  Y . ( f i )  
n  f l j  i  n ^

(4)

Ct- -  s t a ł e  c a łk o w a n ia .

C a łk i  s z c z e g ó l n e  Yni ( f i )  można p o d z i e l i ć  na f u n k c j e  n ie*

( 5 . H 4 )

p a r z y s t e :  y  ^
*1 1

a ch r  p . s i n s  ^ 1 n

Yn 3 ( / i ) - sh  r  p c o s 8 ;9 n

Yn 5 W
a ch r  f i  n r s i n S  fi

w

*n 7 C0> a sh r  ^ c o s s  ^

f u n k c j e  p a r z y s t e :  Yn 2 (^ ) = ch r  an' c o s s  fi 
n

a sh  r  p  n s i n S

Yn 6 ^
a ch r  prc c o s s  fi n

s
co = sh  r  f i

TC
s i n s  >5 

n

g d z i e
r n * ł \ ^ n - l ł  V(An -  D 2 r By '

sn ■ ł V < An - 1 > + \^ T -  ’ )2 + B h'

f n * ł  V < V ^ 1> + VtA~+ D 2 + Bf

s s j  \/A + 1 + + 1 )2 + B2n 2 V n  v v n n

An V1 + 16

Bn '  - ^ V - ’ +

( 6 .1 * 4 )

( 7 . 1 * 4 )

(8 .1* 2 )
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1 . 3 .  Celem  w y z n a c z e n ia  s t a ł y c h  c a łk o w a n ia  C. ( i  a 
= s 1 , 2 , . . . , 8 )  n a l e ż y  u s t a l i ć  o s ie m  warunków b r z e g o w y c h .

Iia b r z e g u  p r o s t o l in io w y m  ß  « + / L , r z u t u j ą c  w y s t ę p u j ą ­
c e  tam o b c i ą ż e n i e  c i ą g ł e  p(<X) na k i e r u n k i :  prom ien iow y  
o r a z  obwodowy ( r y s , 2 )  otrzymamy dwa n ie j e d n o r o d n e  warun^- 
k i  s t a t y c z n e :

Q K ^ )  * p ( a C ) . c o s ^ o ( 9 . 1 )

* p ( c c ) . s i n  p Q . ( 9 * 2 )

Załóżmy d a l e j ,  ż e  b e l k a  ma swobodę o d k s z t a ł c a n i a  s i ę  
j e d y n i e  w p ł a s z c z y ź n i e  o b c i ą ż e n i a ,  t j .  w p ł a s z c z y ź n i e  x , y .

A zatem  sk ła d o w e  p r z e m i e s z c z e n ia  b r z e g u  p r o s t o l i ­
n io w e g o  p o w ło k i  m uszą c z y n i ć  z a d o ść  rów nan iu  ( r y s . 3 )

v(°c , y31 )

. r « 7 A , T  ■ t& J3 o ’

w z g lę d n ie

w ( c ( ,^  1 ) t g y 3 o -  «  0  . ( 9 . 3 )
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P on ad to  z a k ła d a  s i ę ,  ż e  p u n k ty  b rzegow e p o w ło k i  n i e  
d o z n a j ą  p r z e m ie s z c z e ń  w k ie ru n k u  osiowym

U a  0.  ( 9o4)

Na b r z e g u  p r o s to l in io w y m  mamy w ię c  c z t e r y  w arun k i  
brzegow eo

Ze w z g lę d u  na  z a ło ż o n ą  s y m e t r ię  o b c i ą ż e n i a  rozw ażan y  
s t a n  n a p r ę ż e n ia  i  o d k s z t a ł c e n i a  p o w ło k i  b ę d z i e  s y m e tr y c z ­
n y  w zględem  p ł a s z c z y z n y  o s io w e j  JS *  0 o Na t w o r z ą c e j  
środ k ow ej b ę d ą  s i ę  zatem  zerow aćs p r z e m i e s z c z e n ie  s t y c z -  
n e ,  k ą t  o b r o t u ,  s i ł a  s t y c z n a  i  p o p r z e c z n a

v(ot, 0 )  =* S (o t ,0 )  «  Q (d ,0 )  = 0 .  ( 1 0 0H 4 )

Mamy zatem  ł ą c z n i e  o s ie m  warunków b rzegow ych .

1o4o Znajomość f u n k c j i  w ła s n e j  Xn (cC) f w p o w ią z a n iu  
z rów nan iam i ( 5 )  i  ( 6 )  o k r e ś l a  j e d n o z n a c z n ie  p o s t a ć  
f u n k c j i  n a p r ę ż e ń  (<Xt j3 ) ,  z g o d n ie  z f o r m u łą  ( 4 ) «  w d a l ­
szym c i ą g u  można ju ż  ła tw o  w yp row adzić  w zory  na sk ładow e  
s t a n u  o d k s z t a ł c e n i a  i  n a p r ę ż e n ia  p o w ło k i :
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u(<rf > 3 ) .  E X 0 3 ) . x l ( « 0  s ( o c ,^  ) e  J s  ( /3 ) .x ”’(oc)
nH a  u  5̂ ,  n  n

v ( o t ,^  ) -  £ > « ( / > ) . x n (<*) > - £ l n ( P ) . X  (ct)
n=l “  n-1 11

w ( « , ^  ) -  £ w  (cc) Q(ac,^ ) . E o . O O . l f * )
n-,1 a  n

-  E e n ^ )oXn (0C) M(cC»^ ) s  E V ^ ‘ Xn (<i)-n-1 n-1

p r z y  czym f u n k c j e  Un ( / 3 ) , » . . ,  Mn(^ )  w yrażone  p r z e z  YJJ3)

dane s ą  n p .  w [ i ]  ( t a b l o20 s t r 05 3 2 - 5 3 3 ) .  K o r z y s t a ją c  
z t e j  t a b l i c y  możemy p r z y s t ą p i ć  do w y z n a c z e n ia  s t a ł y c h  
c a łk o w a n ia .

Zauważmy p rz e d te m  j e s z c z e ,  ż e  na t w o r z ą c e j  J3 = 0 
z g o d n ie  z rów nan iam i ( 5 )  i  ( 6 )  j e s t

(11)

Yn 1 < ° )  ‘  V 0) * Yn 4 ( 0 )  '  Yn5(0) ’  V 0) " Yn8( 0 ) = 0 l
(01

Yn2< °>  * Yn 6 ( 0 )  -  1 '

Z god n ie  z powyższym w aru n k i b rz e g o w e  ( 1 0 )  d a j ą  k o l e j ­
n o :

C .r  -  C_s -  Ccr  + C_s b 0
i i  b 7

( r 2 + ś 2 ) (C 1s  -  C^r) + ( r 2 + s 2 ) (C , .s  -  C^r) a 0

( r 2 + ś 2 ) ( C 1r  + C^s) =» ( r 2 + s 2 )(C ^ r  -  C^s) « 0

C ,r  + C_s + C_r + C_s a 0 .  
i i  o i
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W rów n an iach  t y c h  o p u sz c z o n o  in d e k s  n p r z y  w s p ó łc z y n ­
n ik a c h  r , s , r , s , oraz  p r z y  s t a ł y c h  c .  P ow yższy  u k ła d  równań  
Jako Jednorodny w zględem  s t a ł y c h  Ci ,  C3 , Cg ,  C7 ,  p r z y  
dow olnych  w a r t o ś c i a c h  r , s ,r , s  p o s ia d a  J e d y n ie  r o z w i ą z a n ie  
t r y w i a l n e

C1 = C3 = * C? » 0 ( 1 3 )

1 # 5 ł  Przedstaw m y w d a ls z y m  c ią g u  r e a k c j ę  p(cC) w p o s t a ­
c i  podobnej do s z e r e g ó w  ( 1 1 ) t

P ( # )  -  £ > _  .  X (oc), ( 1 4 )
n-1

p r z y  c z y n  w s p ó łc z y n n ik  F o u r ie r a
V/?

/p(cc) .X  (ot)doc

-Sr-*—  <15>
J x  (ot)d<t 

0  1 1

J e s t  na r a z i e  w i e l k o ś c i ą  n i e o k r e ś l o n ą ,  pon iew aż  n i e  zna­
my samej f u n k c j i  p ( c c ) .

Warunek (9 * 1 )»  z u w z g lę d n ie n ie m  r o z w i n i ę c i a  ( 1 1 )  i  
( 1 4 ) p r z y jm ie  p o s t a ć

£ Qn (A ) lX n ( t t )  -  c o s  Ą ,  £  V xa ( l t ) - ( 1 6 )n n

Pomnóżmy o b u s t r o n n ie  p ow yższe  r ó w n a n ie  p r z e z  Xn (bc)dot 
oraz  s c a łk u jm y  w g r a n ic a c h  od 0 do L/R ,  W yk orzystu jąc  
warunek o r t o g o n a l n o ś c i  f u n k c j i  w ła sn y c h
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g d z i e  6 ^  -  sym bol K ron eck era

C -  norma f u n k c j i  w ła s n e j  

otrzym ujem y z a m ia s t  ( 1 6 )

W  * Pn ,CO S;3o ' ( 1 7 *1)

W a n a l o g i c z n y  s p o s ó b  z ró w n a n ia  ( 9 . 2 )  w yn ika

Tn ( ^ )  = Pn , S i n  ) 1 7 , 2 )

Ten o s t a t n i  w arunek można s p r o w a d z ić  do p o s t a c i  j e d n o ­
rod n ej  , po wyrugowaniu w s p ó łc z y n n ik a  Pn za pomocą rów­
n a n ia  p o p r z e d n ie g o i  w te d y  o tr z y m u je  s i ę

Qn ( A ,)  t g ^ Q -  T j A , )  « 0 .  ( 1 7 . 2 ' )

J e ż e l i  z k o l e i  f u n k c j e  ,  Tn w yrazim y p r z e z  Yni(fi)^ 
k o r z y s t a j ą c  p r z y  tym zc  -wzorów podanych  w [1] ( t a b l , 2 0 )  
t o  z w i ą z k i  p o w y ższ e  p r z y b i e r a j ą  p o s t a ć  n a s t ę p u j ą c ą

X £ [ c 2 ( rY 3 -  s ^ )  + C4 ( rY 1 + s Y ^  + C6 (rY ?  -  ŚY5 )+ 

+ C8 (rY 5 + SY? )] -  Pn c o s

,(18.1)

C2 [ ( s t Y 1- ( r 2- s 2 )Y2- r t Y 3+arsY 4 )J+ C [-r tY ., - 2 r s Y 2- s t Yj 

- ( r 2- s 2 )Y4 ]+  C6 [stY 5 -  ( r 2- ś 2 )Y6 -  rtY? + 2 r s Y g >

+ Cg [>ftY5 - 2rsY6 - ItY? -(r2 - s 2 )Yq] -  0

(18.2)

g d z i e  i  ■ tgJ30 j Y.*Ynl(j3).
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1 06 0 Warunek ( 9 o 3 ) s po p o d s t a w ie n iu  sz e r e g ó w

v(ot, A , )  • T . I J L Ą ) •*„(<*) ( 1 9 o 1 )

w K  “ £ Wn ^ 1 )oXn (aC) ( 1 9 o £ )

g d z i e

Vn (j81 ) ’  ^  k[° 2 < r V 8V  -  0 4 (pY3-> Y ,) - O s ( iY 5+« 7 );

- c8<*ysV]

n (- V  " V i n s { 0 2 l i r 2 - s 2 ) V 2 r 3 l 2 J -  ° 4 [ ( r 2  -  s 2 )  y

(20.1)

W

- 2«I4]-06Ef2-i2JV2Hr6> 0e[(f2-g2)V2f5I8]
m z )

p ro w a d zi  do rów n an ia  n a s t ę p u j ą c e g o

C2 (^»rY1 + 2 r s t Y 2 ~ sY^+ t ( r 2- s 2 )Y4]-i- [ -  sY1 -  t ( r 2 - s 2 )Y2+

+rY3+ 2 r s tY 4] +  C6[ r Y 5- 2 r s t Y 6+sY7 - t ( i 2~ s 2 ) YQ]+  C8 [sY5 +

+ t ( r 2» s 2 )Y6 -  rY? -  2 r s t Y Q]  = 0 .  ( 2 1 )

W r e s z c ie  warunek ( 9 o 4 )  d a j e

° 2 Y4 '  a4 Y2 '  C6Y8 ł  C8Y6 ’  ° '  <2 2 >

Równania ( 1 8 ) ,  (21) i  ( 2 2 )  p o z w a la j ą  w y r a z ić  s t a ł e  
C2 i ( i = 1 , 2 , 3 , 4 )  p r z e z  w s p ó ł c z y n n i k i  Pn r o z w i n i ę c i a  ( 1 4 ) i 
z e  w z g lę d u  na z ło ż o n ą  budowę t y c h  związków odnośne d z ia -



B elka w sp ółpracująca  z powłoką walcową,,»»_______ 25

ł a n i a  n a j l e p i e j  j e s t  wykonywać w p ro s t  na l i c z b a c h  s z c z e ­
gó łow ych »  N a le ż y  p r z y  tym p a m ię t a ć ,  ż e  o k r e ś lo n e  w t e n  
s p o só b  c z t e r y  s t a ł e  c a łk o w a n ia  d o t y c z ą  je d n e g o  t y l k o  wy­
r a z u  s z e r e g u  ( 2 ) .  A zatem  za c h o w a n ie  k ażd ego  c z ło n u  w 
tym s z e r e g u  p o c ią g a  za s o b ą  k o n i e c z n o ś ć  r o z w ią z y w a n ia  
u k ła d u  c z t e r e c h  równań a l g e b r a i c z n y c h  ( l i n i o w y c h ) .  Z t e ­
go  w z g lę d u  n a j c z ę ś c i e j  p o p r z e s ta j e m y  na w y z n a c z e n iu  
dwóch w z g l ę d n i e  t r z e c h  wyrazów s z e r e g u  ( 2 ) ,  u z y s k u j ą c  
w t e n  s p o s ó b  w y s t a r c z a j ą c ą  d la  p r a k t y k i  d o k ła d n o ś ć  o b l i -  
c z e i i .

D o ty c h c z a s  za jm ow aliśm y  s i ę  warunkami d l a  bizegu>3 .
Można j e d n a k ż e  ła tw o  w y k a z a ć ż e  a n a l o g i c z n y  u k ła d  rów­
nań otrzymuje s i ę  r ó w n ie ż  d l a  d r u g ie g o  b r z e g u  p r o s t o l i ­
n io w e g o  j3 = -A j »

U g i ę c i e  y 1 b r z e g u  p o w ło k i  l e ż y  -  z g o d n ie  z z a ło ż e n ie m  
w p ł a s z c z y ź n i e  g łó w n e j  obu b e l e k ,  b ę d ą c e j  r ó w n o c z e ś n ie  
p ł a s z c z y z n ą  o b c i ą ż e n i a »  Z rysu n k u  3 w yn ika  ja s n o

1 s i n  j3

p r z y  czym v .  = v ( o t ,A , ) o k r e ś lo n e  j e s t  wzoram i ( 1 9 »1 ) i  
( 2 0 . 1 ) »

2» U g i ę c i e  b e l k i  z ł ą c z o n e j  przegubow o z po łw oką  

W yznaczan ie  w sp ó łc z y n n ik ó w  F o u r ie r a

2 .1 »  U g i ę c i e  y0 » j a k i e g o  d o z n a ła b y  b e l k a  o d d z i e lo n a  
od p o w ło k i ,  wobec z n a jo m o ś c i  o b c i ą ż e n i a  ( a  tym samym 
momentu z g i n a j ą c e g o )  można o k r e ś l i ć  za  pomocą rów n an ia

i f 2EJz yo (oC) « -  J dct/Mg (oC)doC + + D2 , ( 2 4 )

p r z y  czym s t a ł e  c a łk o w a n ia  Df , D2 n a l e ż y  w yznaczyć  w za ­
l e ż n o ś c i  od p r z y j ę t y c h  d l a  b e l k i  warunków b r z e g o w y c h .
£JZ -  s z ty w n o ś ć  z g in a n ia  b e l k i .

*Y " — —
' Dowod pomijamy.
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W d alszym  c ią g u  f u n k c j ę  y0 (oC) r o z w in ie m y  w s z e r e g  wg 
f u n k c j i  w ła s n y c h ,  pon iew aż  d la  b e l k i  przyjm ujem y a n a lo ­
g i c z n e  w arun ki 'brzegowe ja k  d la  krzyw olin iow ych  brzegów  
p o w ło k i$ piszemy zatem

Również u g i ę c i e  y (ot) b e l k i  w s p ó łp r a c u j ą c e j  z pow łoką  
p r z e d sta w im y  w p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c e g o  s z e r e g u

p r z y  czym w s p ó łc z y n n ik  Hn p o z o s t a j e  na r a z i e  n i e o k r e ś l o n y .  
Tak w i ę c  w rów n an iach  ( 2 3 )  i  ( 2 7 )  w y s t ę p u j ą  dwa n i e w i a ­
dome w s p ó ł c z y n n i k i  Pn i  Hn .  P ostaram y  s i ę  j e  w y r a z ić  
p r z e z  znany w s p ó łc z y n n ik  Gn s z e r e g u  ( 2 5 ) .

2 . 2 .  J e ż e l i  u g i ę c i a  zarówno b e l k i  ja k  i  b rzegu  pow ło­
k i  s k ie r o w a n e  w k ie ru n k u  d o d a t n i e j  o s i  y uważać b ęd z iem y  
za d o d a t n i e ,  t o  d la  f u n k c j i  y ,  y0 , y 1 możemy  n a p i s a ć  n a ­
s t ę p u j ą c y  warunek n i e r o z d z i e l n o ś c i  p r z e m ie s z c z e ń

P o d s t a w ia ją c  t u t a j  s z e r e g i  ( 2 7 ) ,  ( 2 5 )  oraz  ( 1 9 , 1 )  
otrzym ujem y

Oo

g d z i e

G ( 2 6 )

o

( 2 7 )

(2 8 )

g d z i e

^ n ~  ^ n ^ 1   ̂ o k r e ś lo n e  j e s t  wzorem ( 2 0 . 1 ) ,
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J e ż e l i  n a s t ę p n i e  na rów nan iu  powyższym przeprow adzim y  
o p e r a c j ę  m atem atyczn ą  podobną do t e j ,  j a k i e j  dokonano  
p r z y  w yp row adzaniu  równań ( 1 7 )» t o  otrzymamy n a s t ę p u j ą ­
c y  z w ią z e k  pom ięd zy  w s p ó łc z y n n ik a m i  F o u r ie r a

(H -  G ) s i n  f i  + 7  »  0 ,  ( 3 0 )v n n '  o n  '

Zauważmy, ż e  w rów nan iu  tym w y s t ę p u j ą  o b ie  n i e w ia d o ­
me Hn i  Pn , p r z y  czym t a  o s t a t n i a  za w a r ta  j e s t  we 
w s p ó łc z y n n ik u  Vn p o p r z e z  w y s t ę p u j ą c e  tam  s t a ł e  C2 -=C(P) 
( p o r .  w zór  ( 2 0 . 1 ) ) 0

D ru g i z w ią z e k  pom ięd zy  ty m i niew iadom ym i w yn ika  z 
f a k t u ,  ż e  w rozważanym przypadku pow łoka  odgrywa d l a  
b e l k i  r o l ę  p o d ło ż a  s p r ę ż y s t e g o .  P on iew aż  j e g o  r e a k c j a  
o k r e ś lo n a  j e s t  f u n k c j ą  p(x) , a poza tym wg z a ł o ż e n i a  na  
b e l k ę  n i e  d z i a ł a  o b c i ą ż e n i e  c i ą g ł e ^ p r z e t o  mamy n a s t ę p u ­
j ą c e  r ó w n a n ie  [3 ]

EJ_ s  -  p ( x ) .  ( 3 1 )
dx

P r z e c h o d z ą c  do w s p ó łr z ę d n e j  bezw ym iarow ej ot- x /R  mo­
żemy n a p i s a ć

— ^ + k 4 .p(<x) m 0 ( 3 1 . 1 )
dcc4

g d z i e

k4 -  • ( 3 2 )EJ z

U w z g lę d n ie n ie  o b c i ą ż e n i a  c i ą g ł e g o  o n a t ę ż e n i u  ą(x)  
n i e  n a s t r ę c z a  z a s a d n ic z y c h  t r u d n o ś c i .  W tym c e l u  po 
prawej s t r o n i e  rów nan ia  ( 3 1 ) n a l e ż a ł o b y  dodać wy­
r a ż e n i e  - ą ( x ) )oa w d a ls z y m  c ią g u  z a s to s o w a ć  r o z w i n ię ­
c i e  afat) « z  Q .X (ot) g d z i e  Qn o k r e ś l o n e  j e s t  wzo­
rem podobnymndonwz8ru ( 1 5 )#
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Z k o l e i  n a l e ż y  p o d s t a w ić  tu  s z e r e g i  ( 2 7 )  i  ( 1 4.) j o t r z y ­
mamy w ted y

£ h „ • * „ ( « )  ♦  k £ r n a n ( , t )  *  ° -n n

W y k o r z y s tu ją c  d a l e j  ró w n a n ie  ( 3 ) »  p r z e p i s a n e  w p o s t a c i

o trzym ujem y po w ykonaniu  p r o s t y c h  d z i a ł a ń  p oszu k iw an y  
z w ią z e k

A4 H + k4P » 0  ( 3 3 )n n n

Tak w ię c  ł ą c z n i e  z z a l e ż n o ś c i ą  ( 3 0 )  dysponujem y dwoma 
rów nan iam i do w y z n a c z e n ia  w sp ó łc z y n n ik ó w  Hn i  P .
Tyra samym rozw ażan e  z a g a d n i e n ie  j e s t  z a s a d n ic z o  r o z w ią ­
z a n e .

2 , 3 ,  P o z o s t a j e  t y l k o  j e s z c z e  w yzn aczyć  moment z g in a ­
j ą c y ,  j a k i  w y s t ą p i  w b e l c e  w s p ó łp r a c u j ą c e j  z p ow łok ą .  
P o s i łk u j e m y  s i ę  w typi c e l u  równaniem  o s i  o d k s z t a ł c o n e j

EJ ,2  
m («0 -  -  - j r  ♦ — !  •

g  R dot

P o d s t a w ia ją c  t u t a j  s z e r e g  ( 2 7 )  znajdujem y o s t a t e c z n i e
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3 .  P r z y k ła d  l i c z b o w y

6 23 . 1 .  Dana j e s t  pow łoka ’w a lcow a , s t a l o w a  (£= 2^ 10  kG/cm ) 
o n a s t ę p u j ą c y c h  danych; k ą t  r o z w a r c ia  Zp^ = 1 5 0  (A | =
= 1 ,3 0 9  r d ) ,  prom ień  p o w ie r z c h n i  środ k ow ej R = 70cm 
d łu g o ś ć  L = 110 cm , g r u b o ś ć  h = 7 cms  Pow łoka wzm ocnio­
na j e s t  na  b r z e g a c h  p r o s t o l i n i o w y c h  dwoma b e lk a m i o wy­
m iarach  p r z e k r o j u  p o p r z e c z n e g o ;  b = 27 cm , h = 26 cm 
B r z e g i  k r z y w o l in io w e  p o w ło k i  o r a z  k o ń ce  b e l e k  s ą  p o d p a r te  
przegubowo,, O b c ią ż e n ie  s t a n o w ią  d w ie  s i ł y  s k u p io n e  Q 
p r z y ło ż o n e  w środku  r o z p i ę t o ś c i  k a ż d e j  b e l k i .  N a le ż y  wy­
z n a c z y ć  maksymalny moment z g i n a j ą c y  w b e l k a c h .

3 . 2 .  O b l i c z e n i a  d o t y c z ą c e  p i e r w s z e g o  wyrazu (n = 1 )  s z e ­
r e g u  ( 2 ) .  W rozważanym przypadku o b u s tr o n n e g o  przegubow e­
go  p o d p a r c ia  f u n k c j a  w ła s n a  ma p o s t a ć

x n (° 0  sinA^oC

, . Q n7TRg d z i e  An  = —

J e s t  zatem

v4
^  ~  «  ( ^ ) 4  . I f L  = 1 9 2 0 0

c h

A1 .  1 6 ,6 6  r t -  3 , 1 0  Sl = 1 ,3 4

B  ̂ = 1 6 ,6 5  r^ 33 1 ,2 9  s 1 = 3 , 2 4

Pow łoka o g r u b o ś c i  w z g lę d n e j  h /R  = 1 / 1 0  z a s a d n ic z o  
n i e  może być  tra k to w a n a  ja k o  c i e n k o ś c i e n n a .  P r z y t o ­
c z o n e  dane d o t y c z ą  jed n ak  k o n k r e tn e g o  p rzyp ad k u , d la  
k t ó r e g o  p o d a n ie  r o z w i ą z a n ia  ś c i s ł e g o ,  t j .  w u j ę c i u  
t e o r i i  pow łok g r u b o ś c ie n n y c h  b y ło b y  z b y t  u c i ę ż l i w e  
i  n i e p r z y d a t n e  do o b l i c z e ń  p r a k t y c z n y c h .  Mimo w ię c  
t e g o  z a s t r z e ż e n i a  podany p r z y k ła d  s p e ł n i a  z a d a n ie  
i l u s t r a c j i  t o k u  o b l i c z e ń  p od an ej  t u  m etod y .
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W a r to ś c i  c a ł e k  s z c z e g ó l n y c h  Y ^ ( 7 5 ° ) :

Y1 «  2 9 , 0 0 4 . 0 , 9 8 5  S  2 8 ,6 0  Y^  .  - 2 , 8 0 2 . 0 , 8 9 1  -  - 2 , 4 9 5

Y2 o - 2 9 , 0 3 . 0 , 1 7 3 6  S - 5 , 0 4  Yg » - 2 , 8 0 2 . 0 , 4 5 4  « - 1 ,2 7 1

Y3 -  - 2 9 , 0 1 4 . 0 , 1736£  - 5 , 0 4  Y? ■ - 2 , 6 1 7 5 . 0 , 4 5 4 «  - 1 , 1 8 8

Y4 -  2 9 , 0 1 4 . 0 , 9 8 5  S 2 8 ,6 0  Yg .  - 2 , 6 1 7 5 . 0 , 8 9 1 «  - 2 , 3 3 0 .

U kład  równań ( 1 8 . 1 ) ,  ( 1 8 . 2 ) ,  ( 2 1 ) , ( 2 2 )  ma p o s t a ć  

895 C2 -  1353 C4 -  109 Cg + 1 1 7 ,2  Cg * ? 1 

283 C2 -  204 C4 -  3 2 , 5  Cg -  5 ,5 3  Cg «  0 

- 3 3 , 1  C2 + 2 0 ,3  C4 -  9 , 7 4  Cg + 3 ,8 1  CQ •  0 

2 8 ,6  C2 + 5 ,0 4  C4 + 2 ,3 3  Cg -  1 ,2 7 1  Cg =» 0 .

J e g o  r o z w ią z a n ie m  s ą  n a s t ę p u j ą c e  w a r t o ś c i  s t a ł y c h  
ca łk o w a n ia ?

C2 .  2 , 2 8 0 . 1 0 ~ 4 P 1 Cg *  8 , 9 0 . 1 0 ” 4 P

C4 -  - 2 , 1 5 3 . 1 0 ” 4 P 1 Cg -  5 0 , 4 . 1 0™4 P1 .

O bliczam y d a l e j  wg ( 2 0 . 1 ) ?  v 1 ( ^ 1 ) *  0 , 3 3 4 . 10“ 4 ? 1 .

Równanie ( 3 0 )  d a j e

H1 -  G1 + 1 , 2 9 . 1 O* 4 P 1 * 0 ,

z a ś  z ( 3 3 )  wynika? H1 « - 0 , 2 0 0 . 1 0 ““4P 1 . E l im in u j ą c  z t y c h

równań P 1 znajdujem y H1 * - 0 , 1 8 3 4  0 1 «

Z k o l e i  o b l ic z a m y  w a r to ś ć  w s p ó łc z y n n ik a  G. (w zó r  2 6 ) e 
Moment z g i n a j ą c y  b e lk ę  swobodną o k r e ś l a  rów n an ie
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a zatem  ró w n a n ie  o s i  u g i ę t e j  b e l k i  (sw obodnej) raa p o s ta ć

dct2 2K

2
g d z ie  K s  EJ /E  .  Po dvmkrotnym s c a łk o w a n iu  i  u w z g lę ­
d n ie n iu  warunków brzegow ych  zn ajd u jem y

QR /L  \2 3
y 0 (cC) s  12K

O b liczam y  d a le j

,V" 2
y y 0Cac) x ,(a )ctó  .  a t-sP Js iu A ftd cc-
O 0

“ iM t ^  “ t ©  + 1 * ^ ] “ °»262 l i
L/R UR

O
a zatem

/ x 2 (oc)doŁ * f 3i n 2Â cc doc ■ ~  « 0 ,7 8 5 i
*b

p 0« 262 a QŁ q ^1*
G1 3 0^785 4K " 0,334 4K

H1 -  - 0 ,0 6 1 2 5

3.3«, Z u w ag i na s y m e tr ię  o b c ią ż e n ia  o ra z  p o d p a r c ia  
b e lk i ,w  s z e r e g u  ( 2 ) n a le ż y  zachow ać j e d y n ie  c z ło n y  od­
p o w ia d a ją c e  n ie p a r z y s ty m  w a r to śc io m  n ; a zatem  n a s tę p n y  
c z ło n  wyznaczym y d la  n » 3«
S t a ł e  c a łk o w a n ia  w tym przypadku m ają w a r t o ś c i  n a s tę p u ­
j ą c e ;

C2 * 2 , 3 1 1 o10~8 P 3 C6 -  1 2 5 6 .1 0 “ ® P3

C4 * - 0 ,4 0 4 o 1 0 ” 8P3 Cg * -  7 0 4 o 1 0 " 8P3

z a ś  H3 ** - 0 , 1 9 5 1 0 3 ®
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Z k o l e i  zn ajd u jem y G_ » 0 ,0 1 1 8 8  7 7 , a n a s t ę p n ie
i  4 h

h3 - -  0,00232 •

Wzór ( 3 4 ) ,  z uw agi na p r z y j ę t ą  p o s ta ć  f u n k c j i  w ła s n e j  
można n a p is a ć  w p o s t a c i

Zachow ując dwa w yrazy  t e g o  s z e r e g u ,  zn ajd u jem y po pod­
s ta w ie n iu

Mg(oc) * - ( 2^ . 0 ,0 6 1 2 5  s i n  oc + 6^ .0,0 0 232  s i n

W p o ło w ie  r o z p i ę t o ś c i  b e l k i  ( t j .  d la  cC« 1 /2 R ) b ę d z ie

Mg (L /2 R ) « -  ( 0 ,2 4 4 5 - 0 ,0 8 3 5 )  ^  -  0 ,1 6 1  •

Wynika s t ą d ,  ż e  m aksym alny moment z g in a j ą c y  w b e l c e  
w s p ó łp r a c u ją c e j  z p ow łok ą  s ta n o w i t y lk o  ~ 1 6 $  a n a lo g ic z ­
n eg o  momentu d la  b e l k i  s a m o d z ie ln e j .  J e s t  to  r e z u lt a te m  
" u s z ty w n ia ją c e g o ” d z ia ła n ia  p o w ło k i . Na p o d s ta w ie  o r ie n ­
ta c y jn y c h  o b l ic z e ń  można p r z y p u s z c z a ć , ż e  u w z g lę d n ie n ie  
n a s tę p n e g o  w yrazu  w s z e r e g u  ( 2 ) ( t j ,  d la  n »  5 ) podwyż­
s z y ło b y  t ę  l i c z b ę  do ~  18%.
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B ajw a coBiviecTHO paGoraioinau c pMjiMHflpHHecKOM oGojiohkom
OTKpbiToro npot|JMJia

PaccMOTpeHO cjiynaw TOHxocTeHHoii pMjiiiHflpMHecxoH oGojiohxm 
oTKptiToro npocjDHJiH, yKpenjieHHoii na npaMOJiMHeiiHbix xp a a x  flBy- 
MH SaJIKaMM OflMHaXOBCM JKeCTKOCTM. EajIKM 3TM HarpyjXeHbl OflM-
HaKOBO. 3a,a;aHa perneHa npn noMoipM pa3Ji0JKeHMH b  paflbi, Kax 
c^yHKpMM HanpaxceHMii, Tax m ^ p y n ix  BcnoMaraTejibHbix c^yHxpMM 
corjiacHO coScTBeHHbiM cbyHxpwaM cBo6o^HOBn6pMpyiomeM Sajixn. 
Bjiaroflapiia 3TOMy Ha xpwBOJiwHeiiHbix x p a a x  o S o j io h x m ,  a Taxjxe 
na xoHbpax 6ajiox m o > x h o  npMMeHHTb npon3BOJibHbie ycjiOBwa 
3axpenjieHMH. IJjicf)poBOM npwMep, noAaHHbiw b  xoHbpe paSoTbi, 
M.n.7iiocTpMpyeT „npn/taBaHJie jxecTxocTM” oGojioaxe, xoTopaa b o -  
oGipe npwHHMaeT Ha ce6a 3HaHMTejibHyio nacTb Harpy3xn, npujio- 
xceHHoii x  SajixaM.

A beam, collaborating with the cylindrical shell of an open profile

A case of th in  walled cylindrical shell w ith an open profile reinforced 
at the straightlined edges by two beams of the same rigidity was being 
considered. These beams were also loaded in the same way. The problem  
was solved by means of the developm ent of both stress function and other 
auxiliary  functions into series of proper functions of a beam  th a t vibrates 
freely. Thanks to tha t we can accept any support conditions at the edges 
of curvolinear shells and at the ends of beams. The num ber example, 
given at the end of the paper, illustrates the ’’stiffening” action of a shell, 
th a t takes generally a great p a rt of a beam load.


