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o b c ią ż o n e j  p rom ien iow o  w sp o só b  d o w o ln y 0

W a ż n ie js z e  o z n a c z e n ia  

L => d łu g o ś ć  p o w ło k i  

R -  p rom ień  k r z y w iz n y  

<5 -  g r u b o ść  p o w ło k i

E -  m oduł Yunga 

V -  l i c z b a  P o is s o n a

o b c ią ż e n ia  i  składow e p rzem ieszczeń  w k ieru n k ach

u l i n i i  oraz w k ieru n k u  norm alnej

v

w

-  p o le  p r z e k r o ju  p o p r z e c z n e g o  i - t e g o  ż e b r a

-  moment p r z e k r o ju  ż e b r a

g_̂  -  g r u b o ść  t a r c z y  p o p r z e c z n e j

w sp ółrzęd n e o k r e ś la ją c e  p o ło ż e n ia  żeb er  i  ta r c z



36 Bogdan Skalm iersk i

1 .  Rów nanie rów now agi p o w ło k i w a lco w ej

Punktem  w y j ś c ia  rozw ażań  j e s t  u k ła d  równań r ó ż n ic z k o 
wych p r z e d s ta w ia ją c y c h  w aru n k i rów now agi e lem en tu  p o w ło k i  
w yrażon e w p r z e m ie s z c z e n ia c h

32 1-i> 9 2 , 1+"i '¡¡2 i t  .iw  2 1 - - /+ — ̂ 2>“ + ~ 0 i ś F +V'3Ł+ R "ST qi“ °

tłv g2u f 1—v 'S2 'd2 2 r   fl 2 '82i1
2 -a t f l f  1 2 -aa,« l  9 d 2 -af2-!]

+  [ $ F  •  c 2  [ ( 2 - v )  +  f ? 3  ] } w  ł I , 2 l f 4 2 - °
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U k ład  t e n  w yprow adzony p r z e z  G o ld e n w a jz e r a , można 
n a p is a ć  w in n e j  f o r m ie ,  a m ia n o w ic ie  ta k :

L11
u +

L 12
V +

L13
W a X

L 21 u + L22
V + L23

W a Y ( 2 )

L31
u +

L32
V +

L33
W a Z

Jak  ła tw o  można s p o s t r z e c  o p e r a to r y  s ą  n a s t ę p u ją c e :

L11 

L12

33

s L 1-V ^ 2 'I
'DĆ2 + 2 'af2

T 1+V /ć)2
21 = 2

L31 = V-&-'34, '(3)
1-V
2

'D2 i)2 1 
£¿2 + ^f2J

L
32

Q3 ] 
+/D f  3 J

1 + c2 V4 .

N a to m ia st

2 1-V  X » - R  ^  qi

2 1 -  V 2 
Y - “ R “ e T " < 2 >» (4)
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S t o s u j ą c  m etodę o p e r a to r o w ą , można u k ła d  ( 2 )  p r z e k s z t a ł 
c i ć  do n a s tę p u ją c e g o *

G U w

X -  L13  wv L12 

y -  L 2 3  W* L22
( 5 )

G V w

L n »  X -  1 , ,  w
13

L21* Y “  L 2 3  W

( 6 )

g d z ie

Jw

KV

-  Gw z  +

L11 L12

L21 L22

L31 L32

L11 L 12

L_ L
21 22

L12 S *

L11 L31

^ 2 L22

b i L21

w w

L1

L 2
L„

( 7 )

( 8 )

( 9 )

( 10)

(11)
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2o Rozv.laz8.nje rów nania ( ? )  
d la  przypadku o b c ią ż e ń  pr og i enI owych

J e ż e l i  X s  Y a  O to  rów nanie ( 7 ) sprowadza s i ę  do na=
s tę p u ją c e g o

ilw  GZ \  1 2 /

Ze w zględu  na przegubowe zamocowanie brzegów  pow łok i roz= 
w ią z a n ia  można poszukiw ać w form ie  (p or  np 0 [1] s t r 0 520)

tu

w «  y y  1

m=1 n=0
w s in  -=*—-te» co s  n«? 

mn ®  1 T (1 3 )

A.mn

~  d la  m >1 n  s  0

1 d la  m >1 n >  1

1 k
R

R ySo2
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P r z y j ę c ie  t a k i e j  form y r o z w ią z a n ia  d a je  na b r z e g a c h ,  
o czym  n ie tr u d n o  s i ę  p rzek o n a ć

■ Tg ■ * v  ■ w ■ 0 ( 1 4 )

W sta w ia ją c  ( 1 3 )  do ( 1 2 )  o trz y m u je  s i ę s

00 00

y  T '  ™  s in  ^ f ^  003 GZ ( 1 5 )i—i ran mn mn 1 '
m*1 n=0

g d z ie

^ m n  ■ 'V ( 1+'V) { 1+° 2 [ ( 2“ V) + n 2 ] } '

' ¿ ¿ _  1 - V  2 ,  2 J 2 r /0 m23r2 2~ |}2-  (—y -  + - 5 -  n  ) n  |1+C  [ ( 2 - V )  —y -  + n J j ~

f l-V  ¿ T 2 2 2 r .,  m2J 2 2 l |^ 2  m23T2
* { — — 5 + n + o  [2 ( 1 - V)  — n J J ^  —

ii  2 2x21 r 1„V ' ¿ ¿ _  2x
+ | 1 +c  (— + n  ;  j | —  ( ^2 + n  j +

2 /m2̂  1-V 2n r . , .  ... m2̂  2l )+ c (— + — n )  [ 2 ( 1 - V ) —  + n  J j

2 +

( 1 6 )

W rów nan iu  (1 5 )

Z * R“ eT" Sa (17)
,2  1-V 2
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Na o b c ią ż e n ie  p ro m ien io w e  qn s k ła d a  s ię *  1 )  
o b c ią ż e n ie  z e w n ę tr z n e , 2 ) r e a k c j e  ż e b e r  i  3 ) r e a k c j e  
t a r c z ,  k t ó r e  z a ło ż y  s i ę ,  ż e  s ta n o w ią  p o d ło ż e  l in io w o  
s p r ę ż y s t e  d la  p o w ło k i w m ie j s c a c h  p o d p a r c ia .

C z y l i

qn * q + q* + q** (ie)

Każde z podanych o b c ią ż e ń  n a le ż y  p r z e d sta w ić  za  
pom ocą podw ójnego s z e r e g u  P o u r ie r a  a ż e b y  m ieć  m ożność  
porów nyw ania w sp ó łc z y n n ik ó w .

ad 1 ) O b c ią ż e n ie  p ow łok i dane j e s t  fu n k c ją  q ( ć , , f )

q ( i , f )  -  £  £  ^  s i n  ^  COS n f ( 1 9 )
m=1 n=0

g d z ie

q m n - T l  J f Sin E^ ' c°3 d<̂  d^ (2°)

<ł “  T ł / M . f )  s i n £ ^ dć , d fmo 3/1y  y  1

O c z y w iś c ie  ca łk o w a ć  n a le ż y  po ca łym  o b s z a r z e  p o w ło k i .

ad 2 )  R e a k c je  ż e b e r  można tr a k to w a ć  ja k o  o b c ią ż e n ie  
p o w ło k i, a p o n iew a ż  ż e b r o  p r z y le g a  na  d łu g o ś c i  obwodu 
p a sa  r ó w n o leżn ik o w eg o  p r z e t o  p r z e d s ta w ia j ą  s i ę  n a s tę p u 
ją c o :

(2 1 >

A żeby jed n a k  w y r a z ić  p r z e z  podw ójny s z e r e g  n a le ż y

q l  -  t , \  “n i  003 n f
n=0
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pom nożyć p r z e z

C o
j. . m?Td1 s  > q sx n  — 7

¿ -l 1m-1

p a sa R A x

' 1
2 n so

1 n >1

^■n m

W tedy o trz y m u je  s i ę

ql  “ " £  £  Ann Sin ^  Sin ^  003 nf
ro-1 n=0 ( 22)

O c z y w iś c ie  j e ś l i  j e s t  p ż e b e r  t o  o b c ią ż e n ie  b ę d z ie  sumą

* r 1 r 1 ' f 1 i   ̂cW ii . n!rxi  . nX&q - “ E E E Amn “ L Sln 1 Sln — °0SiH mH n-0 (23)

ad 3 )  P r z ec h o d zą c  do r e a k c j i  t a r c z  nożna n a p is a ć  
p r z e z  a n a lo g ię

Y QO OO 2 aran-i m3Tx.

q" ‘ - E E E \m “^ r si” - I 1 nł ...
j-1 m H  n=0

tu  r  j e s t  i l o ś c i ą  t a r c z  pom iędzy  p od p oram i0 

P on iew aż
2 1-V̂
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p r z e to  u w z g lę d n ia ją c  w ( 1 5 ) w yprow adzone z w ią z k i  można 
n a p is a ć g

0 - ~,2 _ JL. 2q* . m3Tx.
^  W ■ G R ■■ r q V  s i n  —r—mn mn nm h ó L ran <—i li -l

i - i

r 2 #*_, m3rx_.

g d z ie

■ E T ^ n 1 ]  («)
3-1

1-V  f m t  2 \ 2 1 -V  2\G ■ —5-  I ------ r  + n ) + c l — 5-  + "5—  n )mn 2 ' ^2 /  v ^2 2 /

¡2(1-^) Sj£. + n2]  (26a)

3 «, W arunki n i e r o z d z i e l n o ś c i  p r z e m ie s z c z e ń

Z ró w n a n ia  (2 6 )  n i e  można b e z p o ś r e d n io  w yzn aczyć
szu k an ych  w a r t o ś c i  w . p on iew aż  q* . i  q** . s ą  n i e -mn ’ rani mnj
z n a n e . W a r to ś c i  t e  można w y zn a czy ć  z warunków n ie r o z 
d z i e l n o ś c i  p r z e m ie s z c z e ń  p o w ło k a -ż e b r o  i  p ow łoka b r z e g  
t a r c z y .
Żebro p r z e d s ta w ia  so b ą  p r ę t  k o łow y  s ła b o  zakrzyw iony*  
R ów nanie r ó ż n ic z k o w e  o s i  o d k s z t a łc o n e j  t a k ie g o  p r ę ta  
j e s t  n a s t ę p u ją c e

d6w* d4w* d2w* r 2 2 ,  d2q*
 -Ł + 2 — - i  + — .  —  ( j -  + j - )  — --J (2 7 )

d f 6 d f 4 d r  i  J i  i  d f

g d z ie

q* = Sii C0S 2̂8^
n=o
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U g ię c ie  p r ę ta  w ( f )  można r ó w n ie ż  w y r a z ić  pojedyńczyra  
s z e r e g ie m

w* a V  A w* c o s  n f  (2 9 )i  Z_i n n i  v '
n-0

W sta w ia ją c  n a s t ę p n ie  (2 8 )  i  ( 2 9 )  do (2 7 )  o trzy m u je  s i ę :

* 6 „ * 4 -  2 R2 /R 1 i 2 *
- w  n + 2nf ,n  -  w . n = -  77“ IT" + T T in  q .

n i  ’ n i  n i  i  i  * n i

zatem

* X R R 1 \ _* / __ ,

(30)

a w ię c  o s t a t e c z n i e  u g i ę c i e  i -  t e g o  ż e b r a  w y n ie s ie  

?2 / R 2 1 x -r2. '  Ar
“ f r f j r  +  i : )  E  7 ^ 7 q n i c o s  ( 3 1 )i i  i  n=o (n  - 1 )

P o d o b n ie  r z e c z  ma s i ę  z p r z e m ie s z c z e n ia m i b r z e g u  t a r c z y c 
Z a k ła d a ją c , ż e  b r z e g  t e n  s ta n o w i d la  p o w ło k i l in io w o  
s p r ę ż y s t e  p o d ło ż e  można n a p is a ć s

■"'i- e 1  E  000 n f  ( 3 2 )
J 12—0

k .  j e s t  w s p ó łc z y n n ik ie m  s p r ę ż y s t o ś c i  p o d ło ż a

k j  = (1-V )R

g d z ie  g .  j e s t  g r u b o ś c ią  t a r c z y .
«)

*)
k . -  z o s ta ło  wyprowadzone w p racy  d o k to r s k ie j  a u to r a ,  

ć!
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Przechodząc do warunków n ie r o z d z ie ln o ś c i  przem ieszczeń  
n a le ż y  porównać p rzem ieszczen ia  pow łoki z przem ieszcze
niam i żeber i  t a r c z 0 Porównanie szeregów  podwójnych z 
pojedynczym i prowadzi do n ieskończonego układu równań. 
Kłopot ten  autor pomija w sposób następujący? prawe s t r o 
ny równań ( 3 1 ) i  ( 3 2 ) mnoży przez 1 r o z w in ię te  w szereg  
wg s in  dlipL c z y l i  przez

oo______________________
- V  4 . 2 m3T . m3T<t
1 -  L  ~  S ln  ” 2 s i n  —  w

711= 1

W ten  sposób u g ię c ie  żeb er i  brzegów ta r c z  zostan ą  wyra
żone przez podwójne s z e r e g i  tak  jak u g ię c ie  powłoki

o o  a j  2 m T __t}2 p2 . «  4 s in  —5 — mTx.
" 1 -  5 7  ( j r + 7 7 ) £  £  7 ^ 7 7 7  5mni 003 n fX I  i  m-1 n=o raJ(n - 1 )

71 . 2  mX~  Amn - sxn -r- mXx.
w-  .  ^  E  E  — C i = P -  « • » ' • • •

(3 5 )

j ~ 3Tk  ̂ n m onij  m“-! n-0

Porównując te r a z  p rzem ieszczen ia  pow łoki z przem ieszcze
niam i żeber i  brzegów ta r c z  można u s t a l i ć  zw ią zk i1

2 miT
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U w z g lę d n ia ją c  w (2 6 )  w y l ic z o n e  z ( 3 6 )  i  ( 3 7 )  <ł* .
a** . nożna n a p isa ć ?  iruai

mno

2 , P mTx,

L {
i= l

r  ,  2 m l O 2 p2 1 -V 2 (  r  . mJTxi
wmn Lsin T  ma + I  Gmn R eT “ ( l Qmni Sln ~  +

+  V V *  . s i n g l i ) ]  - si*2 S I G B 2 q (38)
f—* mni 1 / J  2 mn E ó ^mn v '
3=4

g d z ie

E .m r ( n 2= 1 }2 ,
Q* «  Ł' -  ■ Q** . s j i m k ,  (3 9 )

mni 2 r 2 1 x ^ranj 4 3,  2 / R 1 \
4 R (— + r )

1  x

a s tą d

_,2_ . 2 mir'R G q mn s i n  -rr  mn 2w
mn p <*-_

E t? n  . 2 n i  2 .  . 2 / ^ 0 *  • i— ę  W sx n  -r -  + 7  G R > s i n  — 7" *ai2 mn 2 L mn ' ‘—J mni 1
* ”  i= 1

d e t t o
m3Tx.  .

+ L C j ^ T 1 )
3=1

(4 0 )

Chcąc n p , w yzn aczyć  p r z e m ie s z c z e n ia  p o w ło k i n ie u ż e b r o -  
w anej b ę d z ie  Q* .. » O, a d la  p o w ło k i p o zb a w io n ej wzmoc
n ie ń  a °»  G dyby, n i e  b y ło  a n i  ż e b e r  a n i  t a r c z  po~
p r z e ć z n y c h  w ted y;

(1 -7 »  R^G q
Wmn E S Q mn

cm mn (4 1 )
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W ie lk o ś c i  & 9 q i  G s ą  p r z e d s ta w io n e  za pom ocą
zw iązków  ( 1 6 ^  ( 20^ i  (2 6 a )«
O c z y w iś c ie

V - ^  ^ mT6,w •” — ^7  T A  w s i n ^ & c o s n f  (4 2 )  /  , Z_j mn mn 1
ijH  n=0

4 .  F u n k c je  p r z e m ie s z c z e ń  s ty c z n y c h  u i  v

P o z o s t a ł e  sk ła d o w e  p r z e m ie s z c z e ń  p o w ie r z c h n i śro d k o 
w ej p o w ło k i u  i  v  można p o szu k iw a ć  w fo r m ie

u  « ^  ^mn Umn 003 c o s  n  ^
m-'( n-0

OO QO

’ ■ £ E * - v si” ^
ra=1 n=0 •

(4 3 )

Zadarle, ta k  ja k  p r z y  w y z n a c z a n iu  sk ła d o w e j w , sprow adza
s i ę  t u  do w y z n a c z e n ia  u i  v  *mn mn

P oszu k iw an e  w s p ó łc z y n n ik i  w y z n a c z a ją ,ja k  ła tw o  s i ę  
p r z e k o n a ć , rów n an ia  ( 5 ) i  ( 6 )', bowiem  z n ic h  b e z p o ś r e d n io  
w yn ik a  g d y  J^YsO* ż e :
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G v  mn mn

+ c

i rra23r2 1 -V  2-i f ,“|L— + — n J n (1 +

2 r /«  m2! 2  2" il„  1 +V n 2n ^  !|_ (2-V ) —  + n  J | V _ ~  |  w (4 5 )

a s tą d

m3T ^+V .2  r ,_  „n m2^ 2  2~i) fl-T? m V
Umn r °  L( 2 - V) —  +n J j -  V —  + n

'1-T? m2! 2  2

+ c [ 2 ( 1 _ „ ,  «¿¡f + n2 ] | Wmn (4 6 )

mn
»  i r m2^2 1 -V  2 - lf .

- — LT2“ + — n Jt1mn l  1  L

+ c [ (2 - V ) (47)

»V t e n  sp o só b  w s z y s t k ie  sk ład ow e p r z e m ie s z c z e ń  z o s t a ł y  
je d n o z n a c z n ie  o k r e ś lo n e .

Na p o d s ta w ie  znanych f u n k c j i  u i  v  można ju ż  b ez  
tru d u  w yzn aczyć  w i e l k o ś c i  w ew n ę tr z n e .

5* S i ł y  i  momenty d z i a ła j ą c e  na e lem en t p o w ło k i

U w z g lę d n ia ją c  prawo H ook e'a  ora z  z w ią z k i  pom iędzy  od
k s z t a ł c e n ia m i ,  a p r z e m ie s z c z e n ia m i l in io w e j  t e r o i i  po
w ło k , można u s t a l i ć  n a s t ę p u ją c e  z a l e ż n o ś c i

T«
R(

e  s  r u u  „/-a-i?' a
1 - t 2 j  U ć ,  W  Ŵ J (4 8 )
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T     w + y  2 & 1
2 R (1 -V 2 ) ' - W « ć j

E S  M  r d i t  9 u \  2  <D /f lu  , . i l
t 1 2 " r T m 7 L 2  ¡ f e t ę ? " * / ]

T . ( 'W  ll 21 “  2R (1+V ) + rp ? )

(48)

tt e  <? 2  r /a2w , fl, fflw . . n
1 "  ’  i » v 2 U d ,2 0 f  w  J

E <5 2T  9  / 0 W ,o,\ „ B2w l  
M2  " “ 7 ^ 2  °  U ? ( f l 7 “ ^ +V

u m E 8 2  Q /flw -y\
1 2  * M2 1  " * 1 +V 0  0 i  ( i f  ~ V )

,  /SM, 0M2 1 x

H1 11 r A ~  + o ? - '

,  ,-311,2 3M2 ,
H2 * R ( v T + W >

Są to  s i ł y  i  momenty przypadające na jedn ostk ę d łu g o śc i  
południka w zg lęd n ie  rów noleżn ika, a d z ia ła ją c e  w prze
kroju południkowym w zględ n ie  równoleżnikowym pow łok i.
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J e ś l i  chodzi o nap rężen ia  to  można je  wyznaczyć z za
le ż n o ś c i

T 6M

T i “
(4 9 )

r i  ł
f m ś  i  82

Znak "+” obo«/iązuje d la  zewnętrznych w łók ien  a d la  
wewnętrznych«

Rys.3
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6 ,  Uw agi końcow e

Ż ą d a n ie , k t ó r e  tu  z o s t a ł o  r o z w ią z a n e  można b y ło b y  
r o z s z e r z y ć  p r z y  zach ow an iu  id e n ty c z n e g o  to k u  rozumowa
n i a ,  na p rzyp ad ek  p o w ło k i w zm ocn ion ej w p ła s z c z y z n a c h  
p o łu d n ik o w y ch  i  r ó w n o le ż n ik o w y c h . R ów nież i  w prow adze
n iu  o b l ic z e ń  można b y ło b y  w p row adzić  pewne u d o s k o n a le 
n i a  p o le g a j ą c e  na u w z g lę d n ie n iu  o d d z ia ły w a ń  s ty c z n y c h  
o ra z  momentów ż e b e r  i  t a r c z .  A u tor  na r a z i e  p o m in ą ł j e  
z u w ag i na  z n a c z n e  k o m p lik a c je  rach u n k ow e. W ydaje s i ę ,  
ż e  o d d z ia ły w a n ia  t e  s ą  w s to s u n k u  do r e a k c j i  norm alnych  
d o ść  n i k ł e 0 P ow yższe  o b l i c z e n i a  mogą z n a le ź ć  z a s to s o w a 
n i e  p r z y  p r o je k to w a n iu  k o n s t r u k c j i  c ie n k o ś c ie n n y c h .
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IJtfjiHHApH'iecKafl p e6posaa o6ojio*iKa

B CBoeM p a 6o T e aB T op n o ^ a e T  p e m e H w e  n p o 6jieM bi CTaTMKM 
o 6o j io h k h , yK penjieHH OM  p e 6paMM m y n p y r m v r a  n o ^ n o p a M n . P e u ie -  
HH3 KacaiOTCH pMJIMHflpHHeCKOii 06OJIOHKM 3aM K H yT0r0 npo4)M Jia . 
P em eH M e ocH OBH bix A n c^ c^ ep eH p w ajib H b ix  y p a B H eH n ii n p on 3B efleH O  
MeTOflOM <i>ypbe. YnTeHO TOJibKO BJXMHHMe H a rp y 3 0 K  H opM ajibH bix  
K CpeAMHHOM nOBepXHOCTM 06OJIOHKK Ha COCTOHHMe Ae<i>OpMapMM 
y n p y r o i i  cw cTeM bi. P e S p a  m n o A n o p b i, p a3M eip eH H b ie  npon3BOJibHO, 
HaXOAHTCH B paflM aJIbHblX nJIOCKOCTHX.

The ribbed cylindrical shell

In the paper the author gives a solution of the problem  of shell’s 
statics, which is reinforced by means of ribs and elastic supports. The 
cosiderations concern a shell having a cylindrical circular shape with 
a closed profile. The solution of the basic differential equation was car
ried out by means of Fourier’s method. Only the influence of normal 
loads to the in ternal surface of the shell upon the deform ation state of an 
elastic structure, was taken into account. Ribs and supports, arranged 
in a free way, lie in the radial planes.


