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ZASTOSOWANIE RACHUNKU WYROWNAWCZEGO W GOSPODARCE CIEPLNEJ

Straszozonie. W artykule dokonano przegladu prao dotyczacyob
zastosowania'™ metody najmniejszyoh kwadratéw, w ujeciu raohunku wy-
réwnawczego, w tecbnico cieplnej. Podano ogélne sformutowanie zagad-
nienia, opisano jedng z og6lniejszych metod obliczeniowych oraz po-
kazano obszary zastosowan.

1. WSTIjiP

Zasada najmniejszych kwadratéw, stanowigca podstawe raohunku wyréwnaw-
czego, sformutowana zostata przez Gaussa i1 jest szeroko stosowana przy
opracowywaniu matematycznym wynikéw pomiaréw. Najbardziej ogélnym przypad-
kiem jest problem z warunkami dodatkowymi, kiedy wyniki pomiaréw obarczone
btedami i wielkosci niemierzone (niewiadome) powigzane sg réwnaniami i za-
leznosoiami nierdéwnosoiowymi liniowymi i nieliniowymi.

Warunki to wynikaja z praw fizyki, w szczegd6lnosci z prawa zaohowania
ilosoi substanoji i energii.

Zastosowanie zasady najmniejszych kwadratéw Y technice cieplnej podjat
w literaturze zagadnienia J. Szargut w pracy dotyozgoej uzgadniania bilan-
s6w pierwiastkéw ohemicznyob [25]« Od tego czasu metoda ta znalaz#a szero-
kie zastosowanie 1 stanowi wazng dziedzine badan. Szkota badawoza utworzo-
na przez J. Szarguta moze wykaza¢ sie liozgaoymi sie osiggnieciami, skupia-
jac pracownikéw naukowych z réznyoh osrodkéw Polski. Jest to przy tym jed-
na z wielu szkét naukowych, jakie w swojej pracy naukowej utworzyd J. Szar-
gut.

Dotyohozasowe zastosowania raohunku wyréwnawczego w szeroko pojmowanej
technice oieplnej mozna usystematyzowa¢ w nastepujgoyoh grupaoh tematyoz-
nych*

1° wuzgadnianie bilansow substanoji pierwiastkéw i energii w reakojach

ohemloznyoh,

2° korygowanie wynikéw pomiaréw stanowigcyoh podstawe do optymalnego

sterowania procesami cieplnymi,
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3° uzgadnianie bilanséw entalpii przy tworzeniu tablic termochemicz-
nyoh (metoda wieloetapowego uzgadniania),

4° weryfikacja modeli matematyoznyoh proceséw transportu ciepta i ma-
sy,

5° rozwigzywanie zagadniehn odwrotnyob w teorii przewodzenia ciepta,

6° badanie wkasnosci radiaoyjnyoh gazéw,

7° wyznaczanie wspotozynnikéw réwnan empirycznych,

8° wyznaczanie wewnetrznie zgodnych danych termodynamicznych z uwzgled-
nieniem reakcji chemicznych.

W kazdej z tych grup tematycznych opublikowano wiele liozgoyob sie publi-
kacji w czasopismaoh krajowych i zagranicznych. Powstata réwniez monogra-
fia opracowana pod kierunkiem J. Szarguta [30]-

2. PODSTAWY TEORETYCZNE RACHUNKU WYROWNAWCZEGO

Wynik kazdego pomiaru obarczony jest btedem, ktérego wielkos¢ okresSla
sie zazwyczaj za pomoca bitedu Sredniego pojedynczego pomiaru lub wartosci
Sredniej. Znane sa powszechnie i szeroko stosowane elementarne metody sza-
cowania wartosci bdedu tego rodzaju. Z najbardziej ogdélnym problemem spo-
tykamy sie, gdy wyniki pomiaréw oraz wielkosSci niemierzone zwigzane sag
miedzy soba zaleznosciami funkcyjnymi, ktére winny by¢ jednoznacznie sped-
nione. Problem zastosowania rachunku wyréwnawczego pojawia sie woéwczas,
gdy liczba tych zaleznosci jest wieksza od liozby niewiadomych. Wskutek
nieuniknionych bd#edéw pomiarowych wielko$oi podlegajacych bezposrednim
pomiarom zaleznosci te nie sg spednione. Uktad tych zaleznosci jest wow-
czas matematycznie sprzeczny. Sprzecznos$¢ te mozna d+atwo pokazac¢, elimi-
nujac niewiadome z uktadu zaleznosci funkcyjnyob (tworzacych na og¢t uktad
rownan algebraicznych) i sprawdzajac zgodnos$¢ zwigzkéw zawierajacych jedy-
nie wielkosoi mierzone. Powstaje wieo pytanie: w jaki sposéb skorygowac
wyniki pomiaréw, aby doprowadzi¢ w sposéb obiektywny do spednienia tych
zaleznosci, wyznaozajao rownoozesnie najbardziej prawdopodobne wartosci
wielkosci mierzonych i niewiadomych? Jest to giéwny problem rachunku wy-
réwnawczego. Niemniej wazne jest rowniez dokonanie oceny dokdtadnosci sko-
rygowanych wynikéw pomiaréw i niewiadomych, co umozliwia kontrole dotrzy-
mania zatozonej dokdadnosci pomiardéw. Wynikiem takiego postepowania jest
zawsze zmniejszenie niedoktadnosci ocen wielkosoi mierzonyoh, co jest bez-
posrednim rezultatem nadmiaru informacji wystepujacych juz w momencie for-
mudowania problemu wyréwnawczego.

OdpowiedZz na postawione wyzej pytanie otrzymuje sie przez sformutowanie
dodatkowego kryterium, ktdére umozliwi¢ ma jednoznaczny wybér rozwigzania.
W rachunku wyréwnawczym przyjmuje sie posta¢ takiego kryterium w formie
warunku:
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t— ®» — > minimum, @

gdzie:

li» Li " wart®°s¢ najbardziej prawdopodobna oraz wynik i-tego pomiaru,
n - liczba wynikoéw pomiarowych,
— odchylenie standardowe wyniku pomiarowego.

Otrzymuje sie wiec klasyczny problem poszukiwania minimum warunkowego,
gd/z minimum funkcji (1) poszukuje sie w taki sposoéb, aby réwnoczesnie
spednione byty wszystkie zaleznos$oi funkcyjne #gozgoe wyniki pomiaréw

i wielkosci niemierzone. Wybo6r postaci kryterium (1) jest w znacznej mie-
rze arbitralny. Nie zaproponowano jednak lepszej formy takiego kryterium.
Metoda obliczeniowa oparta na ksztalcie funkcji (1) nosi nazwe zasady
najmniejszych kwadratéw i w przypadku gdy w y.ixki pomiaréw obarczone sa
btedami przypadkowymi, prowadzi do wartosci najbardziej prawdopodobnych

w sensie og6lnej teorii btedéw, sformutowanej przez Gaussa.

3. METODY OBLICZENIOWE

Szczeg6towe metody obliczeniowe stosowane w rachunku wyréwnawczym w
technice oieplnej oméwione zostaty w monografii [30] - R6znorodnos¢ tych
metod wynika bezposrednio z réznorodnosci probleméw, jakie spotyka sie
w zagadnieniach cieplnych. Klasyczny rachunek wyréwnawczy stosowany w
obliczeniach geodezyjnych jest ograniczony do kilku metod obliczeniowych.

W celu zobrazowanie stosowanych metod obliczeniowych oméwiony zostanie
problem wyréwnywania jednoetapowego pomiaréw bezposrednich zawarunkowa-
nych z niewiedomymi [30] -

Oznaczmy przez J jednokolumnowa macierz s niezaleznych wynikéw po-
miaréw, za$ macierz diagonalna 15 stopnia s niech oznacza macierz kowa-
riancji. Rozwigzanie zagadnienia sprowadza sie do znalezienia poprawek v
do wynikéw pomiaréw zdefiniowanych jako:

oraz n poprawek do przyblizonych wartosci niewiadomych
.y X -X
takich, dla ktérych przy warunku (1) speinione sa zaleznosci funkcyjne:

fn{l +v, x +y) =0 , (@)
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ktére po linearyzacji przyjmuja postaodi
Av + By =-w , (©)]
przy czym
efl *1 St.
. dfl " 9xn
: : B=  f :
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»1l " » X2 3 * exn
vl * wi
y )ZZ w2
.
Vs Mn Wr

gdzie macierz Jednokolumnowa w oznacza niezgodnos¢ réwnan warunkéw (2)
otrzymywang po podstawieniu wartosci wynikéw pomiaréw i przyblizonyob war-
tosci niewiadomyoh do uktadu (2).

Wartosci elementéw macierzy A oraz B szacowane ag w podobny sposéb.
Stosujac znang metode Lagrange’a poszukiwania ekstremum warunkowego
otrzymuje sie dodatkowe dwa poduktady réwnan w postacit

M*lv - ATk = 0 ()
BTk ° 0 . [©)
Rozwigzanie pe#nego uktadu réwnan (3), @) i (5) dajei
- wartosci poprawek do przyblizonyoh wartos$ci niewiadomych
y >M'IBTP“V ®
- wartos$ci poprawek do wynikéw pomiaroéw
v =MATP""1(w - By) , o
gdziei

P = AMAT ,

N = BTF"1B
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W przypadku nieliniowej postaci réwnan warunkéw (2) zachodzi koniecznosé
stosowania procedury lteracyjnej.

Po przeprowadzeniu uzgodnienia algebraicznego, czyli wyznaczenia naj-
bardziej prawdopodobnych wartosci 1 oraz x, przeprowadzi¢ nalezy ocene
doktadnosci otrzymanych, poprawionych wynikéw pomiaréw i niewiadomyoh.
Ocene te uzyskuje sie przez uzycie prawa przenoszenia btedéw przypadkowych.
Szczegbtowe obliczenia prowadza do zaleznosSci macierzowej»

°1 * Gl,x

GI,x*
gdzie:

Gx=M- MaV1E - BITD V 1)AH
Gx - r 1, ®

G, _ =- MAV'BBIT1 .

Elementy przekatnej gkéwnej macierzy G sa kwadratami odohylern standar-
dowych wyréwnanych wynikéw pomiaréw oraz niewiadomych. Z zaleznosci (8)
wynika bezposrednio, ze wartosci odchyleh standardowyob ocen wynikéw po-
miaréw ulegaja zmniejszeniu. Ytykorzystujgo prawo przenoszenia bdedéw przy-
padkowych, mozna wyprowadzi¢ zaleznosci dla obliczenia wartosci btedow
dowolnych funkcji wielkosci mierzonych i niewiadomych [30].

4. PRZYKLADY ZASTOSOWAN

Oméwiona poprzednio metoda uzgadniania zostanie dalej zilustrowana

wybranymi przyktadami zastosowan.

4.1. Uzgadnianie bilanséw ilosci substancji pierwiastkéw i energii

w procesach ohemloznych

Bilanse pierwiastkéw w procesach ohemicznych bazujg na prawie zachowa-
nia ilosci substancji. Zastosowanie tego prawa do pierwiastkéw zasadni-
czych procesu prowadzi do ukd#adu réwnan algebraicznych w ilosci réwnej
liczbie tych pierwiastkéw. Uk#ad roéownan bilanséw uzupedniony jest rowna-
niami na sumy udziatédw gramowych i molowych wszystkich substratéw i pro-
duktéw procesu. Moze by¢ réwniez niezbedne dodanie zaleznosci wynikajacych
z analizy sktadu mineralogicznego niektdrych materiatéw statych [26].
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Otrzymuje sie w ten sp.oBOb ukdad réwnan warunkéw typu (2). Stosujac opisa-
ng w punkcie 3 metode obliczeniowag, wyznacza sie wektory poprawek v oraz

y i dalej najbardziej prawdopodobno wartosci wynikéw pomiarowych i niewia-
domych. Przyktady obliczeniowe uzgadniania bilanséw substancji i energii
znalezé mozna w pracach [3, 6, 9, 26, 271 29].

4.2. Optymalne sterowanie procesami cieplnymi

Problematyke zastosowania teorii uzgadniania bilanséw substancji i ener-
gii dla celow sterowania optymalnego rozwingt K. Taramina pod kierunkiem
J. Szarguta. Rozwigzany problem dotyczy optymalizacji proceséw spalania
z punktu widzenia okreslenia najbardziej whkasciwej wartosci stosunku nad-
miaru powietrza. Zagadnienie powyzsze stanowito tematyke rozprawy habili-
tacyjnej K. Taraminy i zostato ponadto oméwione w pracy [29]-

4.3. Obliczanie entalpii tworzenia

Tablioe entalpii tworzenia sporzadza sie na podstawie pomiaréw ental-
pii reakcji chemicznych. Niektére z tych entalpii sa wprost entalpiami
tworzenia. Nie mierzone entalpie tworzenia oblioza sie na podstawie roéw-
nan reakcji chemicznych wykorzystujac bilanse energii. Wykorzystanie ra-
chunku wyréwnawczego jest mozliwe woéwczas, gdy liczba nieznanych wartosci
entalpii tworzenia jest mniejsza od liczby réwnan stochiometrycznyoh, co
zwykle ma miejsce. Zagadnienie wyznaczania najbardziej prawdopodobnych
wartosci entalpii tworzenia podjeta T.Styrylska [21], podajac metodyke
obliozen opartg na wyréwnywaniu entalpii reakoji jako bezposrednich wyni-
kéw pomiaréw zawarunkowanych z niewiadomymi. Opraoowata réwniez teorie
dwu- i wieloetapowego uzgadniania, polegajaca na dotgczaniu do ukdadu juz
uzgodnionego dodatkowych réwnan warunkéw (w miare przybywania dodatkowych
pomiaréw) bez koniecznos$ci powtarzania obliczen od poczatku [15, 16, 22,
23, 28]. Tematyka ta zostata sformudowana przez J. Szarguta.

4.4. WeryFfikacja modeli matematycznych proceséw, transportu oiepta
i masy

Klasyczne metody modelowania proceséw transportu ciepta i masy bazuja
na schematach prowadzonych do jednoznacznego rozwigzania. Model matema-
tyczny skdada sie wowczas z réwnan rézniczkowych, catkowych lub réznicz-
kowo-catkowych opisujacych mechanizm zachodzacych proceséw oraz warunkéw
jednoznacznosci rozwigzania, zwanych warunkami brzegowo-poczatkowymi .
Opis taki zawiera w sobie szereg uproszczen. Zwykle bowiem ukdady réwnan
mechanizmu proceséw przyjmuje sie w postaci liniowej (@atwos¢é rozwigza-
nia numerycznego), niektdore sktadowe zostaja zaniedbane (przy rozwigzywa-
niu zagadnien promieniowania w wysokiej temperaturze zaniedbuje sie mecha-
nizm konwekcyjnego transportu oiepta) lub taz zamiast zagadnien dwu- lub
tréjwymiarowych rozwigzuje sie problemy jednowymiarowe. Takie podejscie
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jest Zzrodtem bteddéw w rozwigzaniu numerycznym. Dodatkowe biedy wprowadza
sie przez uzycie wartosci okreslajacych wkasnosci termofizyczne substancji,
ktére znane sg z pewnym bdedem pomiarowym.

Przy takim podejsciu do modelowania matematycznego niemozliwe staje sie
okreslenie btedu rozwigzania. Btad ten mozna jednak oszacowa¢, jezeli kla-
syczny spos6b tworzenia modelu uzupedni sie dodatkowymi informacjami .

W przypadku proceséw transportu ciepta i masy mogg to by¢ znane rozwiagza-
nia lokalne (obarczone zazwyczaj btedem), czy tez, obok niezbednej dla
jednoznacznego rozwigzania liczby warunkéw brzegowych, znane sg inne ich
rodzaje (np. obok warunkéw brzegowych pierwszego rodzaju mozliwe jest
oszacowanie wartosoi wspétczynnika wnikania ciepta). W takioh przypadkach
model matematyczny zawiera wiecej roéwnan anizeli niewiadomych, co umozli-
wia zastosowanie metod rachunku wyréwnawozego. Poprawno$¢ proponowanego
modelu matematycznego mozna wéwczas sprawdzi¢ np. przez zgdanie, byt

Il <t < ki (i,= 1le==i°)

gdzie Kk moze by¢ interpretowane jako stata Lipsohitza, ktérej wartosc¢
przyjmowana jest w spos6b arbitralny, zazwyczaj k = 1. Zagadnienia powyz-
sze zostaty w og6lny sposéb oméwione w pracach [7, 8, 32], gdzie podano
réwniez przyktad.zastosowania w modelowaniu prooesu radiacyjnego transpor-
tu ciepta. Zastosowania w rozwigzywaniu probleméw brzegowych w teoriiprze-
wodzenia .ciepta znalezé¢ mozna w publikacjaoht L,2, 5, 10, 11, 12, 13,
14, 17, 19, 20, 24].

4.5« Rozwigzywanie zagadnien odwrotnyoh w teorii przewodzenia ciepta

Zagadnienia odwrotne rozwigzywania probleméw brzegowo-poczgtkowych moz-
na podzieli¢ na trzy grupyt
- identyfikacja pola temperatury przy nieznanych warunkach brzegowych lecz
znanym rozwigzaniu wewngtrz obszaru,

- okreslenie wkasnosci termofizycznyoh ciata,
- identyfikacja wydajnosci i rozktadu wewnetrznych zroédet ciepta.

We wszystkich przypadkach mozna poszukiwaé rozwigzania w sposob kla-
syczny, to znaozy przy minimalnej ilosoi informacji niezbednych dla osiag-
niecia jednoznacznego rozwigzania. Rozwigzania takie charakteryzuja sie
jednak duzym btedem, ktdérego wartos¢ jest trudna do oszacowania. Wprowa-
dzenie dodatkowych danych usztywnia problem, a poprzez zastosowanie rachun-
ku wyréwnawozego umozliwia przeprowadzenie oceny dok*adnosci uzyskanego
rozwigzania. Pierwszym z wymienionych uprzednio probleméw odwrotnyoh z
nadmiarem danych zajmowali sie Kurpisz [12, 13, 14] i Skorek [20], uzy-
skujac bardzo cenne wyniki.

Problemy okreslania wkasnosci termofizycznyoh byty przedmiotem prac
[L, 2, 24] i dotyczyty wyznaczania wspokczynnika przewodzenia ciepta ciat

statych.
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Mozna stwierdzi¢, ze zastosowanie rachunku wyréwnawczego stanowi istot-
ne wzbogacenie teoretyozne.

4,6, Badanie whaanodoi radiacyjnych gazéw

Obszerne dane eksperymentalne okreslajace emisyjnosé gazéw poohodza
z réznych laboratoridéw i w wielu przypadkach réznig sie miedzy sobg w
Istotny spos6b. Podobnie jak w przypadku uzgadniania danyoh termodynamicz-
nych mozliwe jest i w tym zakresie zastosowanie rachunku wyréwnawczego w
celach weryfikacji publikowanych danych, jak réwniez uzyskania zbioru war-
tosci najbardziej prawdopodobnych. Tematyka ta byka przedmiotem Kilku pu-
blikacji [4, 24, 33] 1 jest kontynuowana.

4.7« Wyznaczanie wspodczynnikédw réwnan empirycznych

W klasycznym podejs$ciu do matematyoznego opraoowywania wynikéw pomia-
réw, np. metoda regresji, zaktada sie, ze wartosci zmiennych niezaleznych
(zmienne kontrolowane) traktowane sa jako bezbtedne. Przyjecie takiego
zatozenia jest jednak usprawiedliwione w niewielu szozegétowyoh przypad-
kaoh. Stad tez zastosowanie kryterium (1) z zastosowaniem metody wyréwny-m
wania pomiaréw zawarunkowanyoh z niewiadomymi jest podejsciem najbardziej
ogélnym. Zagadnienie powyzsze rozwijane jest w zespole J. Szarguta [31]-

4_.8. Wyznaczanie zgodnyoh danych termodynamicznych

Problem wyznaczania zgodnyoh danyoh termodynamicznych jest dalszym roz-
winieciem prac T. Styrylskiej. Roéwnania warunkéw.sg tutaj rozszerzone o
zaleznosci termodynamiczne #gozgoe publikowane zbiory danyoh. Obszerng
prace teoretyczng na ten temat wykonat J. Norwisz [18], wykazujac skutecz-
nos¢ metody na przyktadzie ukdadu PbO - PbSO™.

5. PODSUMOWANIE

W artykule pokazano obszerne pole zastosowan raohunku wyréwnawozego
w teohnioe cieplnej. Tematyka ta zostata postawiona przez J. Szarguta
doprowadzajac do utworzenia szkoty naukowej. Zdeoydowana wiekszo$¢ prezen-
towanyoh zagadnienn stanowida podstawe do uzyskania stopni naukowyoh dokto-
ra i doktora habilitowanego przez bezposrednioh. uozniéw Profesora, a obec-
nie juz drugie pokolenie mbodych pracownikéw naukowyoh rozwija te tematyke.
Twércze zastosowania metod rachunku wyréwnawozego stang sie przedmiotem
wielu jeszoze prao.
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NPKMEHEHHE yPABHHTEJILHOrO HCHHCJIEHHH B TEIUIOTEXHHKE

Pe3i0me

B ciaTte npeflciaBmeH oCacp pafioi no npsueHeHH» neio.ua HazMeHBmnx Kaa-
SpaioB ypasHHTejiBuoro SCWCNemMN b TerniozexHHKe. £aaa jJopMyjmpoBKa

npoSmeMU h onHcaH o”hh h3 odnHx pacaeTHax MeiofICB. noscEena o0OJiaciB npaue—
KeHHH, .
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APPLICATION OP EQUALIZATION ACCOUNT IN THERMAL MANAGEMENT

Summary

Tha paper contains a review of results of investigations related to
the least square method in a form of equalization aooount in thermal ma-
nagement. The general form of the problem is given as well as the most
general aooount method and the possibilities of applications of the method

being considered.



