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Ja n  ADAMCZYK, Henryk KNAPCZYK
I n s t y t u t  M e c h a n ik i  i  Podstaw 
K o n s t r u k o j i  Maszyn

POZORNE WSPÓŁCZYNNIKI TARCIA W CZOPIE KULOWYM

S t r e s z c z e n i e .  W o p raco w an iu  omówiono h i p o t e z y  r o z k ł a d u  
nac isków  jed n o s tk o w y c h  na p o w ie rz o h n i  r o b o c z e j  ozopa ku
lo w eg o . W o p a r c i u  o p r z y to c z o n e  h i p o t e z y  o b l i c z o n o  momenty 
s i ł  t a r c i a  względem o s i  o b ro tu  l e ż ą c e j  w p ł a s z o z y ź n i e  k o ła  
d użego  k u l i  i  p r o s t o p a d ł e j  do k i e r u n k u  d z i a ł a n i a  a i ł y  ob
c i ą ż a j ą c e j ,  a n a s t ę p n i e  o d p o w iad a ją c e  tym momentom p o z o r 
ne w s p ó ło z y n n i k i  t a r c i a .

P r z e d s t a w io n o  w ykres  zmian p ozo rn eg o  w s p ó łc z y n n ik a  t a r 
c i a  w z a l e ż n o ś o i  od k ą t a  o p a s a n ia  ozopa p anw ią  i  w sp ó łcz y n 
n ik a  t a r c i a  na p o w ie rz o h n i  r o b o c z e j  o z o p a .

W p r a k t y c e  i n ż y n i e r s k i e j  sp o ty k a n e  s ą  czopy kulowe ja k o  p o ł ą c z e n ie  
p rzegubow e (o 3 s t o p n i a c h  swobody) elementów w s p ó łp r a c u ją c y c h  zej s o b ą .  
Czopy (p r z e g u b y )  kulowe mają  s z e r o k i e  z a s t o s o w a n ie  w budowie maszyn ( r y s .  
i  ) n p ,  w meohanizsnaoh k ie ro w n io z y o h  pojazdów samochodowych, j a k o  ło ż y s k a  
w ahllw e wałów i  o s i  [ i ] ,  podp o ry  przegubowe masztów r a d i o w y c h ,  t e l e w i z y j 
nych i  słupów ż u ra w i  [ ł ]  .  W c e l u  o b l i c z e n i a  momentu t a r c i a  w, p r z e g u b i e  
kulowym p rz y  t a r c i u  pó łsuchym  n a le ż y  p rz ed e  w szy s tk im  poznać .p raw o r o z k ł a  
du nac isków  je d n o s tk o w y c h  na p o w ie r z c h n ia c h  ro b o c z y c h  p rz e g u b u .

P rz e z '  oznaczony  w t e k ś o i e  symbolem tz w .  p o z o rn y  w s p ó łc z y n n ik  t a r c i a  
a u t o r z y  r o z u m i e j ą  w ie lk o ś ć  z a l e ż n ą  od w sp ó łc z y n n ik a  t a r c i a  ś l i z g o w e g o  ¿1 
1 k s z t a ł t u  p o w ie rz o h n i  t r ą o y o h ,  W a r to ś o i  p o zo rn eg o  w a p ó ło zy n n lk a  t a r c i a  
d l a  ró ż n y o h  h i p o t e z  r o z k ł a d u  nacisków  u jm u ją  ró w n a n ia  ( 1 3 ) ,  ( 1 5 )  i  ( 1 7 ) .

HIPOTEZY ROZKŁADU NACISKÓW JEDNOSTKOWYCH NA POWIERZCHNI ROBOCZEJ 
CZOŁA KULOWEGO PRZY TARCIU PÓŁSUCHYM

N a j p r o s t s z ą  h i p o t e z ą  j e s t  h i p o t e z a  Weisbaobfe o s t a ł y c h  n a c i s k a c h  j e d 
nostkow ych  [ 1 ] ;

WSTĘP

o p = o o n s t (1 )i
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H y s .  1 .  P r z y k ła d y  z a s to s o w a n ia  przegubów kulowyoh w budowle maszyn: a )  ł o 
ży sk o  stopowe ż u ra w ia  D e r r l o k a ,  b )  ło ż y s k o  stopowe żu raw ia  s łu p o w eg o ,

o ) podp o ra  wahllwa wału
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y

5 y s .  2 .  R o z k ła d  nacisków  je d n o s tk o w y c h  na p o w ie r z c h n i  r o b o c z e j  ozopa ku
low ego wg h i p o t e z y  o s t a ł y o h  n a c i s k a c h  je d n o s tk o w y ch

P o le  p o w ie r z c h n i  e le m e n ta r n e g o  p i e r ś o i e n i a

dS = 2 .  3t .  r 2 .  s i n  'P .  d 'P

Równanie równowagi czopa (suma rz u tó w  s i ł  na k i e r u n e k  d z i a ł a n i a  o b o i ą ż e -  
n i a  N ):

<2 )
S

s t ą d

S S

Z z a ł o ż e n i a  h i p o t e z y :

^  1= p = o o n s t
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O s t a t e c z n i e

N = 3 C . r 2 . p .  a l n 2 V 0

• P = ------------------ 2-- mX .  r 2 .  s i n 2

N a o is k  Jedno s tk ow y  w dowolnym p u n kc ie  p o w ie rz c h n i  r o b o c z e j  czopa ku low ego 
j e s t  równy s i l e  o b c i ą ż a j ą c e j  N p o d z i e l o n e j  p r z e z  p o le  r z u t u  p o w ie r z c h n i  
r o b o o z e j  na p ła s z c z y z n ę  p r o s t o c a d ł ą  do k ie r u n k u  d z i a ł a n i a  o b o ią ż e n ia  N.

B a r d z i e j  z ło ż o n a  J e s t  h i p o t e z a  Heye '  a | / l ] .  Z a ło żen iem  t e j  h i p o t e z y  
j e s t ,  że  z u ż y c i e  p o w ie rz o h n i  r o b o o z e j  czop a  kulowego m ie rzon e  w k ie r u n k u  
p r o s to p a d ły m  do t a j  p o w ie rz c h n i  j e s t  s t a ł e  ( r y s .  3 )  d la  w s z y s t k i c h  punk
tów p o w ie rz c h n i  r o b o o z e j ,  o ż y l i ,  że w s z y s t k i e  p u nk ty  p o w ie rz o h n i  r o b o c z e j  
w p r o c e s i e  z u ż y c ia  p r z e m i e s z c z a j ą  s i ę  ró w n o m ie rn ie  z g o d n ie  z  k ie r u n k ie m  
d z i a ł a n i a  o b c i ą ż e n i a  W, t j .

_n
ö s s q r  m 0 -  o o n 3 t *

g d z ie

Ó  — z u ż y o ie  w dowolnym p u n k c ie  p o w ie rz o h n i  r o b o c z e j  m ierzone  w k i e r u n 
ku normalnym do t e j  p o w ie r z c h n i .

Z a k ła d a  s i ę ,  że z u ż y o ie  Ó  J e s t  p r o p o r 
c j o n a l n e  do n a o is k u  Jednos tkow ego  i-pij. i i  
p r ę d k o ś c i  l i n i o w e j  v p ■ ul .  r  .  s i n  ' ł , c z y 
l i :

Ó = o .  c o s ' f  i

co

i °m • • ' V »
( 5 )

s in t f ,

g d z ie

R y s .  3 .  R o zk ład  nacisków  j e d 
n ostkow ych  na p o w ie rz o h n i  r o 
b o o z e j  ozopa kulowego wg h i 
p o te z y  o równomiernym z u ż y c iu  

t e j  p o w ie rz o h n i

-  w sp ó ło zy n n ik  p r o p o r c j o n a l n o ś c i  
z a le ż n y  od r o d z a j u  m a t e r i a ł u  po
w ie r z o h n i  w s p ó ł p r a c u j ą c y . h ^  i o h  
o h ro p o w a to ś c i  i  sm aro w an ia .

ze wzoru ( 5 ) :

% W
1 / Po 

' F g?’ (6 )
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g d z ie

o „ . io . r -  pewna s t a ł a ,  f i z y c z n i e  równa n a c i s k o w i  jednos tkow em u w
p u n k c ie  p o w ie rz o h n i  r o b o c z e j  o k reś lo n y m  kątem-1? = # / 4 .  

P o d s t a w ia ją o  w y ra ż e n ie  ( 6 )  do ró w n a n ia  rów nowagi ( 2 )  o trzym am y:

TO

N = ® .  r 2 .  p 0 J o o s2 ^  .  A f  = 3 f . r 2 . p 0 t y 0 + 0 , 5  s i n  z ę Q)

„ _ N   . _1___________  P<3lP ^ o
0 “ ir . r 2 * + ó»5 3ln 2y, o ° 'Po + ó*5 sip 2 ô

p 3 l a  y 0 1
y,o + ó , 3  s i n  2 p 0 * Tgtf" 17)

P r z y  d o w o lne j  w a r t o ś o i  o b o ią ż e n ia  N n a o i s k  jed n o s tk o w y  w ś ro d k o w e j  s t r e 
f i e  p o w ie rz o h n i  r o b o o z e j  o k a z u je  s i ę  b a rd z o  d u ż y ,  a p r z y  <P * 0 t = oo i 

N a j o g ó l n i e j s z ą  h i p o t e z ą  J e s t  h i p o t e z a  ó p a r a b o l ic z n y m  r o z k ł a d z i e  n a 
c isków  Jed n o s tk o w y ch  £ l j .  Wg t e j  h i p o t e z y  p r z y j ę t o ,  że  n a c i s k i  J e d n o s tk o 
we u k ł a d a j ą  s i ę  wg p a r a b o l o i d y  o b ro to w e j  o ró w n a n iu :

R y s .  4 .  R o zk ład  n a o is k ó *  j e d 
no s tkow ych  na p o w ie r z c h n i  r o 
b o o z e j  ozopa ku low ego wg h i 
p o t e z y  o p a ra b o l io z n y m  r o z 

k ł a d z i e  nacisków

( 8 )

o d n i e s i o n e j  do k ie r u n k u  d z i a ł a n i a  o b c i ą 
ż e n i a  N ( r y s .  4  )•

—2 2 p
P oniew aż  . « s i n  ró w n a n ie  ( 8 )

można n a p i s a ó  w p o s t a c i

P 0 (1 -  s i n 2/ )  = p 0 .  c o s 2̂ ,  ( 9 )

p r z y  czym p Q -  maksymalny n a o i s k  j e d n o s t 
kowy w p u n k c ie  p o w ie rz o h n i  r o b o o z e j  o k re 
ś lonym  ką tem  <p -  0 .



Po p o d s t a w i e n iu  z a l e ż n o ś o i  ( 9 )  do ró w n a n ia  równowagi ( 2 )  i  po so a łk o w a n lu  
o trzy m am ? :

%p
N = 2 .  3f . r 2 . p 0 J  s i n  'ff?) oos-},f  .  d ' f  =

O

= f  r 2 .  p 0 (1 -  c o s 4 ^ 0 ) f

H 2 _
0 1 -  c o s 4 'Pę) 1 + o o s2 <f 0*
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P,

N 2 .o o s 2 V’ a p .o o s 2 *
— 2T * -----  1------ = — ^ “ 5-----» i 10 >T *  .  x  1 -  oos ^ 1 + co s  Vo ' o

g d z i e :  p o b l i c z o n o  ze wzoru (3 )»

H ip o te z a  powyższa j e s t  n a j b a r d z i e j  o g ó ln a  i  d a j e  n a jw ię k s z ą  zgodnośó  z r e 
z u l t a t a m i  d o ś w ia d c z e ń .  P rzy  z w ię k s z a n iu  p ro m ie n ia  k u l i  i  z m n i e j s z a n iu  ką
t a  'P ozop kulowy s t a j e  s i ę  czopem o k s z t a ł c i e  soczewkowym i  n a c i s k i  j e d 
nostkow e w yrównują s i ę .  Dla ' f  0 = O czop p r z e k s z t a ł o a  s i ę  w p ł a s k ą  podpo
r ę  i  r o z k ł a d  nacisków  s t a j e  s i ę  rów nom ierny = P •= c o n s t  z g o d n ie  z h i 
p o t e z ą  p i e r w s z ą .

MOMENT TARCIA W CZOPIE KULOWIM

Wytnijmy na p o w ie rz c h n i  r o b o o z e j  ¡sapa  kulowego e le m e n ta r n ą  p o w ie rz o h -  
n l ę  ( r y s .  5 ) .

dS = s a bod ”  al> * = r  * 3iD<^ «  1 • d ^ =

= r 2 .  s i n ' / ' ,  d f  .  d 

S i ł a  t a r c i a  na e l e m e n t a r n e j  p o w ie rz c h n i

dT = dN .  ¿1 

g d z i e  e l e m e n ta r n y  n a c i s k  dN j e s t  rów ny:

dN «= P y  .  dS f u | .  r 2 .  s i n ' / ’ ,  d ' / ' .  dl},
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R ys. 5 .  S z k ic e  do o b l ic z e n ia  momentu t a r c ia  w c z o p ie  kulowym względem
o s i  x

s tą d

dT U r 2 .  ¿i .  s ln t f ’.- &*P.  dtf.

Moment e lem en tarn y  s i ł y  ta r o ta  dT względem o s i  obrotu  x :

dMj, = dMx = ?  .  dT = « > , , .  r 3 .  ¿ł .  s in * ? .  s l n l > .  d*P . dtf,

g d z ie  ( r y s .  5 ) :  9  = r .  s in &
Moment s i ł  ta r o ta  na p ow ierzoh n i ro b o c z e j  czopa kulow ego względem o a i  

oS rotu  x :

t
Mt  = Mx = | 2 i J  dMT = 2 .  r 3 . ¿ i  J  ^  A. s in ' /5 ,  d '/7.  s i n i ? ,  d l?

S 0

«/»o

Mt  = k  .  r 3 . ¿ i  J  u  s i n 'P .  d^P d i y -

P rz y jm u ją c  h i p o t e z ę  W eisbactia o s t a ł y c h  n a o is k a o h  je d n o s tk o w y c h :



moment t a r c i a  w c z o p ie  k u l i s t y m  w y n i e s i e :

fo
Mm = 4 ,  r  .  ¿1   j 3lD f  d<f „

o r . a iQ2 ^ o J

= 4 .  r  . ¿ i   ----- ^ ------ ( 1 _  o o s V>)
X . s i n  f , ,  0

2 £ _____    J a n  Adamczyk, Henryk Knapczyk

0 0 3 2 i a
(1 2  )

^  T  2 y 0  ( 1 3 )3T .  0 0 9  4 2 .

P rzyjm ując o zn a czen ie

Z .*
2 'l

2

ró w n a n ie  ( 12 )  p r z y jm ie  p o s t a ć :

MT = N .  r  . ¿ i ’.,

d l a

» X / 2  ¿4’ -  w  1 f 3 . ¿ I .

P rz y  p r z y j ę c i u  r o z k ł a d u  nacisków  wg h ip o t e z y  Reye 'a

^  *" C ? -  ^  + Ó ,5 1s in  2 * 0

moment t a r c i a  w y n ie l i e

f
MT ’  4 • r  w ~ +  l i , 5 ' ¿.ln 2 - f j . f r  J C03f • ^

4 .  f i  .  3 in  *f
MT = N * 1 l>f0 + ¿»5 s in  2 *f TTf-. (14 )
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O z n a c z a ją c  j a k  w yżej

, 4 .  ¿1 .  s in  V3 0
"^2 T f0 + 5 ,5  s in  2*ę Q C T

ró w nan ie  ( 1 4 )  p r z y j m i e  p o s t a ć :

Mt  = N .  r i j t g

d la

= 0T/2 = ^ ¿ 1  W 0 ,8 1  . ¿ 4 .

P rz y  p r z y j ę c i u  h i p o t e z y  p a r a b o l i c z n e g o  r o z k ł a d u  n ac isk ó w :

^  h= — — 5----- ^ ------- T 7 T ~  ° 03Z^
®  r '  (1 -  co s  *P n )

moment t a r c i a  w y n ie s i e

M„ * 4 .  r  , ----- ---------- S—t   i  o o s2 V ' .  s l n f .  d*/’
T !T{1 -  o o s 4^ )  ¿

8 .¿U(1 -  o o s3 ^  ) 
NU -  N .  r  .   — ------2_ .

3 . ^ ( 1  -  c o s 4  * P „ )

P rz y jm u ją c  o z n a c z e n ie

, 8 ,«<¿1(1 -  o o s3 f  0 )

= 3 . ^ ( 1  -  o o s4 f  0 )

Równanie ( 1 5 )  p r z y jm ie  p o s t a ć :

MT = N . r  .  ¿x’3

d l a

%  = ®/2 ^ 3  = , T  * ^  = ° * 85 * é*

( 1 5 )

( 1 6 )

( 1 7 )
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f ly s .  6 .  Wykres zmian w a r t o ś c i  pozornyoh  w spółczynników  t a r o l a  w z a l e ż n o ś 
c i  od k ą t a  o p a s a n ia  o zo p a -p an w ią  i  w sp ó łc z y n n ik a  t a r c i a  na p o w ie rz c h n i  r o 

b o c z e j  czopa
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Zmianę w a r to śo l pozornyoh w spółozynników  ta r o la  w z a le ż n o ś c i  od kąta  opa
sa n ia  <fQ ozopa panwlą 1 w sp ó ło zy co ik a  ta r o la  ^  na p ow ierzch n i r o b o - i
o z e j  ozopa p rzed sta w io n o  na rysunku 6 .

WNIOSKI

1 . W p rak tyoe k o n stru k to ra  i s i t n l e j e  k o n ieczn o ść  sto so w a n ia  ozopćw k u lo —
w yoh, a w zw iązku z tym znajom ość momentów ta r o la  (pozornych  w sp ó łczy n 
ników t a r o l a ) w t y o t  ozop aoh .

2 .  W artość pozornego w sp ółozyn n ik a  ta r o la  z a le ż y  od p r z y ję t e j  h ip o te z y  
ro zk ła d u  naolsków  Jednostkow yoh , k ą ta  op asan ia  ozopa panwlą 1 w sp ó ł— 
ozynn lka  ta r o la  na p ow lerzoh n i r o b o c z e j  ozop a; maksymalną w a r to ść  po
zorn ego  w sp ó łozyn n ik a  ta r o la  otrzym ano d la  h ip o te z y  W elsbacł/a , minimal
ną d la  h ip o te z y  B e y e 'a .

3 .  Wydaje s i ę  oelow e przeprow adzen ie badań p o tw ierd za ją cy ch  s łu s z n o ś ć  po
w yższych  rozw ażań te o r e ty o z n y o h .
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APPARENT COEFFICIENTS OF FRICTION IN A BALL PIVOT 

S u b a a  r  y

The p a p e r  d e a l s  w i th ,  th e  h y p o t h e s i s  o f  th e  u n i t  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  
on t h e  c o n t a c t  a r e a  o f  a b a l l  p i v o t .  B a s in g  on th e  m en t ioned  h y p o t h e s i s  
t h e  moments due t o  f r i c t i o n  f o r c e s  r e l a t i v e  t o  th e  a x i s  o f  r o t a t i o n ,w hich  
l i e s  i n  th e  b ig  o i r c l e  o f  th e  b a l l  and i s  p e r p e n d i o u l o r  t o  th e  l o a d i n g  
f o r c e  have  been c a l c u l a t e d .  Then th e  s o - c a l l e d  a p p a r e n t  c o e f f i c i e n t s  o f  
f r i c t i o n  c o r r e s p o n d in g  t o  t h e  upper  moments were com puted .  The d iag ram  o f  
t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  a p p a r e n t  c o e f f i c i e n t s  i n  a f u n o t i o n  o f  t h e  o o n ta o t  
a n g l e  and  th e  f r i c t i o n  o o e f f i c i e n t  on th e  f r i o t l o n  s u r f a o e  have been 
show n.


