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WYPROWADZENIE RÓWNAŃ DLA PEWNEGO TYPU UKŁADÓW O ZMIENNEJ MASIE

S t r e s z o z e n i e .  W n i n i e j s z e j  p r a cy  pokazano  s zozegó łowo  
t o k  t r a n s f o r m o w a n ia  rów na n i a  r u c h u  Mle szo ze r  s k l e g o  ( o p i s u -  
J ą oeg o  r u c h  punk tu  m a t e r i a l n e g o  o zmienne j  m a s i e )  do wsp ó ł 
r z ę d n y c h  u o g ó ln i o n y o h .  Wzorowano s i ę  na wyprowadzen iu  rów
nań Łag range  ' a  -  uwy pu k la j ąo  p o w s t an i e  nowyoh r e a k c j i  wy
n i k a j ą c y c h  z f a k t u  z m i e n i a n i a  s i ę  masy u k ł a d u .  Dla i l u s t r a 
c j i  r o z w i ą z a n o  p r z y k ł a d ,  p r zy  ozym p rz y  j e go  dobo rze  k i e 
rowano s i ę  m o ż l iw o śc i ą  u z y s k a n i a  a n a l i t y c z n e g o  r o z w i ą z a n i a  
o t r zymanych  rów nań .

W w i e l u  o t a o z a j ą c y o h  na s  z j a w i s k a c h  mamy do o z y n i e n i a  z z a ga dn i e n i e m 
zmiany masy punktów i  o l a ł  w o z a s i e  l o h  r u c h u .  Problemem tym z a o z ę t o  s i ę  
zajmowaó d o p i e r o  pod k o n i e c  wieku XIX i [ l ] ,  (XI I t p . ) .  W t r a k c i e  badań  wy
o d r ę b n i ł y  s i ę  dwa z a g a d n i e n i a :

1 .  masa Jako  fu n k o j a  o z a s u j
2 .  masa j a k o  f u n k o j a  p r ę d k o ś o i .

Odnośni e  p i e r w s z e g o  a s p e k t u  można wyró żn ió  dwa u j ę c i a :  M i e s z c z a r s k i e g o  
t p j )  i  Nowosi ełowa ( [ 4 ] ) .

R ozp a t r u j em y  r u o h  n punktów m a t e r i a l n y c h  o zmienne j  mas ie  wyohodząc*od 
ró w n a n i a  M i e s z o z e r s k i e g o .  Dla k - t e g o  punk tu  ma ono p o s t a ó :

zmiany masy I  p r ę d k o ś ć  d o ł ą c z a j ą c e ]  s i ę  masy wynoszą o a p o w i e a m o :  o -
r a z  u fc; Pk , n a t o m i a s t  oznacza  wypadkową s i ł  c zynnych  i  r e a k c j i  d z i a ł a j ą 
cych  na k - t y  p u n k t .

¿ t . _  dmk _
“ k 3T "  = ? k "  3F~  i u k _  Yk ) (1 )

k = 1 ,  2 ,  o /

g d z i e
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Za k ł adamy , że ma aa k - t e g o  pu nk tu  z a l e ż y  j aw n ie  od oz a su  i  od 
r a c j i  u k ł a d u ;

■Qk ~ \  x p 9 *®«? ^n** ^̂ 9

g d z i e

r. .̂ j e s t  wektorem wodzącym k - t e g o  p u nk tu .

Poza tym u k ł a d  skr ępowany j e s t  więzami  t y p u  g ę o m e t r yo zn eg o ; 

Fm x 2* **** s n* t )  = O

m — 1 , 2 , . . . ,  1 f 

o r a z  r ó żn i c zk o w y m i ,  l i n io w ym i  względem p r ę d k o ś c i ą

im v  ^ + bp2 )  = °
k=1

g d z i e

i  B*2  ̂ s ą  danymi fu nk o j am i  w spó ł r zęd ny ch  i  c z a s u ,  pk p

Po z r ó żn i cz ko w an i u  równań ( 2 )  ot rzymamy;

S  ' T i 1 ) — , r ("*  ̂ _ n 
2 —i Amk 'k  m f

g d z i e

k=1

a i 1  ̂ E __S. i  +  SL i + — E k
mk ^  3 y k 0 d \

Równania ( 4 )  wraz  z równan iami  ( 3 )  d a j ą  w s z y s t k i e  z a l e ż n o ś o i  
k o ś c i  możl iwe .

k o n f i g u -

(2 )

( 3 )

(4 )

na p r ę d -
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Z a k ł a d a j ą c  i s t n i e n i e  więzów i d e a l n y c h ,  t z n .  t a k i c h ,  d la  k tó r y c h  p r aca  
r e a k c j i  na p r z e s u n i ę c i a c h  w i r t u a l n y c h  j e s t  równa z e r u ,  co wyraża związek:

g d z i e

R,£ r e a k c j a  wywołana i s t n i e n i e m  więzów ( 2 ) 1  ( 3 )  d z i a ł a j ą c a  na k - t y  
p u n k t ;

r ^  p r z e s u n i ę c i e  w i r t u a l n e  k - t e g o  pun k tu ;  

możemy wzory na r e a k c j e  więzów p r z e d s t a w i ć  n a s t ę p u j ą c o :

Tak w ięc  równan i a  Lag range  ' a  p ie rwszego  r o d z a j u  w naszym przypadku ma

j ą  p o s t a ć :

Dochodzą do t e g o  zw ią zk i  pows t a ł e  ze z ró żn i czkowan ia  równań p r ę d k o ś o l  
moż l iwych ,  t z n .  r ównan i a  możl iwych p r z y s p i e s z e ń .

W d a l s z e j  o z ę ś o i  naszych  rozważań  wprowadzimy wspó ł r zędne  uogó ln io ne

J e ó l i  u k ł a d  mechaniczny pos i a da  t y l k o  więzy ho lonomiozne , t o  można t a k  
d ob ra ć  ws pó ł r zędne  u o g ó l n i o n e ,  że równan ia  więzów s t a n ą  s i ę  t o ż s am o óo ia n l  
-  wtedy w s z y s t k i e  mnożnik i  L a g ra n g e ' a  wy s t ępu j ąoe  w równani aoh  (ó ) z e r u 

j ą  s i ę .
Będą j ednak że  występowały  pewne r e a k c j e  spowodowane f ak t em zmiany Basy 

punkt  ów u k ł a d u .

n

Y Z  Sk d  *k •  ° i
k=l

1 1.' r
(5 )

m=1 r =1

d¥k -  
mk 5F~ = p k +

B=1 r®1

ł 1 , <ł2 > **•* 9r  o l l a ra l c t e ry zu^ oe k o n f l g u ra o J ę  u k ł a d u ,  d z i ę 
k i  czemu:

( 7 )
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W c e l u  u z y s k a n i a  t r a n s f o r m a c j i  równań r u c h u  M i e s z o z e r s k i e g o  do w a p ó i -
Irr z ę d n y o h  u o g ó l n i o n y c h ,  mnożymy równan i e  ( 6 )  p r z e z  2—Ł i  sumujemy względem 

k j  ot rzymamy w te dy :  J

k=1 11 k=1 J k=1 m=1 3

+ V "  V *  l z )  I i 2 )  i f Ł  V " 1 dB|£: (5 V ( a lr k  m T  “  2 _ ,  3 T "  (uk “  v k '  a g ?  ( 8 )
k=1 r=1  3 k -1  3

Pon ieważ

y 1 -  f  S ł  „  ' y  a  ( B . i  _  y -  i  p  _
j k k flq,  Z - j Ot k k » q ,  Z —, k 3q7

k= l  3 k=1 u 3 k - 1  3

Z ]  \  *k Sr (9)

dr k ar k Ą 3r k d ^ k ,
3 q J  “ M J  1 a q j  = 3F  (3 5 J )

( p a t r z  [ 5 ] ) ,  a  więo ( 9 )  p r z y jm ie  p o a t a ó :
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S— ' dBk * a r k _ d ,dE . 9E 
~  i— i cft“  k gcu a F  FoT ~ 99-t

k=1 3 3 J

\  ' dBk — ^ r k 1 'i—' rlBk -J- —
-  ł — i w ~  r k 3 9 7  + 7  goT  ^k r k (1<n

g dz i e

e - ? E  Bk r k Tk eDe:rS i a  k i n e t y c z n a  u k ł a d u .
k-1

Zmiana masy uk ł a du  powoduje więo pow stanie pewnyoh dodatkowych r e a k c j i  
p o s t a o l :

o i m )  _ o V - ’ ^  *  £>£  1 V  ś  *  
j  "  2 — i 3 T "  fc a a . “  7  A_j  *k k a a .

k=1 J k -1

_ £ bj ł  -  a i k  
Z__j 3 t  k aa.
k=l j

i  ś  i i  1 5  i  ( i 1 )
j  d<łj  ^  k s  W j

= \  (2 i ,  r ,  §  - & — b , fi/  , ”k k 5 q ,  k
k -1

Wprowadzając  3 i ł y  u o g ó l n i o n e ;

Qj a f E \ a ^  (12)
k -1  J

1 d o b i e r a j ą o  t a k  w sp ó ł r zę dn e  u o g ó l n i o n e ,  aby p r ę d k o ś o l  i  p r z e s u n i ę c i a  mo
ż l i w e  b y ł y  wzaj emnie  n i e z a l e ż n e ,  otrzymamy n a s t ę p u j ą c ą  p o s t a ć  d l a  równać  
ruo h u  M i e s z o z e r s k i e g o :

a r  "  3 o j  qj  +  B j  { 1 3 )

J e ś l i  pewne s i ł y  maj ą  o h a r a k t e r  p o t e n c j a l n y ,  o ż y l i , ż e  i s t n i e j e ,  f unk -  
o j a  V t a k a ,  że

n d ,av  . av ,
Qj  = 3T -  Sq7 <14>
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wtedy wprowadzaj ąc  nową fu n k c j ę  L = E -  V, mamy:

h  % > - § ł j =  Qj + r j “°  (15)

gd z i e

Cl* -  s i ł y  z ewnęt r zne  n i e  uwzględn ione w związku (14)*

Rozpa t rzmy t e r a z  p r z y k ł a d  u k ł ad u  mechan icznego  o zmienne j  m a s i e ,  d l a  
k t ó r e g o

E = — m ( t ) x 2

T = j o ( t )  x 2

Zakładamy d a l e j  że o ( t )  = - 2  m ( t )  o r a z  uk = 0 .

Kamy w te d y ;

L = (m x2 -  o x 2 ) ,

I r  (0 P  = JF (m ż) = * * + n *• " Mf

Równanie r uc hu  (1 5 )  będ zie  miało p o s ta ó ;

m x  + m x  + o x  = 2 m x ,

c ż y l i

m x - m x  — 2 i r i x = 0 .  

C a ł k ą  o g ó ln ą  t e go  rów nan i a  j e s t

*  = 2  m x  +  i *

g d z i e  A -  dowolna s t a ł a .

Rozwiązanie ogó lne  ma p ostaó  ( [ ó j ) .

c x
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B iorąo  pod uwagę warunki początkowe

i ( V  = *o» x l t o ) = x o* = ®o* ® {t0)=  o 0 ,

mamy

J* m i t ) dt j.
o
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3H3CH yPABHŁHkk HEKOTOPOrO TkliA  UkUTEUH 
C HEl EŁiEHlOti ŁlACUOk

P  e s jo m e

B paóOTe pac.MOTpeHO TinaTejiŁHo x o j  TpaHCipopuMpoBaHHa ypasHeszK luemepcKi 
ro b oÓoómeHHHe KoopjHHaTH. Gderano eTo aHaJiomuHO kok nps  BHBOse ypaBHe 
hmm J larpanwa -  nofluepKHBaa. BOBHHKHOBeHtte hobłtc peaicnnz b nocjieflCTBH H3M 
HeHBH MaccH y.BHsymiixcs ToueK. PerneHo npHMep K-.no.naHo aHanuTimeoKHM pe 
3yjtBT aT o



112 A nd rze j  Mlądowioz* J anusB Szopa

DERIVATION 0 ?  EQUATIONS FOR SOME TYPE SYSTEM WITH VARIABLE MASS 

S u m m a r y

l a  t h i s  paper *ie have made the tr a n s fo r m a t io n  th e  H l e s z o z e r s k l ' s  equa
t i o n s  in t o  th e  u n iv e r s a l  system o f  c o o r d in a t e s .  We have fo l lo w e d  th e  La
g r a n g e 's  e q u a t i o n s '  the ex a m p le -se t  o f f  the  new r e a c t i o n s  whioh fo l lo w e d  
from th e  f a o t  o f  ohange th e  mass o f  th e  d i s p o s i t i o n .  For the  i l l u s t r a t i o n  
we have taken  one example and have ob ta in ed  a n a l y t i o a l  s o l u t i o n .


