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WYPROWADZENIE ROANAN DLA PEWNEGO TYPU UKLADOW O ZMIENNEJ MASIE

Streszozenie. Wniniejszej pracy pokazano szozegb6towo
tok transformowania réwnania ruchu Mleszozersklego (opisu-
Jaoego ruch punktu materialnego o zmiennej masie) do wspoi—
rzednych uogélnionyoh. Wzorowano sie na wyprowadzeniu row-
nan tagrange '‘a - uwypuklajago powstanie nowyoh reakcji wy-
nikajagcych z faktu zmieniania sie masy uktadu. Dla ilustra-
cji rozwigzano przyktad, przy ozym przy jego doborze Kie-
rowano sie mozliwoscig uzyskanla analitycznego rozwigzania
otrzymanych rownan.

W wielu otaozajgcyoh nas zjawiskach mamy do ozynienia z zagadnieniem
zmiany masy punktéw i olat w ozasie loh ruchu. Problemem tym zaozeto sie
zajmowa6 dopiero pod koniec wieku XIX i[l], (X| Itp.). Wtrakcie badan wy-
odrebnity sie dwa zagadnienia:

1. masa Jako funkoja ozasuj
2. masa jako funkoja predkoS$oi.
Odnosnie pierwszego aspektu mozna wyréznié dwa ujecia: Mieszczarskiego

tpj) i Nowosietowa ([4]).
Rozpatrujemy ruoh n punktéw materialnych o zmiennej masie wyohodzgc*od
réwnania Mieszozerskiego. Dla k-tego punktu ma ono postad:

Lt _ dmk _
“k 3T" = 2k " 3F~ iuk _ YK) )
k =1, 2, o/
gdzie
zmiany masy | predko$¢ dotgczajace] sie masy wynosza oapowieamo: 0-

raz ufc; Pk, natomiast oznacza wypadkowg sit czynnych i reakcji dziatajg-
cych na k-ty punkt.
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Zaktadamy, ze mmaa k-tego punktu zalezy jawnie od ozasu i od konfigu-

racji uktadu;

W -\ xp9 *@@ Arr /M9

gdzie
r\ jest wektorem wodzacym k-tego punktu.

Poza tym uktad skrepowany jest wiezami typu geometryoznego;
Fm X2% **F** gp* t) = O
m—1, 2, ..., 1f

oraz rozniczkowymi, liniowymi wzgledem predkoscia

gdzie

ok i B;Z"sq danymi funkojami wspotrzednych i czasu,

Po zrézniczkowaniu réwnan (2) otrzymamy;

S "Til)— , r(™"~_n
2 —i Amk 'k m f
k=1
gdzie
ail"E _Si+ Si+—EKk
ml ~ 3yk 0 d\

Réwnania (4) wraz z réwnaniami (3) dajg wszystkie zalezno$oi Nna

koséci mozliwe.

(2)

(3)

(4)

pred-
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Zaktadajac istnienie wiezéw idealnych, tzn. takich, dla ktérych praca
reakcji na przesunieciach wirtualnych jest réwna zeru, co wyraza zwigzek:

n

YZ Skd *k e °i
k=1

gdzie
RE reakcja wywotana istnieniem wiezéw (2)1 (3) dziatajaca na k-ty
punkt;
r® przesuniecie wirtualne k-tego punktu;

mozemy wzory na reakcje wiezO6w przedstawié¢ nastepujgco:

1 ]"r
(5)

m=1 r=1

Tak wiec réwnania Lagrange 'a pierwszego rodzaju w naszym przypadku ma-

ja postac:

d¥k -
mk 5F~ = pk +
B=1 rel

Dochodzg do tego zwigzki powstate ze zrézniczkowania réwnan predkosol
mozliwych, tzn. réwnania mozliwych przyspieszen.

Wdalszej oze$oi naszych rozwazan wprowadzimy wspo6trzedne wuogé6lnione
b1, 42> **«* 9r ollaralcteryzu® oe konflguraoJe uktadu, dzie-
ki czemu:

(7)

Jeodli uktad mechaniczny posiada tylko wiezy holonomiozne, to mozna tak
dobra¢ wspoétrzedne uogdlnione, ze réwnania wiez6w stang sie tozsamoodoianl
- wtedy wszystkie mnozniki Lagrange'a wystepujgoe w réwnaniaoh (6) zeru-
ja sie. _ ) )

Bedg jednakze wystepowatly pewne reakcje spowodowane faktem zmiany Basy

punkt 6w uktadu.
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W celu uzyskania transformacji rownan ruchu Mieszozerskiego do wapéi-

rzednyoh uogélnionych, mnozymy réwnanie (6) przez 2

kj otrzymamy wtedy:

Poniewaz

k=1

Z1 \ *kSr

dr k ark A 3rk d ™k,
3q “MJ 1

(patrz [5]), a wieo (9) przyjmie poataé:

agj = 3F (3517)

sumujemy wzgledem

C))
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S—'dBk * ark _d ,dE . 9E
~ I—icft* k gcu aF FoT ~ 99-t
k=1 3 3 J

\' "dBk — ~rk 1'i—"rIBk + —
- t—iw~ rk 397 +7 goT ~k rk (1<n

gdzie
e - ? E Bk rk Tk eDe:irSia kinetyczna uktadu.
k-1
Zmiana masy uktadu powoduje wieo powstanie pewnyoh dodatkowych reakcji
postaol:

T 2—i3T" fcaa.“ 7 A_j *k Kk aa
k=1 k-1

_ £h44 - aik

Z_j 3t k aa..

k=1 J
= (2 iy b, §-&—b, i 11 15 i (i1)

)k_l' k Tk gqj K™ adi ~ ks wj
Wprowadzajagc 3ity uogélnione;

j afE \ a » 12
Q aff ] (12)
1 dobierajao tak wspoitrzedne uogo6lnione, aby predko$ol i przesuniecia mo-

zliwe byty wzajemnie niezalezne, otrzymamy nastepujgcg posta¢ dla rownac
ruohu Mieszozerskiego:

ar " 30]j qj + Bj {13)

Jesli pewne sity majg oharakter potencjalny, ozyli,ze istnieje, funk-
oja V taka, ze

n d ,av . av ,
Q =37 - sq7 <14>
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wtedy wprowadzajgc nowg funkcje L = E - V, mamy:

h %>-8tj= Q +rj*
gdzie
a* - sity zewnetrzne nie uwzglednione w zwigzku (14)*

Rozpatrzmy teraz przyktad uktadu mechanicznego o zmiennej masie,
ktérego

E = —m(t) x2

—
1

jo(t) x2

Zaktadamy dalej ze o(t) = -2 m(t) oraz uk = 0.

Kamy wtedy;

L = (mx2 - o x2),

Ir (OP =JF (MZ) =** +n* " Mf
Rownanie ruchu (15) bedzie miato postao;
mx + mx + 0x =2mXx,
czyli
mx-mx —2irix=0.

Catkg ogdlng tego réwnania jest

* =2 mx + i*

gdzie A - dowolna stata.

Rozwigzanie og6lne ma postad ([6]).

Szopa

(15)

dla
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Biorgo pod uwage warunki poczatkowe

i(V = *o» xlto) = xo* = ®o* ®{t0)= 00,
mamy
J mity at].
0
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3H3CH yPABHtHkk HEKOTOPOrO TkliA UKUTEUH
C HEI ELIEHIOti £IACUOk

Pesijpme

B pa6OTe pac.MOTpeHO TinaTejitHo xo0j TpaHCipopuMpoBaHHa ypasHeszK luemepcKi
ro b 00o6meHHHe KoopjHHaTH. Gderano eTo aHaliomuHO kok nps BHBOse ypaBHe
hmm Jlarpanwa - nofluepKHBaa. BOBHHKHOBeHtte hobktc peaicnnz b nocjiefICTBH H3M
HeHBH MaccH y.BHsymiixcs ToueK. PerneHo npHMep K-.no.naHo aHanuTimeoKHM pe
3yjtBTaT o
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DERIVATION 0? EQUATIONS FOR SOVE TYPE SYSTEM WITH VARIABLE MASS

Summary

la this paper *ie have made the transformation the Hleszozerskl's equa-
tions into the universal system of coordinates. We have followed the La-
grange's equations' the example-set off the new reactions whioh followed
from the faot of ohange the mass of the disposition. For the illustration
we have taken one example and have obtained analytioal solution.



