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U e b e r  d a s  E x p e r i m e n t  i m  A l t e r t u m  

u n d  M i t t e l a l t e r .
V ortrag auf der Hauptversam m lung zu Erlangen 

von E . W i e d e m a n n  (Erlangen).
(Fortsetzung.)

W i r  w enden un s nun  zu  den V e rsuchen, d ie  
zu r  A u f f in d u n g  bez iehungsw e ise  zu r B e s tä t ig u n g  
vo n  e infachen G esetzen ged ient haben.

A l s  erstes B e isp ie l w o llen  w ir  den H e b e l  
behandeln. Se in e  T h e o r ie  ist  schon  in den 
f i y / j i v t y . ä ,  d ie w ah rsc h e in lic h  n ich t  vo n  A r i s 
t o t e l e s  se lbst, sond e rn  aus se ine r S ch u le  
stam m en, u n d  vo r a llem  bei A r c h i m e d e s  
n iederge legt. W e ite re  A u sb a u te n  finden sich  in  
Sch riften , d ie zum  T e il m it E u k l id s  N am en  be 
le g t s in d  und  d ie  un s n u r  a rab isch  erha lten sind.

D ie  täg liche  E r fa h ru n g  m usste  au f das 
H eb e lge se tz  in  se ine r e in fachsten  F o rm  führen, 
näm lich  dass m an d u rch  K ra f ta u fw a n d  an einem 
lan ge n  H e b e la rm  eine entsprechend  grösse re  
W i r k u n g  an einem  ku rze n  austiben kann. D ie  
V e rw e n d u n g  des H e b e ls  beim  Sch ö p fb ru n n en , 
bei dem  T ra n sp o r t  von  M assen , bei zah lre ichen  
W e rk ze u g e n  beruht, ja  a u f d ieser E rfah ru n g .

D e r  Satz, dass beim  g le ich a rm ige n  H e b e l n u r 
dann G le ic h g e w ic h t  vo rh an d en  ist, w enn  K ra f t  
g le ich  L a s t  ist, hatte bei den g le ich a rm ige n  
W a g e n  V e rw e n d u n g  gefunden. S c h o n  bei den 
H e b räe rn  sche in t auch  e ine u n g le ich a rm ige  W a g e  
ve rw a n d t w orden  zu  sein, d ie dann  später im m er 
m ehr in  G eb rauch  k a m  und -den  N am e n  röm ische  
W a g e  trägt. Z ah lre iche  so lche r W a g e n  s in d  
in  P om pe ji e rh a lte n ; sie s in d  abe r w o h l s ic h e r 
schon  von den G riechen  benutzt w orden. B e i 
d iesen V o rr ic h tu n g e n  ist  aber w ah rsche in lich , 
dass schon  eine vo llkom m ene  K e n n tn is  des a ll
gem einen  H ebe lge se tze s vo rla g . B e i der P rü fu n g  
des H ebe lgese tzes w aren  s iche r experim ente lle  
V e rsuche  und  theoretische  E n tw ic k e lu n g e n  H a n d  
in  H a n d  gegangen . D ie s  findet schon  darin  
se inen A u sd ru ck ,  d ass fü r  bestim m te  Z w e c k e  
die vo rhandenen  W a g e n fo rm e n  in  p assende r 
W e ise  abgeände rt w urden, w ie  d ies bei W a g e n  
zu r spec. G e w ich tsb e st im m u n g  der F a l l  ist, die, 
nach a rab ischen  Q uellen, vo n  A r c h i m e d e s  
und  a l  R f t z i  he rge ste llt  w urden.

A u f  eine vo llkom m ene  B e h e rrsc h u n g  des 
H ebe lgese tzes und  der L e h re  vom  S c h w e rp u n k t
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w e ist  üb e rhaup t d ie K o n s t ru k t io n  und  P rü fu n g  
der W a g e n  hin, w ie  d ies zum  B e isp ie l aus dem 
W e r k  vo n  a l  C h a z i n i  ü b e r d ie  W a g e  der 
W e ish e it  u nd  dem  W e rk e  des B isc h o fs  E l i j a  
v o n  N i s i b i s  über die G ew ich te  und  M asse  
lie rvorge lit.

D a s s  m an bei dem S c h w e rp u n k t  auch an 
experim ente lle  B e st im m u n ge n  h e ran g in g , ze igt 
ein  A b sc h n it t  aus der E n c y k lo p ä d ie  von  a l 
A n s ä r i ,  w o  es lie isst: D ie  W isse n sc h a ft  von 

den Sch w e rp u n kte n , (den M it te lp u n k te n  der 
La sten , d. h. der G ew ich te ) behandelt, w ie  m an  
den S c h w e rp u n k t  eines unte rstü tzten  K ö rp e rs  
findet. U n te r  dem  S c h w e rp u n k t  ve rsteh t m an 
einen G re n z p u n k t  in ne rha lb  des K ö rp e rs ,  bei 
dem er im  G le ic h g e w ic h t  ist, und  zw a r durch  
B e z ie h u n g  zum  tragenden  K ö rp e r. D e r  N u tzen  
d ieser W is se n sc h a ft  b e ru h t au f der Kenn tn is, 
w ie  m an das G le ic h g e w ic h t  g rö s se r  K ö rp e r  m it 
k le ine ren  he rste llt dadurch, dass m an  den A b 
stan d  b e rück sich t ig t, w ie  bei dem Q arastün  

(e iner A r t  Schne llw age ).
Z ah lre iche  V e rsu ch e  und  K o n s t ru k t io n e n  

vo n  In stru m en te n  s in d  s iche r bei der tieferen 
B e g rü n d u n g  der T h e o r ie  der e infachen M asch inen  
u n d  deren A n w e n d u n g  a nge ste llt  w orden. D ie  
A n g a b e n  von  H e r o n ,  der h ie r w o h l auch  zum  
g ro ssen  T e il ä lteres zusam m enfasst, la ssen  uns 
das deutlich  erkennen. E r  b e sch re ib t auch 
d ire k t  Appara te , d ie  a u f G ru n d  se ine r A n 
sch au u n ge n  k o n stru ie rt  s ind , und  le g t  sich  
beobachtete E rsc h e in u n ge n , w ie  d ie  W ir k u n g  
des H e b e ls  beim  Z iehen  der Zähne, nach  ihnen  
zurecht.

D a sse lb e  P rob lem , w ie  das des F la sc h e n 
zuge s und  der K o m b in a t io n — vo n  F la sc h e n zug. 
und  H e b e l w erden  an den ve rsch iedensten  A n 
ordn u n gen  erläutert. V o llk o m m e n  können  w ir  
das e rst se it k u rzem  übersehen, se it  w ir  n ich t 
a lle in  m eh r au f d ie A u s z ü g e  bei P a p p o s  usw. 
angew ie sen  sind, sonde rn  das ganze  W e r k  des 
H e r o n ,  der B a rh u lk o s ,  im  a rab ischen  T e x t  
m it  deu tsche r U e 'b e rse tzung  vo rlie gt. D ie  v ie l
fache Z it ie ru n g  des W e rk e s  von  den A ra b e rn  
und  auch vo n  dem  K ö n ig  A l f o n s  von  K a st ilie n  
ze igt, w elche  g ro sse  R o lle  es ge sp ie lt  hat. D ie  
T h e o r ie  der sieben e infachen M a sc h in e n  (Hebel, 
R o lle , W e llra d ,  F la sch e nzu g , schiefe Ebene, 
Sch raube , K e il)  hat P a p p o s  (C o lle c tione s ed. 
Ilu lt s c h  B d . 3) in  so  sy stem atische r und au s
g ie b ig e r  W e ise  behandelt, d ass d ie  späteren 
L e h rb ü c h e r  n ich t  m ehr v ie l h in zu zu fü gen  hatten.

D a s s  das fü r die P h y s ik  so  hoch  bedeutsam e 
W e r k  vo n  A r c h i m e d e s  ü b e r d ie  schw im m en 
den K ö rp e r  von  E xp e rim e n te n  au sgeh t, e rg ib t  
s ich  aus einem  dem  ganzen  W e r k  vo range ste llten  
T heorem  *), das aber n u r  a rab isch  erha lten  ist,

hervor. E s  le gt den B e g r if f  des spezifischen  
G ew ich te s fest, der d u rchau s auf experim ente lle r 
B a s is  au fgebau t ist. E s  sei, da es n u r  w e n ig  
bekann t ist, h ie r m itgete ilt.

„ E s  g ib t  feste und  flü ss ige  K ö rp e r,  von 
denen die einen schw ere r als die anderen sind. 
M a n  sa g t,  dass ein K ö rp e r  sch w e re r a ls ein 
anderer ist, oder dass eine F lü s s ig k e it  schw ere r 
als eine andere  ist, oder dass ein K ö rp e r  schw ere r 
a ls eine F lü s s ig k e it  ist, falls, w enn  m an von 
jede r der beiden ein g le iche s V o lu m e n  n im m t und  
m an sie w iegt, m an findet, dass der eine 
schw erer a ls der andere  ist. S in d  ih re  G e 
w ich te  g le ich, so  sa g t  m an nicht, dass der eine 
schw erer a ls der andere is t .“

D e u t lic h  t r it t  fe rner der U n te rsch ied  zw ischen  
spezifischem  G e w ich t  u nd  G e sam tge w ich t hervor. 
H a lte n  w ir  diese D e f in it io n  vom  spezifischen 
G e w ich t  zusam m en m it den A u s fü h ru n g e n  über 
schw im m ende  K ö rp e r, so  sche in t m ir, d ass auch 
bei letzteren A r c h i m e d e s  vo n  E xp e rim en ten  
au sge gan ge n  ist, bez iehungsw e ise  se ine R e su ltate  
experim ente ll b e stä t ig t  hat.

E s  g i lt  das v o r  allem  von den P rop ö s i-  
tionen  I I I  u sw . im  ei’sten Buch , d ie  über das 
Sch w im m e n  b ez iehungsw e ise  d ie T ie fe  des E in 
tauchens und  den G e w ich tsve r lu st  handeln. 
G erade  den letzteren Sa tz  hat A r c h i m e d e s  
gew iss, ehe er ih n  zu  spezifischen  G e w ich tsb e 
stim m ungen  verw andte, geprüft. B e i der D a r 
s te llu n g  ke h rt  e r fre ilic h  die Sache  um. A u s  
dem  oben ange füh rten  T heorem  und  einem  
P o stu la t  w erden  zunäch st zw e i a llgem eine  P r o 
posit ionen  abgele itet und  dann die Spez ia lfä lle  
des Sch w im m e n s  und  U n te rtau ch e n s --erörtert. 

 M ic h  e rinnert die' A rch im e d isch e  B e h a n d 

lu n g sw e ise  v ie lfach  an d ie m eines verehrten 
L e h re r s  K i r c h h o f f .  E r  e rörte rte  diese P r o 
b lem e in  fo lge n d e r W e is e :  E r  nahm  an, dass 
in  der im  G le ic h g e w ich t  befind lichen  F lü s s ig 
ke it  ein T e il ohne  A e n d e ru n g  des V o lum en s 
fest w u rde ; dann  w u rde  das G le ic h g e w ich t 
n ich t  gestört.

E in  anderer, w o h l auch  vo n  A r c h i m e d e s  
herrührenderj n u r  noch  la te in isch  überlie fe rte r 
Satz, dass ein K ö rp e r  in  e iner F lü s s ig k e it  von 
g le ichem  spezifischen  G e w ic h t  n ich ts  w iegt, ist  
auch w oh l experim ente ll b eg ründe t w orden.

W e n ig s te n s  m it  einem  W o r te  se i der A k u s 
t i k 2) gedacht. —  D e r  ge se tzm ässige  Zu sam m e n 
h a n g  zw isch en  T o n h ö h e  u n d  Sa iten länge , w ie  
ih n  d ie  P y t h a g o r ä e r  aufste liten, konn te  n u r 
d u rch  B e ob ach tu n ge n  und  V e rsuche  gew onnen  
w erden. D a z u  d iente der M o n och o rd , dessen 
E n td e c k u n g  P y t h a g o r a s  se lb st zugeschrieben  
w ird  und  der w äh rend  des ganzen  M itte la lte rs

-------------------------------------------------  2) Vergl. hierzu G. K a n z o w ,  ‘ Program m  des
1) H . Z o t e n b e r g ,  I .a s ia t.(7ser.)Bd. 13, S.509. 1879. Gymnasiums zu Gumüiunen 1894.
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beim  m usika lischen  U n te rr ich t  V e rw e n d u n g  fand. 
M it  ihm  erm ittelte P y t h a g o r a s  d ie  B e z iehungen  
zw ischen  Län ge , S p a n n u n g  und  D ic k e  der Sa ite  
e inerse its und der T o n h ö h e  derse lben anderseits. 
W e it  so rg fä lt ige re  V e rsu ch e  m ussten  aber an 
ge ste llt werden, um  zu dem a llgem einen  E rg e b n is  
zu ge langen, dass den höheren  Tönen  V e r 
m ehrung  der B e w e g u n g e n  e n tsp rich t und  zu 
dem  speziellen, dass K o n so n a n z  entsteht (a. a. 0 .  
S  6), w enn  die S c h w in g u n g sza h le n  der beiden 
T ö n e  in  ra tiona lem  V e rh ä ltn isse  stehen. D a ra u s  
e rg ib t  sich  dann, dass dem ausgehenden  g r ie 
ch ischen  A lte rtu m  die T a tsa che  b ekan n t war, 
dass die S c h w in g u n g sza h le n  im um gekehrten  
V e rh ä ltn is  der L ä n g e  der Sa ite n  stehen.

D ie  Le h re  vom  Sehen  w ie  vom  H ö re n  w urde  
bei A r i s t o t e l e s  bestim m t d u rch  A n sc h a u 
ungen, d ie er im  ersteren F a ll  dah in  p rä z isie rt: 
„ D a s  Sehen  ist  ein „ Q u ä le “ , w elches dadurch  
zum  A u g e  ge langt, dass die L u ft  in einen be
stim m ten  Z u sta n d  ve rse tzt w ird .“

In  der O p t i k ,  e inem  Gebiet, über das uns 
e ine ganze  R e ih e  von  A b h a n d lu n g e n  e rha lten  
ist, haben zah lre iche  system atische  V e rsu ch e  
stattgefunden. In  ihm  s in d  d ie  M e ssu n g e n  auch 
re la tiv  le ich t a n zu ste lle n ; der S t ra h l kann  
ohne w eiteres ve rfo lg t  w erden und  R e ib u n g s 
w ide rstände  trüben  n ich t w ie in  der M e c h a n ik  

die E inze lresu ltate .

A u f  w irk l ic h e  B e ob ach tu n ge n  w eisen schon  
e inze lne S te llen  in  E u k l i d s  O p t ik  h in : ein 
W e rk , das ja  e igen tlich  nu r die F ra g e  behandelt, 
un te r w elchem  G e s ic h tsw in k e l G egenstände, 
L in ie n  unte r den ve rsch iedensten  U m stän de n  
erscheinen, das he isst, fü r w ie g ro ss  w ir  sie 
halten. D a h e r  he isst bei den A ra b e rn  das 

W e rk  auch  K i t ä b  a l  M a n ä z i r ,  das B u ch  
der „ A n s ic h te n “, der Pe rspektive . —  E in e  Re ihe  
von V e rsu ch e n  enthä lt die E in le itu n g  d e s T h e o n  
von A l e x a n d r i a  (ca. 3 50  n. Chr.) z u r  O p t ik  
des E u k l i d ,  die s ic h  auf d ie ge rad lin ige  F o r t 
p flan zu n g  des L ich te s, die E n t s te h u n g  von  
Scha tten  beziehen. D u rc h  V e rsu ch e  is t  auch 
das G esetz der G le ichh e it  des E in fa l lsw in k e ls  
und R e fle x io n sw in ke ls  au fgefunden  worden. 
P t o l e m a e u s  p rü ft  d ire k t an einem  A p p a ra te  
die R ic h t ig k e it  des Satzes. I h n  a l  H a i t a m  

und  R o g e r  B a c o  haben g le ich fa lls  M e ssu n ge n  

angeste llt.

D a ss  auch der Ve rfa sse r der K a top tr ik ,  
die frü h e r E u k l i d  zuge sch rieben  w urde  und  die 
vo r  a llem  d ie  Sp ie g e l behandelt, experim entierte, 
ze ig t d ie  M it te ilu n g  eines g a r  n ich t in  den 
Zu sam m e n h an g  passenden  Versuches, v ie lle ich t 
ein R e s t  der K a t o p t r ik  des A r c h i m e d e s .  „ Is t  
e in  G egen stand  in  ein G e fä ss ge le g t und  is t  
letzteres»- dann sow e it  entfernt, dass m an ih n  
n ich t  m ehr sieht, so  s ie h t m an ihn  w ieder,

w enn m an bei derse lben E n t fe rn u n g  W a s s e r  in 
das G e fä ss g ie sst .“

D ie  K a to p tr ik  ste llt  zu n äch st  eine Re ihe  
vo n  experim ente llen  E rg e b n is se n  a ls V o ra u s 
setzungen  an d ie Sp itze  und  le itet aus ihnen 
dann m athem atisch  das ab, w as an den ve r
sch iedenen Sp ie ge la rten  beobachtet w ird , in 
ä hn liche r W e ise  w ie  auch w ir  verfahren.

B e so n d e rs  zah lre ich  s in d  M it te ilu n ge n  über 
H o h l s p i e g e l  erhalten.

A u f  d ie K e n n tn is  der B re n n sp ie ge l is t  m an 
w oh l zu n äch st d u rch  d ie  täg liche  B e o b a ch tu n g  
über d ie R e flex ion  der Strah len  an K re isb öge n , 
w ie  sie zum  Be isp ie l bei G läse rn , Beche rn  usw . 
auftreten, gekom m en, oder bei H oh lge fä ssen , 
w ie  es zum  B e isp ie l bei einem  arab ischen  
D ic h te r  h e isst: „ E s  w ird  gesam m elt in  dem  
Sch w a rze n  w ie  L ic h t “, unte r dem  Schw a rzen  
ist  ein au sgep ich tes G e fä ss verstanden.

D ie  T h e o r ie  setzt zunäch st in  e igentüm lich  
kom p liz ie rte r, aber s ic h  an die N a tu r  an sch lie 
ssender W e ise  ein. S ie  behande lt n ich t paralle le  
S trah len , sonde rn  solche, die von  einem  P u n k t  
ausgehen, auch bei B e tra c h tu n g  der Sonne. 
D a  ausserdem  vom  leuchtenden  P u n k t  s t il l
sch w e ige n d  angenom m en w ird, dass d ie P u n k te  
entfernter als der K u g e lm it te lp u n k t  liegen, so 
is t  d ie se r d ie  G renze  für d ie  S ch n it tp u n k te  der 
re flektierenden  S trah le n  m it dem  durch  den 
leuchtenden  P u n k t  gezogenen. S o  e rk lä rt  es 
sich, dass der B re n n p u n k t  in  der E u k l i d  zu 
ge schriebenen  K a to p t r ik  in  den M it te lp u n k t  der 
K u g e l  ge le g t w ird .1)

N a ch  einem  F ra g m e n t  des A n t h e m  i n s  hat  
nun  A p o l l o n i u s  in  se inem  W e r k  über die 
B re n n sp ie ge l (oder „gegen  die K a t o p t r ik e r“) 
d iesen Sa tz  w id e rle g t  und  deutlich  gem acht, 
w o  der B re n n p u n k t  liegt.

I s t  ein T e il des H o h lsp ie g e ls  A B C 90  G ra d  

und  D E =  \  D B, so liegen  bei e infa llenden

para lle len  S t ra h le n  die S c h n it tp u n k te  a lle r an 
A B C  re flektierenden  S trah len  zw isch en  E und  F.

A  Je  nähe r E  an F liegt, um
so vo llko m m en e r is t  der 
B rennsp iege l. Im  A n sc h lu s s  
an so lche  G e d a n ke n gä n ge  
m e in t nun  Z e u t h e n ,  hätte 
A p o l l o n i u s  den parabo - 
lo id ischen  B re n n sp ie g e l fin 
den können. 

t  Z e u t h e n  g laub t, dass
F ig. m an n ich t vom  S tu d iu m

der sphä rischen  und  eventue ll der e llip ti
schen  B re n n sp ie ge l a u sge gan ge n  sei, sondern  
dass m an um gekeh rt, nachdem  m an d u rch  E n t 
de c ku n g  des Sa tze s üb e r B re n n p u n k te  die A n 

l) Z e u t h e n ,  Die Lehre von den K egelschnitten 
im Altertum . Kopenhagen 1886. S. 376.
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w en d b a rke it  p a rab o lo id isch e r H o h lsp ie g e l n a ch 
gew iesen, untersuchte, in w ie w e it  d ie  le ich te r 
k on stru ie rb a ren  sphä rischen  H o h lsp ie g e l an ih re  
Ste lle  treten könnten .

Z e u t h e n  ve rm utet ferner, dass A r c h i 
m e d e s  in  e iner in  m in im alen  F ra gm e n te n  er
ha ltenen  S c h r if t  über K a to p t r ik  zue rst die K o n 
s tru k t io n  p a rab o lo id isch e r Sp ie g e l m itge te ilt 
habe u nd  m eint, ob n ich t  d ie  he rvorragende  
Sch ö n h e it  d ie se r E r f in d u n g  d ie  Q ue lle  fü r die 
S a g e  gew esen  ist, dass A r c h i m e d e s  d ie  rö m i
sche F lo t te  d u rch  B re n n sp ie ge l in  B ra n d  g e 
ste ck t habe.1) D ie s  is t  eine „ S a g e “ . W ie  aber 
ein se lb st a u f  d ie  sagenhaften  T a ten  se ine r 
M ä n n e r sto lzes V o lk  h isto r isch e  U n w ah rhe iten  
ve rew igt, ze ig t d ie  S ta tue  des A r c h i m e d e s  
in  S y ra ku s, der einen B re n n sp ie ge l in  der H a n d  
hält. D ie  S tatne  trä g t  die U n te rsch r ift :  In ve n to  
specu lo  naves R o m a n a s  incendit.

D ie  H e rs te llu n g  p a rab o lo id isch e r Sp ie g e l hat 
I h n  a l  H a i  t a rn  au f das genaueste  beschrieben, 

nachdem  er vo rh e r ih re  T h e o r ie  m itge te ilt hat.
V o n  dem selben a rab ischen  G e lehrten  is t  auch 

die L e h re  vo n  den sph ä r isch e n  H o h lsp ie g e ln  e in 
gehend  entw icke lt, w ob e i er die lo n g itu d ina le  
A b w e ic h u n g  in  a llgem e ine r F o rm  aufw ies. U m  
diese zu  verm eiden, setzt e r se ine  Sp ie g e l aus 
e iner R e ih e  vo n  sphä rischen  R in g e n  zu sam m en; 
die R a d ie n  der K u g e ln ,  aus denen sie  au sge 
schn itten  werden, s in d  um  so grö sse r, je  w eiter 
die R in g e  von  der A c h se  entfernt sind, und  um 
so w eiter liegen  d ie  K rü m m u n g sm itte lp u n k te  
vo n  dem  Sc h n it tp u n k te  der A c h se  m it dem 
Sp ie g e l entfernt. I b n  a l  H a i  t a r n  b ew irk te  

dadurch, dass d ie  P u n k te  E  und  F  fü r  Sp ie g e l 
m it b e lie b ig  g rö s se r  Ö e ffnung  au f einer" k le inen  
Stre cke  zusam m enliegen.

I b n  a l  H a i  t a r n  g ib t  auch  an, w ie  man 

so lche  Sp ie g e l a n fe rt ig t;  dabe i b e sch re ib t er 
Z irke l,  um  die g ro ssen  K re ise  zu  zeichnen. A u f  
e iner R e ih e  vo n  S tah lb le chen  a .  b ,  c  w erden  
dann  aus K re isb ö g e n  zusam m engesetzte  Bögen , 
w ie  sie  der ob igen  K o n s t ru k t io n  entsprechen, 
au fgeze ichne t und  au sge schn itten . D ie  an die 
B ö g e n  an stossenden  R ä n d e r  derse lben w erden  
der R e ih e  nach  so zu  F e ile n  zugehauen, dass 
das B le c h  b  eine feinere F e ile  als a  darste llt 
usw . und  m it  den F e ile n  dann  a u f der D r e h 
b a n k  ein anderes S tü c k  M e ta ll ausgedreht.

D a s s  sphä rische  H o h lsp ie g e l vo n  solchen, die 
s ic h  m it ih re r  T h e o r ie  befasst, im  A lte rtu m  h e r
ge ste llt  w urden, w isse n  w ir  vo n  A n t h e m i u s ,  
der s ie  benutzt, um  se inen  N a ch b a rn  Z e n o n  
in  S ch re c ke n  zu  versetzen. D a s s  in  der O p t ik

!) A uf die Konzentration der L ichtstrahlen durch 
Kombinationen von ebenen Spiegeln soll hier n ich t ein- 
gegangen werden. Solche hat A n t h e m i u s  (Paradox- 
ogr. Graeci ed. W e s t e r m a n n ,  S. 149 ff.) hergestellt, 
der auch H ohlspiegel anfertigte (Beiträge V, §. 403).

se lb st  da, w o  s ic h  a lles aus den  e in fachen  G e 
setzen über S e h w in k e l und  R e fle x ion  ergib t, 
noch  m eh r a ls in  der M e c h a n ik  der V e rsu ch  
he rvortritt, lie g t  in  der g rösse ren  A n sc h a u lic h 
ke it  der E r sc h e in u n g  und  in  der g rö sse ren  
M a n n ig fa lt ig k e it  der Prob lem e.

A u f  d iesen ganzen  G eb ieten  finden w ir  also, 
w enn  ich  n ich t irre, eine rege  experim ente lle  
B e tä t ig u n g , sob a ld  w ir  uns n ich t  du rch  die 
dogm atische  B e h a n d lu n g  täuschen  lassen.

Im  einze lnen b le iben uns Ve rsu ch sre su lta te  
erhalten, sob a ld  s ich  ke ine  a llgem einen  Gesetze  
aus den B e ob ach tu n ge n  ergeben.

In  den 70 er Jah ren  m usste  m an s ic h  noch  
m it  allen den e inze lnen A b w e ic h u n g e n  von  den 
G asge se tzen  beschä ftigen  und  auch  in e lem en
taren Le h rb ü ch e rn  die T abe llen  m itte ilen. Se it  
aber V a n  d e r  W a a l s  se in  a llgem e ines G esetz 
aufgestellt, dem sich  e tw as abgeänderte  an 
sch lossen , die m it g ro s se r -A n n ä h e ru n g  d ie  V e r 
su ch sre su lta te  w iedergeben, isT O lä s -n ic h t  m ehr 
nötig . A u c h  m uss im  allgem einen  da, wo es 
s ic h  n ic h t  um  P rü fu n g  von  G esetzen handelt, 
die man a p r io r i fü r r ic h t ig  hält, die M e ssu n g  
eine w e it  genauere  sein. I s t  ke ine  alle Z a h le n 
w erte  um fassende F o rm e l gefunden, so  w erden 
in  T abe llen  d ie zu sam m engehö rigen  W e rte  über
liefert.

A u s  dem  A lte rtu m  und M itte la lte r  kom m en 
h ie r zw e i G eb iete  in B e tra c h t;  bei dem  einen 
hande lt es s ich  um  Beobach tungen , bei dem  
anderen um  M e ssungen .

B e ob ach tu n ge n  in um fassendstem  M a sse  
haben  die A lte n  w ie die. A ra b e r  in  der A s t r o 
nom ie ange ste llt und  zah lre iche  Tabe llen  legen 
Z e u g n is  vo n  ih re r  em sigen  T ä t ig k e it  ab. W e n n  
P t o l e m a e u s  n u r  von ca. 1000  F ix ste rn e n  d ie 
P o s it io n e n  ang ib t, so  s in d  d ies eben d ie der von  
ihm  ge n a u  fe stge legteu  Fundam enta lste rne . W o h l  
stützen  s ich  d ie A ra b e r  a u f d iesen g ro ssen  A s t r o 
nom en, aber an den Ste rn w a rte n  in  den ve r
sch iedensten  T e ile n  des L a n d e s  w erden  neue 
M e ssu n g e n  au sge füh rt. U m  die A b w e ichu n gen , 
die Sonne, M o n d  und  P laneten  vo n  der e rw a r
teten L a g e  aufw eisen, m it m ö g lic h ste r  G e n a u ig 
ke it  festzulegen, w ird  dem  In stru m en te n bau  eine 
stets w achsende  A u fm e rk sa m k e it  z u g e w a n d t1), 
die T e ilu n ge n  ve rvo llk om m n e t und  ve rbesse rte  
M o d if ik a t io n en  des A s t ro la b ,  des Q uadranten , 
der A rm illa r sp h ä re  usw . kon stru ie rt. U e b e rau s  
zah lre ich  s in d  die Nam en, w elche  den e inzelnen 
In stru m en te n  b e ige le g t w urden, und  eine F ü lle  
v o n  S c h r ifte n  is t  un s aus dem  O rie n t über d iesen 
G e gen stan d  erhalten.

D u rc h  m essende Exp e rim e n te  s in d  dann  
d ie  B e z ieh u n g en  zw isch en  E in fa l lsw in k e l und

L Vergl. dazu z. B. P to  1 ein a c u s  Synt. I I I .  1. ed. 
H  e ib  e r g  S. 197.



190G. N o .  5 .  I J b k r  d a s  E x p e r i m e n t  i m A l t e r t u m  u n d  M i t t e l a l t e r . S. 1 0 1 .

B re c h u n g sw in k e l fe stge ste llt und  zw a r von 
P t o l e m a e u s  und  I h n  a l  H a i  t a r n ,  die zu  

diesem  Z w e c k  besondere  A p p a ra te  herstellten. 
D ie  zu sam m engehörigen  E in fa lls - ,  A b le n k u n g s 
und  B re c h u n g sw in k e l s in d  in  Tabe llen  n ieder
ge le g t und  un s noch erhalten. E in  e inheitliches, 
alle W e rte  um fassendes Gesetz, an dem sich 
noch  ein K e p p l e r  ve rgeb lich  abgemüht. hat, 
k onn ten  w ede r P t o l e m a e u s  noch  se ine N a c h 
fo lge r finden, ob g le ich  ihnen  ja  der S in u s  als 
so lc h e r b ekan n t war. S ie  ve rm ochten  nu r einen 
q u a lita t iv -  q uan titiven  Sa tz  über die A r t  der 
Z unahm e  der W in k e l  im  zw eiten M e d iu m  bei 
A e n d e ru n g  des E in fa l lsw in k e ls  aufzustellen. D e r  
G ru n d  lie g t  zum  T e il darin, dass der A b le n k u n g s 
w in k e l zunäch st a ls das w esen tlich ste  bei der 
B re c h u n g  ersche inen m usste, w enn  auch die 
T abe llen  neben ih m  den B re c h u n g sw in k e l ent
halten.

A n  der H a n d  der experim ente ll bestim m ten 
M e ssu n g sre ih e n  w urden  nun  von  I h n  a 1 H  a i t a m 

bezw. K a m ä l  a l D i n  ge rade  ebenso, w ie  w ir  
das tun  w ürden, die in  ve rsch iedenen  Fä lle n  
au ftre tenden  E rsc h e in u n g e n  abgele ite t und  m it 
der E r fa h ru n g  ve rg lichen. S o  w u rde  die B re c h u n g  
durch  eine G la sk u g e l v e r fo lg t  (F ig .  3) und  der 
B re n n p u n k t  r ic h t ig  kon stru ie rt. F e rn e r  w ird  eine 
e inm a lige  und  eine m ehrfache  R e fle x ion  im  In n e rn  
von  K u g e ln  u n te rsu ch t u n d  d ad u rch  e ine T heo rie  
des R e g e n b o g e n s  e n tw icke lt (F ig .  4). A u c h  die

U m k e h ru n g  der S t ra h le n  beim  D u rc h g a n g  du rch  
eine K u g e l  w ird  behandelt. A l le  die gew onnenen  
R e su ltate  w erden  experim ente ll g e p rü ft ;  w ir  
kön n e n  die R ic h t ig k e it  der m itge te ilten  B e o b 
achtungen  kon tro llie ren  und  sehen, dass s ich  
un se r F o r sc h e r  n ich t m it einer e infachen A b 
le itu n g  der F o rm e ln  b e g n ü g t  hat.

E in e '-g ro s se  A n z a h l experim ente lle r A rbe ite n

der N euze it ste llt  s ic h  d ie A u fgab e , die A b 
w e ichungen  vo n  den gefundenen  e infachen G e 
setzen genaue r zu  ve rfo lgen  und  E rsc h e in u n ge n , 
d ie zu n äch st als nebensäch lich  erscheinen, die 
sogenannten  Restphänom ene, e ingehend  zu  un te r
suchen ; s in d  sie  es doch, die un s in  v ie len  F ä lle n  
d ie a lle rw ich tig ste n  A u fsc h lü s se  geben. Ic h  er
innere, n u r an die A b w e ic h u n g e n  vo n  den G a s 
gesetzen von  B o y l e - C h a r l e s  oder M a r i o t t e -  
G a y  L u s s a c ’, d ie un s bei Z u g ru n d e le g u n g  der 
k ine t ischen  G a stheo rie  d ie  D im e n s io n e n  und  
K rä f te  der M o le k ü le  kennen  ge leh rt haben; fe rner 
an d ie  E rsc h e in u n g e n  der D isp e rs io n  u n d  zw a r  
vo r  allem  der anom alen, du rch  d ie e rst bei der 
U n d u la t io n sth eo rie  die V e rk n ü p fu n g e n  zw ischen  
M ate rie  und  A e t lie r gew onnen  w urden. So lche  
A u fgab en  traten  im  a llgem einen  den älteren 
G enerationen  g a r  n ich t entgegen, da d ie H i l f s 
m itte l z u r  U n te rsu c h u n g  noch  zu un vo llk o m m en  
waren.

F re il ic h  in  einem  Fa ll, bei dem  es sich  aber 
n ich t um  Expe rim ente , sond e rn  um  B e o b a c h 
tungen  handelt, haben  s ich  d ie F o r sc h e r  der 
ä ltesten Z e it  m it so lchen  P rob lem en  befasst; ich 
m eine d ie P lanetenbew egungen , die um  so 
k o m p liz ie rte r erschienen, je  lä n g e r  m an  s ic h  m it 
ihnen  befasste. Im m e r zah lre iche r m ussten  die 
Sp hären , im m e r kom p liz ie rte r ih re  B e w e gu n g en  
angenom m en w erden, w obe i es z iem lich  g le ic h 
g ü lt ig  war, ob diese Sphäre , d ie  T rä g e r  der 
P laneten, als m aterie lle  oder a ls ab strakte  G e 
b ilde  angesehen  w urden. E r s t  K ö p e r n i l c u s  
u n d  K e p p l e r  b rachten  O rd n u n g  in  das C hao s 
u n d  zw a r m it  V o rste llu n g en , d ie  dem  A lte rtu m  
du rchau s n ich t frem d w aren. H e is s t  doch  bei 
K o p e r n i k u s  Z e itgeno ssen  d ie  ganze  he lio 
zentrische  W e lta n sc h a u u n g  d ie  s a m i s c  h e. 
K o p e r n i k u s  g ib t  ja  se lb st an, d ass er se ine 
R e su lta te  A n re g u n g e n  ve rdankt, die er aus 
C i c e r o  em pfing und  zw a r  aus denjen igen  Stellen, 
w o der R ö m e r  von  den k o sm isch e n  T h eo rien  
der P y th a g o rä e r  berichtet. B e i den A ra b e rn  
tauchen auch  vo n  Z e it  zu  Z e it  ähn liche  A n 
sichten  auf, d ie aber ste ts zu rückgew ie sen  w urden.

E in ge h e n d e  E xp e rim e n ta l - U n te rsu c h u n ge n  
haben w ir  da zu  erw arten, w o  es s ich  um  die 
P rü fu n g  theore tischer A n sch a u u n ge n  und  einer 
E n t sc h e id u n g  zw ischen  zw e i A u ffa ssu n g e n  
handelt. I n  d ieser R ic h tu n g  s ind  w e it m ehr 
V e rsu ch e  ange ste llt a ls m an g e w ö h n lich  an 
nim m t. In d e ss  ist  m ir bei den A ra b e rn  ke ine  
A e u sse ru n g  bekann t, d ie das E x p e r im e n t  in  der 
W e ise  b ew u sst  in  den V o rd e rg ru n d  stellt, w ie  
das m ehrfach  die G riechen  tun, so z. B . die 
H i p p o k r a t i k e r  in  Z u sa m m e n h a n g  m it e iner 
A b le h n u n g  der Sp e ku la t io n  u n d  dem  H in w e is  
auf d ie  N atu r.

Z u n ä c h st  se i ein V e rsu ch  von  dem  A ra b e r  
G e b e r  e rw äh nt; er ge h t davon  aus, dass der
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M ag ne tste in  das E is e n  du rch  eine ge is t ig e  K ra f t  
anzieht, d ie  m an n ich t s ie h t und  n ic h t  fühlt. 
A l s  B e w e is  fü h rt  er an, „sie  d r in g t  du rch  das 
D ic h te  des M e s s in g s '), w äh rend  das M e s s in g  

zw isch en  dem  M a g n e tste in  und  dem E is e n  sich  
befindet, sow e it sie w il l .“ D a n n  w ä g t  er M o sc h u s  
u. s. f. und  findet im  L a u fe  der T a g e  ke ine  
Abnahm e, w ie  ja  be i der ge r in ge n  entw eichenden  
Q uan titä t zu  e rw arten  w a r;  h ie r s in d  es ge ist ige  
K rä fte , die w irk e n  sollen. E n d l ic h  findet er, 
dass d ie  K r a f t  e ines M a g ne tste ine s  m it der Z e it 
s ich  ändert, sta tt 3 0 0  g r  t rä g t  er nach  e in iger 
Z e it  n u r  2 40  gr, se in  G e w ich t  w a r  aber unge - 
ände rt geb lieb en ; auch  ein B e w e is  dafür, dass 
liie r Im p on d e ra b ilie n  tä t ig  sind.

E in  vie l e rörtertes P rob le m  war, ob die 
L u f t  sch w e r se i oder nicht. U m  d ies zu prüfen, 
w u rde  ein Sch lau c h  leer und  m it  L u f t  ge fü llt  
gew ogen. S o  lange  m an, w ie  A r i s t o t e l e s ,  
der 3 2 2  starb, a lso  v o r  A rch im e d e s lebte (der 
2 87  geboren  w urde), n ich t  w usste , dass ein 
K ö rp e r  in einem  M e d iu m  vo n  dem selben spe 
z ifischen  G e w ich t  sche inb a r ke in  G e w ic h t  be 
sitzt, w a r d ie F ra g e  p r in z ip ie ll un lö sbar. E s  
ergaben  s ich  ve rsch iedeneR esu lta te , die von  u n ve r
m eid lichen  Feh le rque llen , E rw ä rm e n  beim  E in b la 
sen, E in fü h re n  von W a sse rd a m p f usw . he rrüh ren  
konnten. D ie  F ra g e  w urde  von  den ve rsch ieden 
sten Se iten  experim ente ll in A n g r if f  genom m en.

S o  g lau b t A r i s t o t e l e s 2), dass ein auf
geb la sene r S ch la u c h  ein g rö sse re s  G e w ich t  hat, 
da  alle D in g e  au sse r dem  F e u e r  an ih rem  O rt  
ein G e w ich t  besitzen, d. h. w enn sie  in  dem 
se lben  M e d iu m  sich  befinden.

D a g e g e n  e rö rte rt P t o l e m a e u s 3) das P r o 
blem  nach  der rich t ige n  A n n a h m e  nach  A n g a b e n  
in se ine r S c h r if t  jieq I Q Ö m ö n ~  dass d äsr~ W ä3S 5r~  
in W a s se r  u n d  d ie  L u f t  in L u f t  ke in  G e w ich t 
besitzen. D a n n  w ä g t  er einen leeren und  einen 
au fgeb lasenen  Sch la u c h  u n d  findet, dass d ieser 
n ich t n u r  n ich t  sch w e re r w ird , sonde rn  er g lau b t 
s o g a r  eine G ew ich tsabnahm e  zu finden, w as 
e igen tlich  dem  vo n  ihm  au fgeste llten  Sa tz  w id e r
sp r ich t. S i m p l i c i u s ,  der d ies überliefert, 
ste llt  nun  se lb st  einen V e rsu c h  an u n d  findet 
das g le iche  G e w ich t fü r  den au fgeb lasenen  und  
unaufgeb la senen  Sch lauch . E r  w ill aber gan z  
s ic h e r gehen  und  lä sst  e inen anderen dasse lbe  
E x p e r im e n t  m a c h e n ; d ie se r sch re ib t  ihm , dass 
er in  beiden F ä lle n  das g le iche  G e w ic h t  g e 
funden, dass aber eher noch  v o r  dem  A u fb la se n  
d as G e w ich t um  se h r w e n ig  g rö s se r  gew esen  sei.

A u f  d ie w eiteren  D isk u s s io n e n  über d iesen 
G egen stand  is t  h ie r n ich t  e inzugehen.

(S ch lu ß  fo lgt.)

*) Das W ort Safo kann auch Gold heissen.
2) A ristoteles de eaelo lib. IV ,  cap. 4. Pariser Aus

gabe. S. 429.
3) Sim plicius in Librum  de caelo. ed. lT e ib e rg .

S. 710/711. Berlin 1894.

D er Zahl- und M engebegriff im  U nterrich t.
V ortrag auf der Hauptversam m lung zu Erlangen*).

Von Dr. 11. W i e l e i t n e r  (Speyer).
Meine H e rre n ! Dem V ortrage, den iah heute vor 

Ihnen halten darf, möchte ich zwei Bem erkungen vor
ausschicken. Die eine ist, daß kurz nach der Anm eldung 
meines Vortragthem as das Buch von M. S i m o n  
„Methodik der elementaren Arithm etik usw.“ (Teubner 
1906) erschien, das alles, was ich über die Behandlung 
des Begriffes der »endlichen« Zahl hä tte  sagen können, 
in m eisterhafter Weise ausführlich darstellt. Indem  ich 
also-hierm it auf dieses Buch ausdrücklich aufmerksam 
mache, werde ich in betreff der endlichen Zahl mich 
auf die H ervorhebung der Hauptgesichtspunkte be
schränken. Um so m ehr kann ich dann auf die eigent
lichen (»unendlichen«) Mengen eingehen, besonders da 
H e rr S i m o n  die hierher gehörigen, hauptsächlich für 
die Geometrie wichtigen Begriffe und Sätze n u r teil
weise und nebenher erwähnt.

Die zweite Bemerkung bezieht sieh eben auf die 
unendlichen Mengen. Ich werde — wie ich hoffe — 
Gelegenheit haben, manchem aus Ihrer M itte neue, 
zum Teil überraschende und auch überraschend ein
fache W ahrheiten vor Augen zu führen. Die Begriffe 
der M engenlehre sind erst seit etwa~80-.Iahreu in der 
K lärung begriffen — das H aup tverd ienst'rin—dieser 
R ichtung fällt H errn G. C a n t o  r zu — und es exi
stiert noch kein deutsches Buch, das alles Einschlägige 
im Zusammenhang darstellte**). F ür den elementaren 
U nterricht nutzbar sind sie wohl überhaupt noch nicht 
gem acht worden. Sie haben nicht einmal in der 
Enzyklopädie von W o b e r - W e l  1 s t e i n  eine Behand
lung erfahren. Wenn ich nun auch der M einung hin, 
daß viele von diesen Dingen in engster Beziehung zum 
Schulunterricht stehen, so möchte ich Sie doch durch 
meine A usführungen nur m it den einfachsten, dies
bezüglichen G rundw ahrheiten bekannt machen, ohne 
Sie zu der M einung verpflichten zu wollen, all das 
solle unbedingt in den U nterricht der entsprechenden 
Klasse und jedes Jalires- aufgenommen werden. M öge 
der eine und andere aus Ih re r M itte, wo es paß t und 
angeht, ganz nach eigenem Dafürhalten, einzelne Teile 
des von m ir behandelten Wissenszweiges seinem U nter
rich t einverleihen, n icht um den Stoff zu vermehren, 
sondern um dessen Behandlung zu vertiefen. Das allein 
ist die Absicht, die meine A usführungen leitet.

A uf den abstrakten Begriff der Zahl — als ganze 
Zahl gedacht — werde ich n icht zurückgehcu. H err 
W e h e r  hat die A bleitung desselben aus allgemeineren 
Gattungsbegriffen in der Enzyklopädie und neuerdings 
im Jahresber. der Dtsch. M ath.-Ver. (15, 1900, S. 174 
bis 184) durchgeführt. W ir werden in der Schule ge
wiß m it dem Begriff- der positiven ganzen Zahl als 
dem R esultat des A b z ä h l e n s  irgend einer endlichen 
Menge von E lem enten ohne weiteres beginnen dürfen. 
N ur kann man vielleicht darauf aufmerksam machen, 
daß das Ursprünglichere sei, ganz gleichartige Dinge,

*) S. Ünt.-Bl. XII, Nr. 3, S. 61.
**) Voll dem Bericht über ..Die Entwickelung der Lehre von den 

Punktmannigfultigkeilen", erstattet der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung von A. S c h ö n f l ie s ,  ist bis je tz t nur der erste 
Teil, der übrigens alles, was wir brauchen, in nuce enthält, 
erschienen (Teubner 1800). Vorzüglich, wenn auch knapp, ist 
die Darstellung im 1. Teil der durch Herrn G u tz m c r  be
arbeiteten ..Theorie der eindeutigen anahitischai Funktionen'' von G. 
V iv a n t i  (Teubner 1906). Sonst ist noch auf den l. Band des 
Couri d’Analgtc von C. J o r d a n  (2e ed. Paris,* Gaufchier-Villars 
1893) zu verweisen. Die Originalabhandlungen sind bei 
S c h ö n  f l i e s  nachzusehen.
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wie 3 Schafe, 20 Pferde u. dergl. zu zählen, während 
es schon eine gewisse Abstraktion verlange, etwa ein 
Schaf, einen K irchturm  und einen Federhalter auch 
als drei Dinge zu zählen. Und man kann hinzufügen, 
daß auch von hier bis zum reinen Begriff der Zahl 
Drei immer noch ein großer S chritt sei.

Diesen Zahlbegriff erweitern wir nun, indem wil
den ganzen positiven Zahlen gewisse Bedingungen auf
erlegen, die durch die gewöhnlichen direkten Operationen 
des Addierens, Multiplizierens und Potenzierens gegeben 
werden. Es seien b und a zwei beliebige ganze Zahlen, 
so fordern wir zunächst von einer zu bestimmenden 
Zahl x , daß sie zu b addiert a ergehe. Dies schreiben 
wir b -f- x  —  a.
Forderung wie Gleichung haben nur einen Sinn bezw. 
eine Lösung, wenn b <^a. W ir schreiben dann 

x  —  {a — b).
Is t b )> a ,  so ist (a — b) ein bloßes Symbol, das an
deutet, daß w ir etwas Unerfüllbares verlangt hatten. 
Es ist Ihnen allen bekannt, wie man an dieser Stelle, 
indem m an dem Symbol (a — b) eine Bedeutung auch 
in den Fällen b ]>  a beilegt, die Null und die negativen 
Grössen als Zahlen einführt.

W ir kommen nun sofort auf eine zweite, jedem  
Schüler durchaus geläufige A rt der V erwendung der 
Zahlen, nämlich zur M e s s u n g .  Indem  wir eine be
liebig gewählte Strecke auf einer geraden Geraden 
1, 2, 3 ■ • • • mal von einem willkürlichen Anfangs
punkte 0 aus nach beiden Seiten auftragen, erhalten 
wir die gebräuchliche sinnenfiilligo Darstellung der 
R eihe der ganzen positiven und negativen Zahlen m it 
der Null (s. F igur 1).

Daß diese Zahlenreihe nach beiden Seiten unbe
grenzt fortgesetzt werden kann, wird der Schüler ohne 
weiteres einsehen und man kann unbedenklich durch 
Pfeile andeuten, daß in der einen R ichtung sozusagen 
eine positiv unendlich große Zahl, in  der anderen eine 
negativ unendlich große Zahl liegen wird, was man 
durch die Symbole -}-co und — co andeuten kann. 
A ber diese beiden Grenzzahlen scheinen durch die 
m ysteriöse Unendlichkeit wie durch eine gähnende 
K luft getrennt. Das ist ein großer Nachteil dieser 
Versinnlicliung. Man hat zwar dem Schüler bei der 
Parallelenlehre vielleicht etwas gesagt von dem e i n e n  
unendlich fernen Punkt der Geraden, aber das ist, wie 
Sie alle wissen, eine bloße Redeweise ohne Sinnen
fälligkeit. H ier kann nun gleich etwas zur Geltung 
kommen, was ich heute noch oft verwenden werde, das 
P r i n z i p  d e r  A b b i l d u n g , der gegenseitig ein
deutigen Zuordnung, das erst neuerdings H e r r L o r i a  
in der von m ir übersetzten Rede *), die Ihnen vielleicht 
schon bekannt geworden ist, als nach dem Funktions
begriff zweitwichtigsten Grundbegriff fü r den U nter
rich t hervorgehoben hat. E s ist ja  gewiß willkürlich, 
daß wir die Zahlenreihe auf einer Geraden auftrugen. 
Dazu könnte m an ebenso gu t einen K reis benutzen. 
Dann wäre es aber höchst unpraktisch, die Bogen 0 —1, 
1 —2, 2 — 3 usw. im gewöhnlichen Sinne gleich zu 
machen, da der K reis in' sich zurückläuft und m an erst 
rech t kein E nde fände.

Denken wir uns aber irgend einen P unk t P  des 
Kreises m it allen Punkten der geraden Zahlreihe ver
bunden, so entspricht jedem  Punkte des Kreises ein 
bestim m ter P unk t der Geraden und um gekehrt, wenn

* )  Vergangene und künftige Lehrpläne. L e i p z i g  1906,  G .  J .  

G ö s c h e n .

w ir nur dem Punkte Q auf dem Kreise, der durch die 
Parallele zu der Geraden bestim m t wird, d e n  u n e n d 
l i c h  f e r n e n .  P u n k t  d e r  G e r a d e n  z u  w e i s e n .  
Der Punkt P  zeigt sich ebenfalls als keineswegs aus
gezeichnet.

Fig. 1.

Die ganze Zahlreihe ist m ithin auf den Umfang 
des Kreises, also auf einen endlichen Bereich, abge
bildet, H ier sehen wir nun aufs deutlichste, daß der 
P unk t Q sowohl dem Symbol -j-co , wie — 00 ent
spricht, je  nachdem m an sich ihm von einer Seite her 
nähert. H ier findet also ebenso wie im N ullpunkt, wo 
man auch +  0 oder — 0 schreiben kann, ein stetiger 
Uebergang statt. "Wie wichtig die Vorstellung dieser 
Tatsache z. B. fü r den Zeielienwechsel der Tangente 
hei 90° und 270° ist, brauche ich wohl n icht zu er
wähnen.

Auffallen wird bei dieser Darstellung der Z ahlen
reihe auf dem K reise nur, daß die Strecken 0—1, 
1—2 usw. w irklich n icht m ehr im gewöhnlichen Sinne 
gleich sind. A ber gerade das ist ein w eiterer Vorteil. 
Die U ebertragung der Zahlenreihe auf die Messung 
der Geraden war eine W illkür, die durch die A bbil
dung auf den K reis wieder beseitigt wurde. Die Zahl 5 
enthält ursprünglich nicht die Tatsache in sieh, daß 
irgend eine Strecke 0 —5 fünfmal so groß sei als die 
Strecke 0—1; die 5 hat ihre Stelle im Zahlensysteme 
einzig und allein dadurch, daß sie nach 4 und vor 6 
kommt.

Ein elem entarer Satz der M engenlehre lau te t: 
Jed e  unendliche Punktm enge hat mindestens eine 
Häufungsstolle; d . h .  es gibt einen Punkt, in dessen 
Nähe unendlich viele Punkte der Menge liegen. Bei 
der natürlichen Zahlreihe ist das der unendlichferne 
Punkt. Diese Tatsache, die bei der D arstellung auf 
der Geraden sehr verdunkelt erscheint, da sich der 
unendlichferne P unk t der Beobachtung, ja  sogar der 
V orstellung entzieht, könnte wohl n ich t deutlicher ge
m acht werden, wie durch den P unk t Q auf dem Kreise.

Zugleich kann uns dieselbe F igur noch etwas 
anderes versinnlichen. H err W  e 11 s t  e i n h a t ¡11 der 
Enzyklopädie erklärt, dem naiven M ahn aus dem prak
tischen Leben sei m it einer Strecke im mer auch der 
Begriff der Länge m itgegeben. Meine H erren , ich 
glaube n icht fehlzugehen, wenn ich annehme, daß dieser 
Typus des »naiven Marines aus dem praktischen Leben« 
auch unter uns noch ziemlich weit verbreitet ist. Ich 
erinnere mich wenigstens noch deutlich an die Z e it;
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wo ich selbst noch bis zu einem solchen Grade naiv 
war. A ber nichts kann in der T a t deutlicher zeigen, 
wie es anders sein könnte, wenn w ir die A uftragung 
der Zahlenreihe auf dom Kreise wirklich als eine 
»Messung« betrachten. Denn es steh t uns begrifflich 
vollkommen frei, gleichen Zahlendifferenzen auch auf 
dem K reise gleiche Strecken zuzuweisen. Dann sind 
laut Definition die ßogcn 0 -  1, 1—2 usw. als gleich 
zu betrachten und die F igur g ib t eine vorzügliche 
Illustration einer Messung auf dem K reise, wo das 
Archimedische Axiom*) für keine Strecke, die den 
P unk t Q enthält, erfü llt ist.

W ir wollen aber bei der unendlichen Zahlenreihe 
noch einige Augenblicke stehen bleiben, um an ihr 
den B egriff der M ü ch  t i g k e  i t zu erläutern, der fü r 
die ganze M engenlehre grundlegend ist. Das Zeichen oo, 
das w ir oben benutzten, bedeutete eigentlich keine 
Zahl, sondern sollte nu r den oberen Abschluß der 
Zahlenreihe andeuten. W ir können aber dem R esultat 
der A bzählung der ganzen Zahlenreihe doch so etwas 
wie eine Zahl im weiteren Sinne, eine unendlich große 
Zahl zuordnen, die w ir als solche m it n bezeichnen, 
a  bedeutet dann sozusagen die Anzahl aller positiven 
ganzen Zahlen, oder wie man besser sagt, die »Mäch
tigkeit« der Reihe der natürlichen Zahlen. W ir müssen 
dann sofort definieren, wann denn zwei M ächtigkeiten 
iq  u u d .a2 als gleich groß zu betrachten seien. Hierzu 
verwendet m an wieder das Prinzip der Abbildung. 
Zwei endliche Anzahlen e, und e2 heißen gleich, wenn 
jedem  Elem ente von ein E lem ent von e2 zugeordnet 
werden kann. Genau ebenso heißen w ir zwei unend
liche Mengen a , und a2 gleichm äehtig, wenn n, und a2 
eindeutig aufeinander bezogen werden können. Im  
besonderen heiß t jede Menge, die der natürlichen 
Zahlreihe eindeutig zugeordnet, oder also in eine wohl
geordnete Reihe (m it bestim m tem  Anfangsgliede und 
bestim m ter Aufeinanderfolge) geschrieben werden kann, 
»ab  z ä h l  b a r« .  Ih re  M ächtigkeit a  is t m it der ersten 
unendlichen K ardinalzahl Nq, nach der G. 0  a n  t o r 
sehen Bezeichnung, identisch.

W ir sehen nun gleich folgendes. Nehmen wir von 
der natürlichen Zahlreihe 0, 1, 2 • • • • eine Anzahl e 
vorne weg und fangen erst bei (e - f - 1) m it 1 zu zählen 
an, so werden w ir trotzdem  die ganze unendliche Zahl
reihe abzählen können. Z. B.

1000 1001 1002 1003 ...............
0 1 2 3 .................

Diese Tatsache können w ir durch die Gleichung aus- 
d rücken

a -]- e =  a • [a — a =  e], 
welche die unendliche K ardinalzahl sofort wesentlich 
von allen endlichen Zahlen unterscheidet, indem hier 
d e r  T e i l  g l e i c h  d e m  G a n z e n  s e i n  k a n  n.**) 
Auch diese Beziehung ist dem Schüler nicht fremd, 
ich  erinnere nur an die harmonische Teilung einer 
Strecke A  B  durch die Punkte 0  und O', so daß

A  0  A O ' .
y-g =  =  /. =  dem Teilungsverhältnis.

Lassen w ir dieses Teilungsverhältnis allmählich gleich 1 
werden, so rückt 0 ' ins Unendliche und es ist 

A 0 '  —  B  0 ' bezw. A O ’ — B  0 ' —  A B .

* )  S .  etwa H i l b e r t ,  Grxmdtagen der Geometrie (2. Aufl., 
Teubner 1903),  S .  16.

**) Ich merke hier an, dali Kardinalzahl deswegen gesagt 
werden muß, weil die unendlichen Ordinalzahlen, die sogen, 
»transfiniten Zahlen« Cantors, auf die ich nicht eingchcn 
werde, etwas wesentlich anderes sind.

Die K ardinalzahl aller Zahlen von — oo bis -j-o o  
ist nun offenbar 2 a. Es ist aber sofort klar, daß wir 
all diese Zahlen in eine Reihe ordnen können

0, - 1 .  + 1 ,  - 2 ,  + 2 ,  - 3 ,  + 3 , ........
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ------ ,

so daß, wenn wir die natürliche Zahlenreihe darunter 
schreiben, au die Stelle der ungeraden Zahlen die 
negativen und an die Stelle der geraden Zahlen die 
positiven treten. Es ist also auch 

a +  a =  2 ii =  a.
Daraus fo lg t aber sofort, daß auch

(i - f  a  4- a —  « 4 - a =  n
und überhaupt

e • « :

ist. B eispiel: Die Reihen
0, 1, 2, 3, 4, . . . .
0, 1001, 2001, 3001, 4001, 

sind gleiclimächtig, obwohl die erste sozusagen lOOOmal 
so viel Glieder enthält wie die zweite. A uf die M ächtig
keit von a • a =  a2 kommen w ir nachher gleich von 
selbst.

Zunächst wollen w ir w ieder zu den endlichen Zahlen 
zurückkehren und setzen die Bedingung, die ganze Zahl 
b soll m it einer neuen Zahl x  multipliziert, das P roduk t 
a ergehen. D. h. wir wollen die lineare Gleichung lösen 

b • x  —  a.

Die formelle Lösung x hat nu r einen Sinn, wenn

a =  n -b , a also ein Vielfaches von b ist. Indem  wir
(l

dem Symbol — auch eine B edeutung beilegen, wenn

a < ^b  oder wenn a —  n b - \ - r .  erhalten wir die neue 
Zahlform der r a t i o n a l e n  B r ü c h e .  Durch einige 
Festsetzungen kann man rein analytisch die Recbnungs- 
regeln fü r solche B rüche ableiten, wie dies z. B. H err 
W e b e r  in der Enzyklopädie durchgeführt bat. A ber 
in der Schule müssen w ir unbedingt konkreter ver
fahren. W ir knüpfen dann wieder entweder an das 
Abzählen an, indem w ir im m er n Schritte in der

Zahlenreihe als neue E inheit, einen S chritt als — auf-

fassen, oder an das Messen, das hier auf ein Teilen 
hinausläuft. Das mögen Sie alles bei S i m o n nachlescn.

leb  will gleich wieder auf die M ä c h t i g k e i t  
d e r  M e n g e  d i e s e r  B r ü c h e  eingehen. Denke ich 
m ir all die positiven und negativen rationalen Brüche 
zwischen die ganzen Zahlen m einer Zahlreihe ein
geschaltet, so w ird die Gerade, wie m an sagt, »überall 
dicht« m it Punkten belegt. D. h. jeder so erhaltene 
P unk t ist seihst eine H äufuugsstelle der Punktm enge. 
Z. B. ist

1 1 9997
+  ■

1 10 003
3 10 000 3 0 0 0 0 ’ 3 1 10 000 30 000'

Alle unendlich vielen Brüche also, die zwischen den
. . .  „ r , 9997 . 10 003 ,
beiden W erten ^  und — -  hegen , sind um

weniger als .  von dem W ert i  entfernt. Dieses 
1U UUU o

Intervall kann man noch beliebig cinengen. Daher ist

— ein H äufungspunkt. U nd so jeder andere, o
Betrachten w ir das Intervall 0— l,.d a s  alle echten 

Brüche enthält und in der ganzen Geraden a-mal ent
halten ist. F ü r jeden N enner v g ib t es höchstens (>■— 1)
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Brüche, die von allen vorhergehenden dem W ert nach 
verschieden sind. Im  ganzen sind also in dem In te r
vall höchstens 1 -j- 2 +  3 -f- 4 +  • • • — a Brüche, wobei 
man leicht erkennt, daß es nichts ausmacht, auch wenn 
man jeden  B ruch in seinen unendlich vielen verschie
denen ungekürzten Form en mitzählt. Auf der ganzen 
Zahlreihe g ib t es also a2 oder m it Einschluß der nega
tiven 2 ci2 == 2 n ■ n — a2 Brüche. Zählt, man dazu noch 
die ganzen Zahlen, so haben wir überhaupt 

a2 -)~a =  a ( a - ! - l )  =  a -  a  =  a2 
rationale Zahlen. Dieselbe M ächtigkeit erg ib t sich 
leichter, aber weniger anschaulich durch die Bemerkung’, 
daß in  der erzeugenden Gleichung aller Rationalzahlen 
b ■ oö =  a sowohl a, wie b jo  a W erte annehmen können. 
Nachdem so die M ächtigkeit a2 festgestellt ist, können 
w ir folgenderm aßen schließen: Jede  Zahl komm t da
bei «m al — in ungekürzter Form  — zur Zählung, so

n2daß sich für die .M ächtigkeit schließlich auch — = c t
a

ergäbe. Diese formelle U eberlegung ist tatsächlich 
richtig. Denn wir können alle rationalen Zahlen (aller
dings nicht nach ihrer Größe) in eine wohlgeordnete 
Reihe bringen
. 1 , 1 1 2 2 , 1  1 , 3  3
0 ,  +  1 ,  -  1 ,  +  - D - ,  — p  +  + p  — y ,

■ f r - 14 ’ +  3 *

1 ’ l , n 3 ’ 3 ’

3 ’ 2 ’ 2 ’ 1 ’ 1
wo die Brüche von konstanter Summe des Zählers und 
Nenners nach dem Zähler geordnet sind.

D ie  G e s a m t h e i t  a l l e r  r a t i o n a l e n  Z a h l e n  
i s t  a l s o  a b z a h l b a r ,  d, h. v o n  d e r  M ä c h t i g 
k e i t  a.

W ir finden demnach
a2 =  a

und natürlich auch e • a2 =  a. Daraus folgt aber so
fort durch Induktion

ae =  (l.
M au kann sich die A bzählbarkeit der Menge der 

rationalen Zahlen auch geometrisch versinnlichen, indem 
man die Zahlenpaare (a, b) als Punkte in ein rech t
winkliges Achsensystem ein träg t (Fig. 2). Dann kann 
m an, vom Anfangspunkte beginnend, die Punktm enge, die 
gewiß die M ächtigkeit a2 hat, in einer Linie durch
laufen, wenn man der in der F igur ausgezogenen eckigen

1
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-

5

h
-

A

Z
-

1

-£ -S ->/ -J - 1 -/ 0 / z s t s 6
-!

—
-3

—r 3

- i 1 I
Fig .  2.

Spirale folgt. Dies läß t sich auch im Raum  fü r die 
Zahlentripel (<7, b, c) von - der M ächtigkeit a3 machen, 
wird aber da schon weniger übersichtlich, weil man 
nach zwei Umläufen schon 5 3 =  125 Punkte abzuzählen 
hat. Nach dem Obigen wird sich aber die M ächtigkeit 
der Punktm enge auch nich t verändern, wenn wir alle 
Zahlenpaare (a, 6), wo a und b selbst alle rationalen 
Zahlen bedeuten können, in das Koordinatensystem  
cintragcn. Die Ebene is t dann sogar überall d icht 
bedeckt und die M ächtigkeit ist a2 • a2 =  a 1 =  n. 
Ebenso für einen Raum  von beliebiger (endlicher) 
Dimensionszahl. .Ta, wir werden gleich sehen, daß sich 
auch diese Punktm enge noch bedeutend verdichten 
läßt, ohne die E igenschaft der A bzählbarkeit zu ver
lieren.

M it den rationalen Zahlen sind die Lösungen aller 
Gleichungen ersten Grades erschöpft. Es ist hinzuzu- 
fügen, daß die rationalen Zahlen einen ,»Zahlkörper« 
bilden, so daß durch endliche Anwendung der vier 
G rundrechnungsarten aus einer rationalen Zahl im mer 
wieder eine rationale Zahl hervorgeht. Ich  unterwerfe 
nun x  der Bedingung, daß es einer quadratischen, zu
nächst rein quadratischen Gleichung genügen soll und 
setze x -  —  «,
wo a eine rationale Zahl bedeuten soll. Diese Gleichung 
ist dann nur lösbar, wenn « das Q uadrat einer anderen 
Rationalzahl ist. W ir setzen in diesem Falle

x  —  1 n
und definieren durch dieses Symbol w ieder eine neue 
Zahlgattung, wenn u keine Q uadratzahl ist. Is t a po
sitiv, so kann man durch das Verfahren des Q uadrat
wurzelziehens die neue Zahl T n bis zu einer beliebigen 
Genauigkeit berechnen. Sie charakterisiert sieh auch 
bei dieser Berechnung sofort als Reihenzahl, weshalb 
auch ich m it H errn  S i m o n  der G. C a n t o r s e h e n  
Auffassung der Irrationalzahl den Vorzug gehe. H ier
auf will ich jedoch nicht eingehen. Sie finden hei 
S i m o n  alles in bester Ausführlichkeit. W enn wir 
versuchen, die Punkte, welche den irrationalen Q uadrat
wurzeln entsprechen, auch noch auf unserer linearen 
Zahlenreihe unterzubringen, so ist von vornherein klar, 
daß sie sich zwischen die zwar überall d ich t liegenden, 
aber doch nirgends die Gerade stetig  erfüllenden Zahlen * 
eindrängen müssen. Da es aber zu jed e r reellen posi
tiven Zahl höchstens zwei Quadratwurzeln gibt, die Im 
K örper der rationalen Zahlen n icht Vorkommen, so 
w ird die M ächtigkeit der M enge der Rationalzahlen 
durch A djunktion der Quadratwurzeln n ich t vergrößert. 
Ich stelle eben in der abzahlbaren Menge der rationalen 
Zahlen h in ter jede positive Zahl ihre beiden Q uadrat
wurzeln,

Nehmen wir nun auch den Fall eines negativen a 
hinzu, soll also

sein, so führen wir die neue Z ahlgattung der im aginären 
Zahlen in  bekannter W eise ein und setzen

X  =  }; —  «  —  - f -  i  | f a.
Da auch jedes solche Zahlenpaar h in ter die betreffende 
negative Zahl — a eingeschoben werden kann, wird die 
M ächtigkeit des Zahlsystems auch durch Hinzunahme 
der rein im aginären Zahlen n ich t verändert. W ir haben 
je tz t folgende wohlgeordnete R eihe:

1 . i / T  l / T  .1  ;, / T
2 ’ + F  2 > “ | ' 2 ’ - 2 , +  T  2 ’0 ,  + 1 ,  —  1 ,  - j —  1 ,
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+  ] '¥

usw. A uf der Zahlgeraden entsprechen den im aginären 
Zahlen natürlich  keine Punkte. W ir haben eine neue 
E inheit i  eingeführt, die in einer anderen R ichtung 
gemessen werden m üßte.

M an kann aber gleich viel allgemeiner vorgeken. 
Es g ib t offenbar a3 ganzzahlige quadratische Gleichungen 

a x i - \ - b x - \ - c  =  0 
m it 2 a3 Lösungen, einbegriffen die a2 rationalen Zahlen, 
die sich für a —  0 ergeben. Da aber 2 a3 — a, ist die 
ganze Menge auch dieser Zahlen abzahlbar. Nun heißt 
» a l g e b r a i s c h e  Z a h l «  jede solche, die einer alge
braischen Gleichung m it ganzzahligen -Koeffizienten 
genügt, etwa

Oq x" ai x" —1 + ------- 1-  «„ =  0.
Solcher Gleichungen g ib t es <x" + 1 m it n • a" + 1 Lösun
gen. Solange nun n endlich, ist im m er 

n ■ n" + 1 =  a.
D ie  M e n g e  a l l e r  a l g e b r a i s c h e n  Z a h l e n  

i s t  a l s o  a b z a h l b a r .  D a hiernach selbstverständlich 
auch die Menge aller reellen algebraischen Zahlen ab
zählbar ist, ist die Punktm enge der Geraden, der Ebene 
und des Raumes m it nu r algebraischen Koordinaten 
abzahlbar. Das ist die oben angedeutete Verdichtung. 
Der von C a n t o r  herrührende direkte Beweis für die 
A bzählbarkeit der algebraischen Zahlen steh t bei S i m o n  
und in jedem  modernen Lehrbuch der A lgebra.

W enn w ir nun zu unserer reellen Zahlreihe auf 
der Geraden zurückkehren, die wir durch Eintragung 
der algebraischen Punkte noch m ehr verdichtet habeD, 
so m uß es doch noch Lücken in derselben geben. Denn 
w ir wissen seit L i o u v i l l e ,  daß es »transzendente 
Zahlen« gibt, d. li. solche, die keiner algebraischen 
Gleichung genügen, s e i t H e r m i t e  und L i n d e m a n n * ) ,  
daß die allerwichtigsten Zahlen der Analysis, e und .t, 
zu diesen gehören. D er allgemeinste von L i n d e m a n n  
aufgestellte Satz sagt sogar noch m ehr, näm lich :

E s ist unmöglich, daß die Zahl e einer Gleichung 
von der Form

Cq -j- Cj e ' -j- Co e ’ -f- • • • ■ — 0 
genüge, wo sowohl die Exponenten * , / • • • •  als auch 
die Koeffizienten C0, Cv  Cg■ • ■ ■ a l g e b r a i s c h e  Zahlen 
sind. D aher sind alle natürlichen Logarithm en und 
alle trigonom etrischen Funktionen algebraischer Zahlen 
transzendent. Denn da, wenn y  — log x , x  =  e» ist, so 
m uß x  transzendent sein, wenn y  algebraisch ist. U nd 
da, wenn y  —  sinat, 2 i y - e 1* — e— ix  ist, muß eben
falls für ein algebraisches x  y  transzendent sein. Ebenso 
ist in beiden Fällen x  transzendent für ein algebraisches y. 
W enn wir uns daher die ganze Ebene wie vorhin m it 
den überall d icht liegenden Punkten, deren zwei K oor
dinaten algebraisch sind, bedeckt denken, so w ird  die 
K urve y  —  log x ,  obwohl sie völlig stetig  verläuft, außer 
dem P unk t x  =  1, y  =  0 keinen der gegebenen Punkte 
passieren, ebenso die L inie y  —  sin x  keinen außer dem 
Nullpunkt.

Um nun festzustellen, ob und in welcher Weise 
zunächst die reellen transzendenten Zahlen die M ächtig
keit der algebraischen Zahlenreihe verändern werden, 
wollen wir uns die reellen algebraischen Zahlen, deren 
Menge ja  abzählbar ist, alle als Dezimalbrüche ge
schrieben und in eine Reihe geordnet denken. Dann

*)  L i o u v i l l e ,  C .  R .  A c .  S c .  P a r i s  1844 u .  J o u r n .  m a t h .  
p.  a p p l .  10,  18 5 1.  —  H e r m i t e ,  C .  R .  A c .  S c .  P a r i s  1S73 .  —  
L i n d e m a n n ,  M a t h .  A n n .  20,  18S2.

läß t sich leicht zeigen, daß in jedem  noch so kleinen 
In tervall im mer noch unendlich viel Zahlen sind, die 
der abzahlbaren Reihe n ich t angehören, die wir also 
»transzendent« heißen. Ich nehme gleich als Beispiel 
das Intervall

0,001 — 0,01.
Diesem Intervall gehören alle Dezimalbrüche an von 
der Form

0,00 aq «2 a3 • ■ • • [oq >  0].
Die R eihe der dem Intervall angehörenden algebraischen 
Zahlen sei nun geordnet die folgende:

«1 =  0,00 «u  a12 «,3 au -----
ito — 0,00 C.,, «.» Oil,., Ci>| . . . .
« 3  —  0 , 0 0  n 31 «3 2  «33 «34 

U l  =  0 , 0 0  «,1  a /2 fi/a  « / /

B edeutet nun ( a n )  irgend eine von a n  verschiedene 
Ziffer, so werden alle Zahlen der Form

u =  0.00 («„) («22) («33) ----- (« //)------
wohl in dem Intervall liegen, aber der abzahlbaren 
Menge nicht angehöreu, da sie sich von jeder der 
Zahlen «,• wenigstens in der Ziffer a„- unterscheiden. 
Die Zahlen u  sind die transzendenten Zahlen des 
Intervalls. Ih re  Menge ist nicht abzahlbar, denn sonst 
könnte man immer noch neue Zahlen nach demselben 
V erfahren finden. In  der Tat ist ihre M enge viel 
größer als alle bisher betrachteten. Wenn w ir be
denken, daß an jed e r Stelle 9 verschiedene Ziffern 
stehen können, w ährend es a Stellen sind, so finden 
w ir die Anzahl der Variationen von 9 Elem enten zu 
je  a als

9“ >  a.
Rechnen wir die ganze abzahlbare M enge der alge
braischen Zahlen hinzu, so erhalten wir 10°. Daß dies 
aber von 9“ n icht wesentlich verschieden sein kann, er
hellt schon daraus, daß ja  die Grundzahl 10 ganz will
kürlich ist und wir alle Zahlen ebensowohl in einem 
dyadischen oder einem Duodezimal-System schreiben 
könnten.*) W ir können somit, wenn w ir die neue 
M ächtigkeit m it C bezeichnen, schreiben 

c =  e“>  n.
Auch ist ohne weiteres klar, daß die Gleichungen gelten 

c +  e — c; c - f -a  =  c; e -c  =  c.
Es ist aber auch, da irgend ein Intervall in der ganzen 
Geraden a-mal enthalten ist, und wir für die ganze 
Gerade auch nur 10“ Zahlen erhalten können 

a  ■ c =  c
und durch Induktion

ac ■ C — c.
Die m it allen algebraischen Punkten überall dicht 

bedeckte Zahlstrecke hat also n ich t bloß Lücken, 
sondern, wenn wir uns so ausdriieken dürfen, die 
Menge der algebraischen Punkte  verschwindet völlig 
gegenüber der Menge aller noch vorhandenen Punkte. 
Denn wir können offenbar jed e r neuen Zahl auch einen 
neuen P unk t zuordnen. Ob w ir aber je tz t auch jedem  
denkbaren P unk t der Strecke eine Zahl zugeordnet 
haben, das wissen w ir eigentlich nicht, nehmen es aber 
an ( D e d e k i n d s c h e s  Stetigkeitsaxiom ), so daß c die

*) Wenn man, um auch der Eventualität zu entgehen, 
daß durch Brüche der Art 0,00239999 • • ■ • =  0,0024 wieder 
endliche Dezimalbrüche auftroten. auch die Neun als Ziffer 
ausschließt, erhält man 8“ transzendente ZaMen. Bei K le in ,  
Vorträge über Elementargeometrie (Teubner 3S95) steht aus Versehen 
auf S. 42 bei Behandlung dieser Frage OG8 sta tt 8“ .
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M ä c h t i g k e i t  d e s  l i n e a r e n  K o n t i n u u m s  dar
stellt. E s ist bis je tz t n ich t streng bewiesen, aber 
äußerst wahrscheinlich, daß c m it der zweitgrößeren 
unendlichen Kardinalzahl, die O a n t o r  auf anderem 
Wege einführt und m it Ni bezeichnet, identisch ist, d. h. 
daß zwischen u und c keine M ächtigkeiten existieren.

Um nun auch geometrisch evident zu machen, daß 
die Punktm enge zweier beliebigen endlichen oder un
endlichen Strecken gleichm ächtig ist und die einein
deutige Beziehung auch durch eine Form el w ieder
zugeben, projizieren w ir w ieder die beiden Strecken 
aufeinander, indem wir sie m it einem Endpunkt. 0  ver
einigen und das Projektionszentrum  P  auf der V er
bindungsgeraden der beiden anderen Endpunkte A  und 
Ji annehmen (s. F ig . 3). Zählen wir auf beiden Strecken

von dem gemeinsamen E ndpunkt als N ullpunkt, so 
entsprechen den E ndpunkten A  bezw. B  die Zahlen 
a bezw. b, wenn die Strecken die L ängen a bezw. h 
haben. Das Projektionszeutrum P  habe in bez. auf 
die Strecken a und b als (schiefwinklige) Achsen die

K oordinaten -  in, 4 - — (« -4- in). Dann hat man sofort a
für zwei beliebige entsprechende Punkte 

oder

y : x = — (a m) : (# +  »*)

y  —  r  (“  + •a x  -j-  in
. . .  m a !fund hieraus x  =  ------ ----- -----------

b (a -f- in) — a y
Diese beiden Form eln verm itteln die ein-eindeutige 
Beziehung der Zahlreihen von 0 bis a und 0 bis b und 
zwar für alle Zahlen des Intervalls oder aber fü r die 
rationalen, algebraischen oder transzendenten allein. 
Sie haben zugleich den Vorteil vor der Aehnlichkeits- 
form ation, die man bei zwei endlichen Strecken auch

anwenden könnte (in =  — co; y  =  ^ x ) ,  daß man a

unendlich groß nehmen kann (s. F ig. 4). Dann geben 
die Gleichungen

y  =  &• 

x =  m

x  —|— in
y

b — y
die ein-eindeutige Beziehung zwischen allen Zahlen 
von 0 bis h und allen Zahlen von 0 bis oo. W ill man 
einer S trecke eine ganze Gerade zuordnen, so nehme 
man auf der S trecke und auf der Geraden irgend 
einen P unk t und ordne die bez. Teile links und rechts 
einander zu. Daß die Punktm enge des Kreises m it 
der Geraden gleichm ächtig ist, haben w ir schon zu 
A nfang gezeigt. F ü r  Kegelschnitte ergibt sich das in

derselben W eise. W  i r  h  e i ß  e n ü b e r h  a u  p t »L i n i e« 
o d e r  G e b i l d e  e r s t e r  D i m e n s i o n  a l l e s ,  w a s  
m i t  d e r  s t e t i g e n  Z a h l r e i h e  a u f  i r g e n d  e i n e  
W e i s e  i n  e i n e  e i n - e i n d e u t i g e  u n d  s t e t i g e  
B e z i e h u n g  g e s e t z t  w e r d e n  kann . * )

W enn nun die Punktreihe c Punkte enthält, so hat 
auch das Strahlbüschel, das auch ein Parallelstrahl- 
büschel sein kann, c Gerade. W ir erzeugen je tz t eine 
Ebene, indem w ir von einem beliebigen O-Punkt und 
einem O-Strahl ausgehend den Strahl eine volle Drehung 
machen lassen, w ährend er auf einer G eraden P  gleitet. 
Durch den betreffenden P unk t der Geraden F  ist dem 
Strahl eine bestim m te Zahl zugeordnet, während jeder 
P unk t des Strahles selbst eine bestim m te Zahl träg t, 
die während der Drehung auf dem Umfange eines 
Kreises bleibt. Jedem  Punkte der Ebene ist mithin 
ein Zahlenpaar (a , b), wo a und b alle reellen Zahlen 
bedeuten, zugeorduet. Die M enge aller Punkte der 
Ebene bildet somit eine zweifach ausgedehnte M annig
faltigkeit, ihre M ächtigkeit wird durch c2 dargestellt.

Die Zahlen a und b kann man als Polarkoordinaten 
auffassen. E s h indert jedoch nichts, sie auch als rech t
winklige zu deuten. W ir lassen dann eben die erzeu
gende Gerade um einen unendlichfernen P unk t sich 
drehen und nehmen den N ullpunkt im mer auf P  an, 
wo wir ebenfalls einen willkürlichen N ullpunkt festlegen. 
Jedem  P unk t ist daun auch hier ein Zaldenpaar (a, b) 
zugeordnet. AVir können dies auch als eine reelle Dar
stellung aller überhaupt möglichen komplexen Zahlen 
der Form a +  b i  auffassen. M it diesen komplexen 
Zahlen ist der Zahlkörper der gewöhnlichen A rithm etik 
abgeschlossen. M au kann dem Schüler (allerdings nur 
an den einfachsten Beispielen) zeigen, daß jede Opera
tion m it einer komplexen Zahl wieder auf eine solche 
Zahl fü h rt, so daß man nicht genötigt wird, neue 
Zahlen einzuführen. Freilich stehen schon bei B a r d e y  
Beispiele, deren Lösung wir in der Schule nicht leisten 
können. Ich erinnere nu r an Gleichungen der A rt 
(— 2)r =  32, wo die Lösung zwar komplex ist, aber 
n icht abgeleitet werden kann, da die Form el eiJt — — 1 
dazu nötig  ist. Man muß das aber den Schülern wohl 
sagen, da sie nach dem Vorgetragenen gewohnt sein 
müssen, bei Unmöglichkeit der Lösung einer Gleichung 
durch Zahlen einer bestim mten A rt an die E inführung 
einer neuen Zahlengattung zu denken.

AVir wollen nun zunächst w ieder nachweisen, daß 
a l l e  (endlichen und unendlichen) zweidimensionalen 
Bereiche die M ächtigkeit c2 haben. H a t m an irgend 
einen endlichen, einfach zusammenhängenden Bereich,

*) Eine so definierte -Linie« braucht natürlich im allge
meinen durchaus nicht die Eigenschaften zu haben, die eme 
geometrische Kurve, wie man sie sich gewöhnlich vorstellt, 
besitzt. Man bezeichnet das Gebilde, das durch die Ein- 
dimensionalität charakterisiert ist, meist als - Jo rd a n sc h e  
Kurve« (Vgl. C. J o r d a n  a. a. 0 . S. 90).
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Fig. 6.
Es stellt aber nun im mer noch die F rage offen, 

ob nicht etwa, wie schon a2 == a war, auch c- =  c sei. 
Das hieße mit W orten : D a s  z w e i d i m e n s i o n a l e  
K o n t i n u u m  h a t  d i e s e l b e  M ä c h t i g k e i t  w i e  
d a s  l i n e a r e .  Dies ist nun in der T a t der Fall. 
Denn nach unserer Definition ist

*) Is t der Bereich komplizierter, so muß man ihn in Stücke 
zerlegen.

r . . :  - 1— *- t -  ' s  r — i----------1---------- 1
 _____ Fig. 7.

*) Hier ist. da jeder endliche Dezimalhruch auch in un
endlicher Form geschrieben werden kann (0,4 =  0,30999 •••) 
eine kleine Schwierigkeit wegen der ausnahmslosen Kinein- 
deutigkeit dadurch zu überwinden, daß man endliche. Dezimal- 
brüclio weder bei den «, noch bei den .r, y zuläßt.

dessen U m randung die Polargleichung Q =  f((o) hat*), 
so brauchen w ir nur fü r jeden einzelnen S trahl die 
oben angegebene Beziehung

wo ;/ für den Bereich, x  fü r die Ebene gelten soll, 
aufzustellen, um den Bereich ein-eindeutig auf die unend-

c2 =  (e“) 2 =  e 2 n =  c 0 =  c.
Um diesen höchst m erkwürdigen Satz aber d irekt zu 
beweisen, können wir uns darauf beschränken, die ein
eindeutige Beziehung zwischen der Zahlenreihe 0—1 
und der Punktm enge des über dieser S trecke errichteten 
Quadrates nachzuweisen. Dann haben w ir es nur m it
Dezimalbrüchen zu tun, die m it 0 , .........  beginnen.
Irgend  einem Punkte  der Strecke m it der Zahl 

u =  0, «, n2 a<j e -  a6 • • • • 
ordne ich nun im Q uadrat den P unk t zu m it den 
Koordinaten

x  =  0, n, n:, «5 ■ ■ ■ • i/ =  0, ct., a t ua ■ ■ ■ ••
Das sind aber selbstverständlich auch Zahlen, die schon 
unter den « Vorkommen. Umgekehrt, wenn ein Punkt 
die Koordinaten

x  —  0, cq ct., I<3 a 4   1/  —  0, ß x ß., ß3 /Q ----------------
hat, weise ich ihm auf der Strecke 0—1 den Repräsen
tanten der Zahl

u —  0, «j /?4 «2 ß i as ß : i ' ’ ' 
zu*). Diese A bbildung ist unstetig, wie m au auf den 
ersten Blick sicht. D. h. zwei unendlich nahen Punkten 
des Quadrats werden nich t immer auch zwei unendlich 
nahe Punkte der Strecke entsprechen. So entsprechen 
z. ß . allen Punkten des Quadrats m it den Koordinaten 

x  =  0, «j oL, H:i ■ • • • ¡/ —  0,
d . h .  der ganzen stetigen Strecke 0 - 1  die Punkte der
selben Strecke m it den Zahlen

il —  0, «4 0 a2 0 0 «4 • ■ •
deren M ächtigkeit zwar im m er noch c ist, die aber 
gewiß keine stetige Folge bilden.

liehe Ebene abzubilden (vgl. F ig. 5). Is t fü r einen zweiten 
Bereich, dessen R and die Gleichung p =  r/j(ta) hat,

ebenso y l =  <! (<->),

so erhält man fü r die ein-eindeutige A bbildung beider 
Bereiche aufeinander sofort

f  (o>)
v  //‘ <r(c>y

d. i. die oben -schon augedeutete A ehnlichkeitstrans- 
formation. Ich  will als Beispiel ein Q uadrat und einen 
konzentrischen Kreis nehmen (Quadratseite a, K reis
radius r ,  Fig. ö). Dann ist in dein einen Quadranten

für die' Quadratseitc o =  -—- — , für den K reis o =  r.2 cos co L
Durch die Gleichung

ai/ =  x   —
2 r  cos co

für jeden  R adiusvektor wird der Q uadratquadrant ein- 
eindeutig punktweise dem K reisquadranten zugeordnet. 
F ü r die übrigen Quadranten ist es ebenso zu machen.
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Man kann jedoch die Punkte der Strecke sogar 
e i n d e u t i g  und s t e t i g  den Punkten des Quadrates 
zuordnen, wie zuerst P e a n o  gezeigt hat. In  der von 
H i l b e r t * )  bald darauf gegebenen m ehr geometrischen 
Form  ist die Sache so anschaulich, daß es jeder einiger
maßen begabte Schüler verstehen muß.

M an teile zunächst die Strecke in  vier gleiche Teile 
(s. Fig. 7), ebenso das Quadrat, sodann nehme m an in 
jed e r Teilstrecke und jedem  Teilquadrat wieder eine V ier
teilung vor und bezeichne die Teilstrecken und Teil
quadrate m it den Ziffern I bis 16, aber bei den Qua
draten so; daß jedes folgende Q uadrat sich an das 
vorhergehende m it einer Seite anlehnt, so daß alle 
Quadrate in einem Zuge passiert werden können. Dieses 
Verfahren kann beliebig fortgesetzt werden und man 
gelangt so dazu, jedem  Punkte der Geraden, indem man 
ihn in im m er kleinere Teilstrecken einschließt, einen 
ganz bestim m ten Punk t des Quadrates zuzuweisen. 
Denn die entsprechenden Teilquadrate liegen ebenfalls 
notwendig ineinander und bestimmen in ih rer Grenze, 
den P u n k t des Quadrats. D urchläuft man die Strecke 
stetig von 0—1, so überstreicht die entsprechende Zick
zacklinie im  Q uadrat — man heißt sie P e a u o s c h e -  
Kurve**) — der Reihe nach alle Punkte  des Quadrats.

Was ist nun aber der charakteristische U nterschied 
von zwei Dimensionen gegenüber einer ? W ie Sie 
sehen, meine H erren, ist das keineswegs so einfach. 
Es ist das ein Punkt, der nicht einmal in d c r W e b e r -  
W e  11 s t e i nseben Enzyklopädie exakt dargestellt wurde, 
viel w eniger in unseren gebräuchlichen Elem entar-, 
büchern.***) W ir kommen aber au f das Richtige, wenn 
w ir unsere oben gegebene Definition fü r die eindimen
sionale Punktm engc gehörig erweitern und gemäß der 
zuerst angegebenen Erzeugung der Ebene sagen:

Z w o i d i m c n s i o n a 1 h e i ß t  e i n c P  u n k t -  
m e n g e ,  d e r c n  E l e m e n t e  e i n  - c i n  d c u  t i g  u n d  
s t e t i g  d e m  S y s t  e m e d e r  a u s  a l l e n  r e e l l e n  
Z a h l e n  g e b i l d e t e n  Z a h l e n p a a r p  («, b) z u g e -  
o r d n o t  w e r d e n k ö n n e n .

I m der T at war unsere erste A bbildung des Qua
drats auf die Strecke wohl ein-eindeutig, aber nicht 
stetig, die Peano-H ilbcrtsche is t eindeutig und stetig, 
aber n ich t ausnahmslos eindeutig umkehrbar. Wohl 
werden w ir jedem  Q uadratpunkt m it zwei irrationalen 
K oordinaten einen bestim mten P unk t der Strecke zu
weisen können, aber fü r jeden P unk t m it nur einer 
rationalen K oordinate w ird sieh eine Zweideutigkeit, 
fü r jeden  Punkt m it zwei rationalen K oordinaten eine 
V ierdcutigkeit ergehen. Beispielsweise w ird es schon 
nach der ersten V ierteilung zweifelhaft bleiben, welchem 
Gebiete der Strecke der M ittelpunkt des Quadrates 
zuzuweisen sein wird.

Es ist klar, wie diese B etrachtungen auf den Raum 
fortgesetzt w erden können. V erbinden w ir irgend einen 
P unk t 1> m it säm tlichen Punkten einer Ebene durch 
Gerade, so erhalten w ir alle Punkte des Raumes und

* )  P e a n o ,  M a t h .  Ann. :>ü, 1890, S. 1 5 7 — 1 6 0 ; H i l b e r t ,  
M a t h .  Ann. r.s, isM. S. 459/60.

**) Diese sog. P c a n o sc h c  Kurve ist selbstverständlich 
keine eigentliche-L inie-, d. h. nicht einmal eine Jo rd an seh e  
Kurve. Vielmehr stellt ein solches Gebilde eine Ucbergangs- 
form zwischen der eisten und zweiten Dimension dar.

***) M an  s e h e  d e n  A u f s a t z  v o n  L o r i a  „ La definizione dello 
spazio a n diinensioni e Tipolesi di continuilh del nostro spazio secondo le 
ricerche d i Giorgio Gmtor“. G i o r n .  n i a t .  do, 1887,  S .  97 —  108. —  S e h r  
p r ä z i s  i s t  a u c h  d i e  D a r s t e l l u n g  i n  d e m  k ü r z l i c h  e r s c h i e n e n e n
1. H e f t  dfcs W e r k e s  v o n  W .  F .  O s g o o d  „Lehrbuch der Ftzti&tlmni- 
htorie“ ( T e u b n e r  1900) S . 120  II.

können jedem  ein Zahltripel (a, ft, c) znordnen, resp. 
eine gewisse höhere komplexe Zahl a - \ - b i - \ - c j .  Alles 
übrige läßt sich d irek t übertragen, w orauf ich n icht m ehr 
eingehe. AVir definieren w ieder e i n e  d r e i d i m e n 
s i o n a l e  M a n n i g f a l t i g k e i t  a l s  d e n  I n b e 
g r i f f  a l l e r  E l e m e n t e ,  d i e  s i c h  d e n  T r i p e l n  
a l l e r  r e e l l e n  Z a h l e n  («, ft, e) e i n - e i n d e u t i g  
u n d  s t e t i g  z u o r d n e n  l a s s e n .

Die M ächtigkeit des dreidimensionalen Kontinuum s 
und überhaupt des Kontinuum s jed e r Dimension ist 
aber nur c. In  Buchstaben

c-’ = c ;  c3 =  c; cc=t\
Da aber c =  ctt war, so ist auch

cn == (en )fl =  e"'! 4= e“ =  c.
Ergänzend sei dann noch erwähnt, daß, da schon cl< — C 
ist, aber c" auch gleiche, auch a °— C sein muß. A ndrer
seits wäre

ec = c c >  c,
gäbe also eine höhere M ächtigkeit als die des K onti
nuums, die einstweilen nur iuriktionentheoretisohes 
Interesse hat.

AVir haben so nur zwei M ächtigkeiten von geo
m etrischer A bw endbarkeit kennen gelernt, <1. i. die 
M ächtigkeit N0 aller abzahlbaren M annigfaltigkeiten 
und die M ächtigkeit N; des Kontinuum s von beliebig 
vielen — bis zu abzahlbar unendlich vielen — Dimen
sionen.

In  der Ebene und im R aum  gibt es noch mancherlei 
Dinge, die in der angedeuteten Richtung liegen und 
dem Schüler leicht zugänglich sind. M an leitet un
schwer all, daß die Ebene c- Gerade, der R aum  c:i 
Ebenen, aber c1 Gerade enthält. Die niedrigere Dimen
sion ist dabei gegenüber der höheren zu vernachlässigen. 
D er Schüler wird dies leicht1 verstehen, wenn m an ihn 
fragt, ob etwa die Punktm enge einer E bene wesentlich 
geändert wird, wenn m an die Mengen der Punkte  von 
einer oder mehreren Geraden sich daraus wegdenkt.

Es ist c2 — C ■ C =  C (c — e) =  C ■ C =  c2. Schwieriger 
ist die Sache schon, wenn man sich die Ebene überall 
dich t von Punkten  m it algebraischen K oordinaten be
deckt und diese sämtlich horausgenonnnen denkt. Daß 
es dann zwischen zwei Punkten im mer noch stetige 
Verbindungslinien g ib t, haben wir an der Exponential- 
und Sinnskurve gesellen. A ber g ib t es denn in einer 
solchen Ebene noch Gerade und wie viele? Die Be
antw ortung dieser F rage ist sehr einfach. Die ganze 
Ebene enthält c2 Gerade. AVir haben aus ihr a Punkte 
entfernt, durch die a  • C G erade gehen, wobei sogar 
jede  unendlich oft gezählt sein kann. Daher bleiben 
noch immer

c2 — n ■ c =  c (c — a) =  c • c =  c2 
gerade L inien. Das ungeheuere Uebcrwiegen der Menge 
der transzendenten Zahlen über eine noch so dichte, 
aber abzahlbare M enge könnte kaum besser illustriert 
werden*). Es g ib t dann allerdings n icht m ehr zwischen 
irgend zwei Punkten  der Ebene eine Gerade, aber die 
M ächtigkeit der Geradenmenge hat sich n ich t verändert.

Der Schüler versteht ferner leicht, daß es c:i ver
schiedene Dreiecke oder Parallelogram m e, c1 Trapeze, 
e> V ierecke gibt. Dies ist nur eine andere Form ulierung

*) Andererseits zc-igen uns solche Beispiele aufs deutlichste, 
daß, so sehr w ir uns bemühen, uns eine Linie ohne Dicke zu 
denken, dies uns doch unmöglich ist. Vergl. die »Funktions- 
Streifen« K. K le in s ,  Ante, der DiJfWentiaU und Integralrechnung a u f 
Geometrie, Leipzig 1902 (Comnii Teubner), S. 260 und P o in c a r ö -  
W e b e r ,  Der Werl der Wissenschaft (Teubner 1906),  S. 12/13.
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der Tatsache, daß ein Dreieck oder Parallelogram m  
durch 3, ein Trapez durch 4, eiu V iereck durch 5 Stücke 
bestim m t ist. Es g ib t c2 Rechtecke oder Rauten, 
c Quadrate, gleichzeitige Dreiecke, Kreise. Dabei ist 
die L age der betreffenden F igur unberücksichtigt. — 
F rag t man, wieviel K reise überhaupt es in der ganzen 
Ebene gebe, so erg ib t sich, da ein K reis erst durch 
drei Punkte festgelegt ist, c3. L äß t man einen Punk t 
weg, so hat man ein Büschel m it c K reisen (die M ittel
punkte erfüllen die C Punkte  einer G eraden), läß t man 
noch einen zweiten Punkt weg, so hat man ein Kreis
bündel (die M ittelpunkte erfüllen die ganze Ebene) 
m it c2 E lem enten. Ebenso g ib t es im Raum C* Kugeln, 
durch einen P unk t c3 (Gebüsch), durch zwei Punkte  c2 
(Bündel), durch drei Punkte C (Büschel), durch vier 
Punkte eine einzige Kugel. Die Menge aller Ge
raden, die eine bestim m te treffen, is t c3. Die aller
übrigen Geraden C4 — c3 =  C3 (C — 1) =  C4. J a  man
kann auch hier abzählbar unendlich viele Gerade
geben, z. B. alle a 1, die algebraische K oordinaten 
haben, daun gibt es im m er noch

c‘ — a 4 ■ c3 — c3 (c — a 4) =  c3 • (c — a) =  c3 • c =  c4 
Gorade, die keine von den gegebenen treffen.

M eine H erren, diese Beispiele lassen sich beliebig 
verm ehren. Ich  will aber zum Schlüsse kommen. Ich 
habe von den Begriffen und Ergebnissen der Menge- 
lehro diejenigen darzustellen g esu ch t, die in  einer
direkten Beziehung zu Dingen stehen, deren Behand
lung im U nterrichte geboten ist. W enn ich da und 
dort etwas m ehr sagte, so diente das zur Ergänzung 
und Vervollständigung. Manche von den einschlägigen 
W ahrheiten sind so überraschend und trotzdem  leicht 
verständlich — ich möchte nochmals auf die gleiche 
M ächtigkeit aller K ontinua hinweisen —, daß sie, liier 
und da eingestreut, uns helfen werden, die unverm eid
liche E intönigkeit trigonom etrischer, stereom etrischer 
und anderer Uebungsaufgaben zu unterbrechen, dem 
Schüler Zusammenhänge aufzudecken, in deren E r
innerung die alte, tie f wurzelnde M einung von der 
M athem atik als einem sehr trockenen Gegenstand, mehr 
und m ehr in der kommenden G eneration verblassen 
soll, einstweilen im Rahmen der bestehenden V erord
nungen, hoffentlich aber in n icht m ehr zu ferner Zeit 
auf G rund einer neuen, dem W unsche der M athem atiker 
aller Nationen entsprechenden, von der Gesellschaft 
Deutscher N aturforscher und von unserem Verein, 
speziell der bayrischen Sektion vertretenen und warm 
befürworteten, auf verbesserter G rundlage errichteten 
Lehrordnung.

D ie  A n w en dbark eit der S im p son sch en  R e g e l, 
g le ic h z e it ig  eine V era llgem ein eru n g  des A rch i

m ed isch en  S a tzes .
V on 0 . N i t s  c h e  (C harlottenburg).

Bei der Berechnung von K örperstum pfen ist die 
S i m p s o n s c h e  Regel bekanntlich anwendbar, wenn 
der K örper von zwei parallelen «- bezw. »f-seitigen 
Grundflächen und einer gewissen Anzahl von Drei- und 
Vierecken als Seitenflächen begrenzt wird. D a die 
positiven ganzen Zahlen n und m  keiner weiteren B e
schränkung unterworfen sind, so ist ohue weiteres klar, 
dass die Regel, ebenso wie die Form el für Prism a und 
Pyram ide, auch fü r den Grenzfall m und n — OO  Gültig
keit behält, so lange die Seitenflächen sich als aus 
Parallelogram m en oder Dreiecken von endlicher Höhe

und unendlich kleiner Grundlinie zusammengesetzt dar
stellen lassen. Die Simpsonsche Regel gilt also auch 
für K örper, die von parallelen Grundflächen und einer 
beliebigen g e r a d l i n i g e n  F l ä c h e  als Seitenfläche 
begrenzt worden. Dies ist allgemein bekannt, die 
häufigste und am nächsten liegende Anwendung wohl 
der Kegelstumpf. Damit allein aber würde die Regel 
eine immerhin ziemlich beschränkte A nw endbarkeit 
haben und, seihst wenn man auch das einschalige R ota
tionshyperboloid, auf das ich unten zurückkomme, m it 
in den Kreis der B etrachtung ziehen wollte, für den 
U nterricht an höheren A nstalten wenig an Bedeutung 
gewinnen, wenn sich n icht gewisse von krum men, aber 
durchaus nicht geradlinigen Flächen begrenzte K örper 
nach dem Cavalierischen Prinzip in geradlinig begrenzte 
verwandeln Hessen. F ü r die K ugel stellt diesen Zu
sammenhang der Satz des Archimcdes her, der das 
Volumen jen e r durch das des geradlinig begrenzten 
R estkörpers ausdrückt. Dasselbe gilt von K ugelab
schnitt und Kugelschicht. Beispiel:

t h o . .1 ,-2 ,1
Kugel —  —  (O -j-O -f-4  r 2l == n   — - =  .t r 3.

b ' b 3
Es lässt sich also jeder der genannten K ugelteile direkt 
durch Anwendung der S i m p s o n s c h e n  Regel berechnen, 
und ich wundere mich, dass diese M öglichkeit in keinem 
der m ir bekannten L ehrbücher auch nur angedcutet 
ist. M an wird m ir einwenden, dass h ierfür kein Be
dürfnis vorhanden ist, da j a  fü r diese K örper die 
Form eln nach altbew ährten M ethoden abgeleitet werden. 
D em gegenüber m öchte ich betonen, dass die S i m p s o n 
s c h e  Regel nur e i n e  e i n z i g e  Form el ist und die 
Form eln für K egel, Kegelstumpf, Kugel, K ugelsegm ent 
usw. umfasst, dass also dem Schüler die M öglichkeit 
geboten ist, ohne die H ilfsm ittel der höheren Mathe
m atik einen höheren Standpunkt zu gewinnen. Dazu 
kom m t aber, — und das erscheint mir als das w ichti
gere — dass die S i m p s o n s c h e  Regel eine noch viel 
allgemeinere A nwendung zulässt. S ie gesta tte t nämlich 
n icht nur die Kugel, sondern überhaupt alle durch 
Rotation ebener K urven zweiter Ordnung entstehenden 
K örper und K örperstum pfe zu berechnen, also g e 
l e g e n t l i c h  auch Rotations-Paraboloido, Ellipsoideusw., 
ohne zu besonderen M ethoden und K unstgriffen die 
Zuflucht nehmen zu müssen. Dazu allerdings bedarf 
es erst des Nachweises, dass der A r c h i m e d i s c h e  
S a t z  nur  ein s p e z i e l l e r  F a l l  des a l l g e m e i n e r e n  
S a t z e s  is t: „K örper, die von Rotationsflächen zweiten 
Grades und von zwei norm al zur Drehungsachse stehen
den G rundkreisen begrenzt werden, lassen sich durch 
gewisse, von geradlinigen Flächen umschlossene K örper
stumpfe (Zylinder, K egel, Keil) von gleicher Höhe 
ausdrücken.“

B ew eis:
Fall I :  D a s  R o t a t i o n s - E l l i p s o i d .

Die F igur ist der des A rchim edischen Satzes völlig
x -  tr

entsprechend. R o tiert die Ellipse — +  g ? =  1 llm

grosse Achse, so zeichne man den koaxialen berühren
den Zylinder (also vom Radius b und der H öhe 2a) 
und die beiden Scheitelkegel, deren Grundflächen m it 
den Zylindergrundflächen zusammenfallen. L eg t man 
dann im Abstand x  vom M ittelpunkt normal zur 
Drehungsachse durch Ellipsoid und R estkörper (Zylinder 
minus Scheitelkegeln) Schnitte, so sind die Schnitt- 
figuren gleich, nämlich



1 9 0 6 .  N o .  5 . D ie A n w e n d b a r k e i t  d e r  Si m p s o n s c h e n  R e g e l . S .  1 1 1 ,

¿2
beim  Ellipsoid jr y -  =  j r  ft2  —  7t —  x 2

beim Restkörpor tt b- —  tt p2 oder da y .b  —  x - .a  
ft2

7t b- — Ti cXT1.
a-

R oticrt die Ellipse um die kleine Achse, so ist der 
Beweis nach Vertauschung von a und b derselbe.

H ieraus folgt, dass jede von Normalsclinitten be
grenzte Schicht eines Ellipsoids raum gleich ist einem 
Z y l i n d e r  m i n u s  einem K e g e l s t u m p f  von gleicher 
Höhe.*)
Fall H a . D a s  e i n s c h a l i g e  R o t a t i o n s - H y p e r 

b o l o i d .
X- )ß

Die Gleichung der H yperbel sei - r, — 'j ., =  1. M an

zeichne einen koaxialen berührenden Zylinder (also m it 
dem Radius a) von beliebiger H öhe und die koaxialen 
Scheitelkegel so, dass der Scheitel im M ittelpunkt des 
Hyperboloids liegt und der Radius sich zur H öhe wie 
a : b verhält. L egt man dann normal zur Drehungs
achse einen Schnitt durch die drei K örper, so ist der 
Hyperboloidschnitt gleich dem Zylinderschnitt p l u s  
dem Kegelschnitt, näm lich :

7t x 2 oder Tr «2 ^1 “ j j  =  7t d- -)- st p2 oder,

da p : a  == y  : b ,  gleich ,t u -  -{ -  —g r  U~-

Hieraus folgt analog, dass jede von Normalschnitten 
begrenzte Schicht des einschaligen Hyperboloids raum 
gleich ist einem Z y l i n d e r  j) 1 u s einem K e g e l -  
s t u m p f  von gleicher Höhe.

Uebrigens ist dieser Fall m ir m it Rücksicht auf 
die V ollständigkeit des verallgem einerten Archim edi
schen Satzes hier behandelt. F ür die Anwendung der 
S i m p s o n s c h e n  Regel bedurfte er dieses Nachweises 
nicht. Da der K örper seitlich von einer geradlinigen 
Fläche begrenzt wird, lässt sich für alle durch parallele 
Schnitte begrenzte Schichten, gleichgültig ob esN onnal- 
schnitte sind oder nicht, ohne weiteres die S i m p 
s o n  sehe Regel an wenden. R o tiert nämlich eine Strecke 
von der Länge 1 um eine sie kreuzende Gerade und 
beträg t der A bstand beider a, so ist, wenn m an durch 
die E ndpunkte der Strecke normal zur Drehungsachse 
die Ebenen legt und das von ihnen auf der Achse be
grenzte Stück 7X bezeichnet, leicht nachzuweisen, dass 
der A chsenschnitt des bei der D rehung umschriebenen 
Körpers der Gleichung

genügt, also eine Hyperbel m it den Achsen a und

— 1 darstellt. Selbstverständlich sind die Seiten 
1 - P - I f
des Hyperboloids streng genommen nicht als Parallelo
gram me zu denken, da sie eine wenn auch verschwin
dend kleine Torsion aufweisen, also windschief sind. 
Vielmehr empfiehlt es sich, jedes der windschiefen 
Parallelogram m e durch eine der Diagonalen in zwei 
ebene Dreiecke sich zerlegt zu denken, weil dann die 
Torsion ausscheidet und der K örper die V oraus
setzungen der S i m p s o n s c h e n  Regel erfüllt.

*) Da es sich nur darum handelt nachzuweisen, das9 sich 
der Körper in einen geradlinig begrenzten verwandeln lässt, 
ist Zylinder- und Kegelradius als nebensächlich nicht zum 
Ausdruck gebracht.

Fall I l b .  D a s  z w e i s c h a l i g e  R o t a t i o n s -  
H y p e r b o l o i d .

G leichung der Hyperbel wie oben. Man zeichne 
einen koaxialen Zylinder vom R adius b  und beliebiger 
H öhe und koaxiale Scheitelkegel so, dass der Scheitel 
wieder im M ittelpunkt des H yperboloids liegt und 
Radius zur Höhe sich wie b  zu a verhält. L eg t man 
dann durch die drei K örper einen N orm alschnitt, so 
gilt die Gleichung H yperboloidschnitt gleich K egel
schnitt minus Zylinderschnitt, vorausgesetzt, dass der 
Schnitt reelle Punkte der H yperbel trifft, also

7 t, /  oder .t ^  x2 -  7>2̂  _  n  Q‘> _  „  ¿2.

Da nun aber p : x  =  b  : a, so geht die rechte Seite über in 
¿2

TZ - X2 — TT b ~ .a-
Daraus folgt, dass jede von N orm alschnitten begrenzte 
Schicht eines zweischaligen R otations-H yperboloids 
raum gleich ist einem K e g o l s t u m p f  m i n u s  e i n e m  
Z y l i n d e r  von gleicher Höhe.

Fall I I I .  D a s  R o t a t i o n s - P a r a b o l o i d .
Die Parabel habe die Gleichung y~ —  p  x . Ein 

Norm alschnitt im Abstand x  vom Scheitel ist dann 
gleich tt y~ =  7t p  x  also gleich einem Rechteck m it der 
konstanten Seite tz  j > und der proportional dem Abstand 
wachsenden Breite x . H ieraus folgt, dass das Rotations- 
Paraboloid raumgleich ist einem geraden prismatischen 
Keil, dessen Schneide t tp  und dessen senkrecht zu einer 
seiner schrägen Ebenen gemessene Dicke gleich dem 
zugehörigen Abstand von der Schneide ist.

Von den übrigen Kurven zweiter Ordnung ist der 
Kreis bereits durch den Archimedischen Satz erledigt, 
zwei sich schneidende und zwei parallele Geraden be
schreiben bei der R otation K egel und Zylinder also 
von vornherein geradlinige K örper, die keiner V er
wandlung bedürfen. D am it ist fü r alle K urven zweiter 
O rdnung bewiesen, dass der Satz des Archimedes in 
der oben verallgemeinerten Form  gilt. Mithin lässt 
sich auf alle jene K örper und ihre norm al begrenzten 
Abschnitte und Schichten die S i m p s o n s c h e  Regel 
anwenden.

Ich komme nun zur Anwendung. H ier sind aller
dings für Schüler, namentlich bei der Berechnung der 
Mittelfläche, rechnerische Schwierigkeiten vorhanden, 
aber in a l l e n  F ä l l e n  führt ein einfacher K unstgriff 
zum Ziel. In  den folgenden Beispielen bedeutet durch
weg Fy den einen (Radius oQ, F.2 den anderen G rund
kreis (Radius p2), M  die M ittelfläche (Radius p) und h 
die Höhe des K örpers.

I. D ie  K u g e l .
a) S e g m e n t ,  x L sei der Abstand des Kreises F t

vom M ittelpunkt, also x , — der des Kreises M  und 

X| -f- h oder r  der des Kreises F„. F2 =  0, so ist

1) M = * p 2 =  * |  r 2 - ^ - ^ ]

2) F o - d ^ - i f c .  +  Kf]

folgl. la )  2 • M =  .7 [ 2 r-  —  2 x t2 — 9 x , 7, — ^  J
2) F., =  7t [r2 — x ä  — 2 Xj h -  h~],

folgl. 2 M — F„ =  2 M— 71 [)-2 X j2 - j - 1 ] = * [ Ü + 1 ? ]  
4  M — n  (2 p j2 - f  7,2) “

Vol =  £  (0 +  »  ?12 +  4 M ) =  (ß s p  +  *2)
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Die •Aufstellung der Gleichungen 1)'; 2) und la )  ist 
t y p i s  c h ,  durch Subtraktion verschwindet s t e t s  2 aq ft, 
so dass der K örper durch h und g (hei Schichten auch 
p2) sich ausdrückt. W ill mau das Segm ent durch die. 
Achsen (bezw. r) und h ausdrückcn, elim iniert man 
selbstverständlich n icht x h  sondern g. B eispiel:

1) M  —  .-rg2 = .- r  j r 2 — — [ ')  j  =  .7 h —  | )

2) /■) — ST Oj2 :— ST fl'2 - -  ()'  ft)“] =  ST (2 V k     ft“)
folglich 1 b) 4 M  —  st (4 r  ft — 2 ft2)

2) l '\  =  st (2 r  ft — Ä2)
K  =  0

J 7 0
folgl. iro l— ^ r - ( ß r h — 2 A2) =  (3 r — ft).<) O

Die zweite M ethode füh rt natürlich nur bei Seg
menten zum Ziel.

b) S c h i c h t ,  x , ha t dieselbe Bedeutung wie 
unter a.)

1) ,1f — .7 | >'2 — ^3 1 +  ^ 2j

2 ) ,U 2 =  .7 [r2 - ( X 1-]-ft)2]

1 a) 2 M  —  st I 2 r2 — 2 a:,2 -  2 x , ft -  * - 1

2) F., =  .t p.,2 st {r- x f  — 2 x, ft -  ft2]
l ft 2 I

2 JA— F., —  st r- - Cj2 _  i oder da r- — x ,2 =  pj2,

2 .1/ - ' 7 p2‘- +  -7 (p ,2 -(--£-)

4 .l/ =  ,T (2p12 -t“ 2 p._,2 -]- ft2)

I 'ol —  i7;/- (3 Oj2 -J- 3 p22 -j- ft2)
6

D a s  E l l i p s o i d .

Die Ellipse 4-a- b- 1 rotiere um die grosse

Achse, so ist
ft2p|- — //¡“ — ft- r, a)“, x*2 — X4 -f- ft-, x  :

a) Do7 =  ' — (0 —(— 0 — -4.7 ft2) folglich, da ft — 2 «

=  4.7
ei ft2 

3

ll>)

2)

b) S e g m e n t .  M ethode II .
r  ft5 /

1) .1/ =  .7 p2 =  .7 ,ß  =  .7 ft3 -  I a -

2) F t =  .7 ,/i2 =  .7 [ft2 — (ß  _  ft)2J

ft2 ft ft2 ft2"]

§ ) ’]

r a2 ft ft2 ft21 

r ft2
I "

¿2 7/ ___ 7i- />“']
i/ «2J

F0 =  0
Tr“ .7 h l , 7>2 7i 27*2TA * 7,2 t>2/ ;  \

c) S c h i c h t

1) M  =  -7 •5 * + i
m2) F . ,~ st t / . r ~  st I b- p  (x , +  ft) J  

1 a) 2 M  =  .7 I 2 ft2 -  2 g  u-42 -  -  2 x , ft -  £  • Ç

oi ». 1 ,0  ft2 oft2 , ft22) F« =  -7 /;--------¿jr a-L“ — 2 - ¿ri 7/-----5- 7/-
L. t r  * a- a- .1

2 M  -  F l  =  .7 [ft2 - g -  x r  +  J  y  ]

folglich, da ft2 x t2= p 12,

1 . l f t= .7 ^ 2 p 12 +  2 p 22 “f  g  ft2)

Do/ =  - -  (3  »i2 -{- 3 p.»2 4- „ ft3 
o \  “ a-

R oiiert die Ellipse um die kleine Achse, so ist
O __ O •> *>   , 1  . //

e r  =  -'i- =  <1- -f;> n c , iE =  in +  ft, y  =  //i +■ ü

und man erhält Formeln," die sich nur durch die Ver
tauschung von g und ft von den abgeleiteten unter
scheiden.

D as  H y p e r b o l o i d .
9  ̂O

[. D ieHyperber*., — g -  —  1 rotiere um die ¿/-Achse.

e r  — •• "2 4  ('h2 .'A2 //2 =  //i +  // =  //i +  | -

a) S e g m e n t ,  d .h .S c h ic h t über dem G rundkreis 
st <t-. also ,/[ =  0, M ethode I I

a2 lfi\1 ) .1/ =  .v p2 =  .7 ß  =  -r ,fi +

2) F., =  .7 p.,2 =  .7 y.? =  .7

1 b) -1 3 / -  - ,t j l a- -j- .,, ft-

2) - f t  2  :  

ft’, :

. f o l g l .  D « / =  V  ( K +  2  i  A“)  
b) S c h i e b  t.

1) .11 =  .7 X,2 =  .7

2) F.2 ^ . - r x ß  =  sr 

la) 2 ,11 =  7

« * + ¡ 5

■)’ ]
f t \a
9

2) F.,

2 JA -  ft’„

2 a 2 + 2 g . , 12 +  2 ^ 1ft +  J . f

o2 a- ft2
« - + p - : v l2 - j 2  • §

folglich, da «2 + p / / , 2 =  e12

-I .1/ =  2.7 p.,2 +  st [2  p,2 — ft2)

Do/= ;TJ '  [3  p,2 +  3 p22 — p  ft2).

11. Die Hyperbel rotiere um die X-Achse, so ist 
9 O ft ~ . 11

e r  — / / r  ~  a r  — ft- »sw.

Xo — X, 4- ft, X — Xj 4 “ —. 

a) S c g m e n t. 

s t  p j  — ■ --- 0, x j  _ e t , x  ^ ,  Tt 4— ^ . a«» —  e t —I— f t .

1) .1/ =  ST y~=ST

V

a - f  : - Ä2

2 )  F a  — s t  

Ib )  -1 .1/ 7

2 )  f t  2 - - = . 7

( « + f t ) 2 - f t 2

4 “- f t - f Ä“ ft2

ft + 4  ft2a a 2
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1<y =  0, folglich
rr /, (  A2 h b-

Vol —  -ö-. ( 6 —  +  2h \ a a-
.7 7,2 ¿2

3 ä (3 a  +  ft). Methode 11.

b) S c h i c h t .

1) M  =  sru2--

2) /A =  .7,/22 =  .7 

l a )  2  .11 = . 7  

2) U2 =  -7 

2 i l l  Fa — -7

'ft2 1
p ^  +  f t ) - '-  A- j

: - . f t2- A 2]2 lr,j X l h +  lr  a- a-
b~ x 2 _ &  }l _ h2
a- n2 2 

7,2
folglich, da p  x / - — 7r — Pi2,

0\  ft2 ,.;i 2 Sl—  ]r2 i l l  == .7 p22 4 -  -7 

4  .1 1 = 7  i 2 2 p.,2— %  Ir  
ar

Vol —  - [ . * )  pi2 4-  3 p,2 - g  ft2).

Genau wie heim Ellipsoid führt also auch hier die 
Vertauschung der Drehungsachsen in der Formel nur 
eine Vertauschung von a und ft herbei.

D a s  P a r a b o l o i d .

Die Parabel ß ~ p x  rotiere 11111 die x-Achse, die 
alleinige Symmetrieachse, so ist

p22 =  y.? —  p x» usw. x  — Xj +  o ; x 2 +  ft.

a) S e g  m e 111. =  0 ,-7  p,2 =  0, x =  „ , x j  -

1) .11:
ft

' l> 9

2) l ’2 = . 7  //22 =  .7 p f t
1 b ) 4 ,11 =  2 .7 p h

1 = 0

Fo7 =  (■ 3 p  ft) =  -  11. MethodeO ¿i
oder la )  2 .11 =  .7 p  ft

2) Fo —  JTph 
2 .11 — JA =  0

2 .11 =  .7 p ,2
4.11 = 2 . 7 p.,2

Po7 =  (0 4- 3 p22) = = -lgy<  1. Methode.

b) S c h i c  li t.

1) .11 =  7  =  .7 p g :j 4- | )

2) jF, =  ,7 i/ ,2 =  .7 p  (xx 4- h ) 
l a )  2 . 1 7 =  7 p  (2 x 4 +  10

2 .11 — F 2 —  7  p  x, =  .7 i/i2 
folgl. 4 ill =  2 7  p22 +  2 7  P42

Po? =  y  (3 Pi2 +  3 p22) = :  .7 ft sj I ± ? 1

oder, da fei2 + ei). M,

illalso n icht nur Mittelfläche, sondern auch arithmetisches 
Mittel der beiden Grundflächen,

Vol —  h -M .

Das Verständnis der Ableitungen wird selbstver
ständlich durch Figuren wesentlich erleichtert. H ier 
konnte darauf verzichtet werden. Bemerken möchte 
ich noch, dass der Gültigkeitsbereich der S i m p s o n 
s c h e n  Regel m it dem Gebotenen noch keineswegs er
schöpft ist. Der Archim edische Satz, der oben auf 
R otationskörper erw eitert ist, lässt sieh nämlich noch 
weiter verallgemeinern und ganz entsprechend zeigen, 
dass auch K ö  r p e r ,  d i e  v o n  e 11 i p t i s c h e n  F l ä c h e u  
z w e i t e n  G r a d e s  u n d  z w e i  N o r m a l s c h n i t t e n  
b e g r e n z t w e r d e n ,  s i c h  d u r c h  g e w i s s e  g e r a d - 
l i n i g  b e g r e n z t e  K ö r p  e r s t u m p f c v  o n  g l e i c h e r  
H ö h e  a u s  d r ü c k e n  l a s s e n ,  und zwar das allge
meine Ellipsoid als elliptischer Zylinder m i n u s  ellip
tischem Kegel, das einschaligeHyperboloid als elliptischer 
Zylinder p l u s  Kegel, das zweischalige Hyperboloid als 
elliptischer Kegel m i n u s  Zylinder, das elliptische Para- 
boloid als Keil.

Die Form eln wiederzugeben geht, über m eine Auf 
gabe, der S i m p s o n s c h e n  Regel im U n t e r r i c h t  
ein grösseres Feld der Anwendung zu verschaffen, hin
aus, da elliptischer Zylinder und Kegel hier ausge
schlossen sind. Ebenso scheidet die Frage, wie weit 
der Archim edische Satz auch für parallel, aber nicht 
normal begrenzte Schichten gilt, hier aus. Daraus 
bitte  ich aber n icht den Schluss zu ziehen, dass nach 
m einer A nsicht nun auch a l l e  oben entwickelten Form eln 
im U nterricht Verwendung finden sollen, es lag m ir 
vielm ehr nur daran, zn zeigen, dass die S i m p  so  n s eh  e 
Regel gegebenen Falles ein bequemes M ittel liefert, 
derartige K örper der elementaren Rechnung zugänglich 
zu machen, u n d  dass in k e i n e m  F a l l e  an die 
rechnerische F ertigkeit besondere Anforderungen ge
stellt werden, dass vielmehr alle Entw ickelungen nach 
derselben Norm verlaufen, wie sie in Vorstehendem 
durch die Gleichungen 1), 2i und la )  für Schichten 
und Segmente als besondere Schiehtform en, durch 1),
2) und 2b) fü r Segmente zum A usdruck gebracht ist. 
Von dieser Norm bin ich deshalb auch in den Fällen, 
wo andere M ethoden vielleicht bequem er zum Ziel 
führen, n ich t abgewichen und b itte , von diesem Ge
sichtspunkte aus das Gebotene zu beurteilen.

E rsa tz  für Schülerübungen.
Ansprache au f der H auptversam m lung zu Erlangen.*) 

Von H. R üb  Im  a n n  (H alle a. S.).
Der lebhafte Wunsch, die durch den Fortfall der 

physikalischen Schülerübungen entstandene Lücke aus
zufüllen, liess den Plan entstehen, im Rahmen der zur 
V erfügung stehenden Stunden Ersatz zu schaffen. Dazu 
wurden geeignete Versuche aus dem System solange 
zurückgestellt, bis, der Schülerzahl entsprechend, eine 
der U nterrichtsstunden zur allgemeinen L aboratorium s
stunde bestim m t werden konnte.

Die betreffenden A pparate waren an ih rer Stelle 
nach eingehender Erklärung von jedem  Schüler skizziert 
und die Ausführung des Versuches angedeutet, so dass 
nun für jedes L aborantenpaar nur noch kurze U nter
weisung fü r seinen Versuch nötig  war. Diese wurde 
aber im Beisein aller gegeben, wie auch die erzielten 
Beobaebtungsresultate in der nächsten S tunde allen 
m itgeteilt wurden.

Gelegentlich liess sich daran eine häusliche Aus
arbeitung auschiiessen, worin jedes Paar seinen Versuch

*) S. U nt.-B l. X II, 3, S. 65.
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ausführlich beschrieb und durch Zeichnung und graphische 
Darstellung erläuterte. Sie wurde von den Schülern 
gern geliefert und bo t bei der K orrek tur durch vor
herige Beschränkung ih rer Länge keine Schwierigkeit.

Da diese M ethode erst kurze Zeit angewendet wurde, 
soll in ihrer M itteilung nur eine A nregung gegeben 
werden zum Sammeln w eiterer Erfahrungen auch unter 
ändern Verhältnissen. Dazu erm utigte auch der Umstand, 
dass ähnliche W ege neuerdings von der Chemie auch 
in dem verbindlichen Schüler-Laboratorium  cingeschlagen 
werden.

S c h u l -  u n d  U n i v e r s i t ä t s - N a c h r i c h t e n .
N a tu rw is s e n s c h a f t l ic h e r  F e r ie n k u r s u s  a n  d e r  

K ö n ig lich en  A k a d e m ie  zu  P o s e n  vom 10. bis 
18. Oktober 1906.

In  diesem neuerdings eingerichteten Ferienkursus 
fü r O berlehrer werden von den nachstehend genannten 
Dozenten die bei ihren Namen verm erkten K urse ab
gehalten werden, die säm tlich m it Ausnahme der im 
Gebäude der Oberrealschulo abzuhaltenden Kurse (2) 
und (4) im  Gebäude der Akademie selbst stattfinden 
sollen:

1. Prof. K r e u t z b e r g :  Die Astronomie in der Prim a 
der höheren Lehranstalten. (3 Stunden.)

2. Prof. M e n d e l s o h n :  Methoden der M olekular
gewichtsbestimmung. (1 Stunde.)

3. Prof. M e n d e l s o h n :  Die Jenaer Glasindustrie 
und das Buntglas im Kunstgewerbe. (2 Stunden.)

4. Prof. M e n d e l s o h n :  U ebungen im chemischen 
Laboratorium  der Oberrealschule. (2 Stunden.)

5. Prof. P f u h l :  Die Enzyme und ihre Bedeutung 
im Leben der Pflanze. (2 Stunden.)

6. Prof. P f u h l :  Die Behandlung der Pflanze im 
U nterrich t nach biologischen Gesichtspunkten. 
(3 Stunden.)

7. P rof. S p i c s :  W echselstrom und Drehstrom.
(4 Stunden.)

8. Prof. S p i c s :  Die physikalischen Grundlagen der 
modernen Beleuchtung. (2 Stunden.)

9. Prof. S p i o s :  V orführung neuer Schulapparatc. 
(2 Stunden.)

10. Prof. S p i e s :  Physikalische U ebungen. (5 Stunden.)
11. M echaniker H i u t z e :  Praktische Uebungen in der 

mechanischen W erkstatt. (14 Stunden.)
Im  Anschluß an diese Kurse w ird un ter Führung 

von Prof. P f u h l  am 13. Oktober eine Besichtigung 
der Naturwissenschaftlichen A bteilung des Kniscr- 
Friedrich-M useum s und am 17. O ktober eine Besichti
gung des Pflanzengartens am Mariengymnasium sta tt
finden, den Schluß des K ursus soll ein am Nachm ittag 
des 18. O ktober stattfindender Ausflug nach den Sinuer- 
werken (H efefabriken) in Luban bilden.

V e r e i n e  u n d  V e r s a m m l u n g e n .
U n te rr ic h tsk o m m iss io n  d e r  G e se lls c h a f t D e u t

s c h e r  N a tu r fo r s c h e r  u n d  A e rz te . Der der dies
jährigen  Naturforscherversamm lung in S tu ttgart am
17. Septem ber vorgelegte zweite Teil des von der 
Kommission erstatteten  Berichts ist nunm ehr im B uch
handel (V erlag von B. G. T eubner in  Leipzig und 
Berlin) erschienen. E r  um faßt sechs T e ile : einen A l l 

g e m e i n e n  B e r i c h t  iil>er die T ätigkeit der Kom
mission im verflossenen Jah re , drei Einzelbericlite über 
den mathematischen und naturwissenschaftlichen U nter
richt an den R e f o r m s c h u l e n ,  den s e c h s k  1 a s s i - 
g e n  R e a l s c h u l e n  und den h ö h e r e n  M ä d c h e n 
s c h u l e n ,  ferner V o r s c h l ä g e  z u r  L ö s u n g  e i n i 
g e r  a l l g e m e i n e r  F r a g e n  d e r  S c h u l h y g i e n e  
und endlich ein M e r k b l a t t  z u r  H a n d h a b u n g  
d e r  s e x u e l l e n  A u f k l ä r u n g  an höheren Untcr- 
riehtsanstalten.

* **

D e r d e u ts c h e  G e o g ra p h e n ta g  u n d  d ie  U n te r-  
r ic h ts k o m m is s io n  d e r  N a tu r fo rs c h e r -G e s e lls c h a f t .
A uf der E r l a n g e r  Versammlung dos Vereins zur 
Förderung  des U nterrichts in der M athem atik und den 
Naturwissenschaften wurde in der Diskussion über die 
Vorschläge der von der Naturforscher-Gesellschaft oic- 
dergesetzten Unterrichtskommission*) mehrfach ein Be
dauern über die ablehnende H altung  geäußert, die ein
zelne V ertreter der E rdkunde gegenüber den genannten 
Vorschlägen einnelimen. Die Form , in der die ein
schlägigen Aeusscrungen in dem Bericht über die er
wähnte Diskussion wiedergegeben sind, hat anscheinend 
die Auffassung begünstigt, als ob der Deutsche Geo
graphentag selbst den m ehrgenannten Vorschlägen feind
lich gegenüber stehe. Dies ist indessen keineswegs der 
Fall, wie aus den nachstehend wiedergegebenen „V erhand
lungen des XV. Deutschen Geographentages“**) her
vorgeht.

Ueber die M craner Vorschläge der U nterrichts
kommission berichtete auf dom G eographentage H. 
F i s c h e r  (Berlin), de r(a . a. 0 . S. 78) wörtlich ausführte:

„Von allen im K am pfe um die höhere Schule 
stehenden Gruppen ist uns aber keine so nahe ver
wandt, wie die der B i o l o g e n .  Sic steht uns nahe, 
ebensowohl hinsichtlich ihrer wissenschaftlichen E n t
wickelung wie hinsichtlich ih rer Stellung an den höheren 
Schulen, die sic zu den unsern ganz analogen Forde
rungen zwingt. E ine Gegensätzlichkeit würde hier daher 
besonders bedenklich sein, E inm ütigkeit unsere beider
seitigen Aussichten wesentlich verbessern. M an sieht 
das auf Seiten der Biologen vollkommen ein, ja , man 
is t weiter gegangen, und ich habe die Freude, Ihnen 
folgende M itteilung hierüber zu machen. Die von der 
(76.) Versam m lung deutscher N aturforscher und Aerzte 
(in Breslau) ins Lehen gerufene Kommission, die die 
Interessen des naturwissenschaftlichen U nterrichts an 
unseren höheren Schulen zu vertreten hat, hat auf A n
trag  ih re r biologisch-chemischen Subkommission am
18. April folgende den geographischen U nterricht be
treffenden Leitsätze genehmigt, die in ihrem Bericht an 
die 77. Versam mlung der N aturforscher und A erzte in 
Meran (24.—30. Septem ber d. J .)  veröffentlicht werden 
sollten.

1. Der U nterricht in der Erdkunde ist an allen 
höheren Schularten in angemessener W eise bis in die 
oberen Klassen durchzuführen.

2. D er erdkundliche U nterricht m uß wie jeder 
andere von fachmännisch vorgebildeten L ehrern er
teilt werden.

3. Es ist wünschenswert, daß das Studium  der E rd 
kunde auf der U niversität zu den naturwissenschaft
lichen Studien in  nähere Beziehung tr itt.

*1 S. Unt.-Bl. X II, Nr. 4, S. 85.
**) Berlin, Dietrich Reimer, 1905. S. besonders S. 77—79, 

XVIII, XXXIU.
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H err Professor F  r  i e k e (Bremen), der V ertreter 
der Biologie in jener Kommission, hat mich von diesen 
Leitsätzen offiziell in K enntnis gesetzt, und er hat m ir 
gleichzeitig die B itte ausgesprochen, sie dem Geo
graphentage zur Kenntnisnahme vorzulegcn. Ich  bin 
der Meinung, daß wir diese Leitsätze nur aufs wärmste 
begrüßen können; 1. und 2. stimmen ja  m it unseren 
Forderungen unm ittelbar überein, und auch gegen 3. 
wird sich Stichhaltiges kaum Vorbringen lassen. Ich 
b itte sie daher, mich zu erm ächtigen, H errn Professor 
F r  i c k e  mitteiien zu dürfen, daß wir den H erren für 
ihre Leitsätze zu lebhaftestem Danke uns verpflichtet 
fühlen.“

In der darauffolgenden Diskussion (nbgedruckt. 
a. a. 0 . S. X V I. Il' j äußert k e i n  R e d n e r  irgend ein Be
denken gegen diesen Vorschlag, d e n  D a n k  d e s  Ge o -  
g r a p h e ri t. a g e s i n h o s  o n d e r e r  R e s o l u t i o n  
a u s z  u s p r e e h  e n .  Demgemäß wird die vorgeschla
gene Resolution (S. X X X IV .) ohne W i d e r s p r u c h  
in der 5. Sitzung zum Beschluß erhoben. Der Be
schluß lautet (ebenda):

. . Der  XV.  D e u t s c h e  G e o g r a p h e n t a g  n i m m t  
m i t  g r o ß e r  G e n u g t u u n g  d e r  F r o  u d e d a v o 11 
K e n n t n i s ,  d a ß  d i e  m i t  d e r  B e a r b e i t u n g  d e r  
F r a g e  d e s  n a t u r w i s s e n s c h a f t l i c h e n  U n t e r 
r i c h t s  b e t r a u t e  K o m m i s s i o n  d e r  V e r s a m m 
l u n g  d e u t s c h e r  N a t u r f o r s c h e r  u n d  A e r z t e  
d i e  a l t e n  F o r d e r u n g e n  d e r G e o g r a p  h ie zu  
d e n  i h r e n  g e m a c h t  h a t ,  u n d  h o f f t  s o  a u c h  
i n  Z u k u  n f t a u f  e i n  g e d e i h  1 i c h e s  Z u s a m m e n -  
w i r k e  n b e i d e r  g  r o ß e r  V e r  e i  u i  g  u n g o n “.

Von diesem Beschlüsse ist H err Prof. F r i e k e 
offiziell benachrichtigt worden, was anscheinend aut der 
Erlanger Versammlung noch nicht allgemein be
kannt war.

D e m n a c h  b e s t e h t  i n  d e r  U n t e r r i e h t s f r a g e  
z w i s c h e n  d e n  b e i d e n  K ö r p e r s c h a f t e n ,  d e m  
d e u t s c h e n  G e o g r a p h e n t a g  u n d  d e r  G e s e l l 
s c h a f t  d e u t s c h e r  N a t u r f o r s c h e r  u n d  A e r z t e  
k e i n  G e g e n s a t z ,  s u n d e r n  v i e l m e h r  e i n e  e r 
f r e u l i c h e  U e b  e r  ei  n S t i m m u n g ,  w a s  i m I n 
t e r e s s e  d e r  S a c h e  n u r  m i t  G e n u g t u u n g  b e -  
g  r ii ß t w e r d e n k a n n.

H* **
T e c h n o le x ik o n  d e s  V e re in s  D e u ts c h e r  In g e 

n ie u re . An diesem 1901 begonnenen a l l g e m e i n e n  
t e c h n i s c h e n  W ö r t e r b u c h e  fü r Ucbersetzungs- 
zwecke (in den drei Sprachen Deutsch, Englisch und 
Französisch) arbeiten je tz t rund 2000 in- und aus
ländische Firm en und Einzelpersonen mit. Die Zahl 
der gesammelten W ortzettel b e träg t über 3 000000. 
Die Alphabetisierungsarbeiten sind so weit vorgeschritten, 
daß die Drucklegung A nfang 1907 beginnen wird. Die 
Redaktion liegt in den H änden von Dr. H u b e r t  
J a n s e n  in Berlin (A dresse: T e c h n o l e x i k o n ,  
B e r l i n  N W  7, D o r o t h e e n s t r a ß e  49). Druck 
und V erlag sind der F irm a J .  .1. W e b e r  in Leipzig 
übertragen worden.

L e h r m i t t e l - B e s p r e c h u n g e n .

T a b u la e  b o ta n ic a e , unter M itwirkung von A. F. 
B l a k e s l e e  (Cambridge, ¡Mass.), A. G u i U i e r r n o n d  
(Lyon), redigiert von E. B a u r  (Berlin) und E . J a h n  
(Berlin), 'gezeichnet von R . E h r l i c h  (Berlin). Berlin,

Verlag von Gebrüder B ornträger, 1906. Preis der Einzel
tafel M 7.—.

Dieses Tafehverk, das die gesamte Anatomie, und 
Entwiekelungsgeseliiclite der Pflanzen umfassen und 
namentlich auch die niederen Pflanzen m ehr als bisher 
üblich berücksichtigen soll, repräsentiert insofern eine 
bemerkenswerte Neuerung, als die Tafelbilder eine 
Grösse aufweisen, die auch in den grössten Hörsälen die 
Einzelheiten noch erkennbar macht, die A usführung der 
Zeichnungen, insbesondere der H abitusbilder, soll stets 
In die H ände eines bewährten K ünstlers gelegt werden, 
der unter der Leitung des jeweiligen Spezialredakteurs 
nach der N atur oder nach vorgelegten Präparaten zeichnet. 
Ausser den H erausgebern werden sieh noch eine grosse 
Zahl anderer Botaniker an dem W erke beteiligen.

Die Stofleinteilung ist so geplant, dass für jede 
Pflanzenfamilie zunächst auf ein bis zwei Tafeln der 
ganze Entwiekelungsgang eines typischen V ertreters 
möglichst übersichtlich dargestellt wird, wogegen die 
übrigen der betreffenden Fam ilie gewidmeten Tafeln 
Einzelheiten bringen. Zunächst liegen zwei Tafeln vor, 
die den M y x o b a k  t e r i  e n  gew idm et sind, Nr. 1 
g ib t als U ebersiehtstafel den Entw ickelungsgang von 
P o l y a n g i u m  f u S o u n i ,  Nr. 2 g ib t Einzelheiten der 
Fruchtkörperbildung, der Sporenentwiokelung usw. von 
anderen Myxobakterien (Myxococcus ruber, Mvxococcus 
digitatus, Chondromyces apiculutus, Cb. crocatus). Be
g leitet sind die Tafeln von einem dreisprachigen, durch 
Klarheit und Kürze gleich ausgezeichneten Text.

Wie die vorstehenden Angaben ausser Zweifel 
stellen, b ietet sich h ier der Fachwelt ein von sehr sorg
fältiger, planvoller U eberiegung getragenes Lehrm ittel, 
auch der A usführung der beiden Dis je tz t vorliegenden 
Tafeln kann m an nur hohes Lob spenden, wenngleich 
sich n icht verkennen Hisst, dass bei der so ausser
ordentlich starken 'V ergrösserung auch gewisse Nach
teile in den K auf genommen werden müssen, indem 
die dabei auftretenden grossen, ungegliederten und im 
Interesse der D eutlichkeit auch k räftig  umrandeten 
Flächen doch gegen die soviel geringere Dimensionen 
aufweisende W irklichkeit einen gewissen Erscheinungs
gegensatz aufweisen, auf den nachdrücklich hinzuweisen 
Aufgabe des lebendigen U nterrichts sein wird. Das 
scheint aber unverm eidlich und kann kein H indernis 
bilden, die neuen Tafeln als eine wertvolle Bereicherung 
der Lehrm ittel fü r den naturwissenschaftlichen U nter
richt mit. aufrichtiger Freude zu begrüssen. P.

B ü c h e r - B e s p r e c h u n g e n .
Fr. C. G. M üller, Professor am von Saldem sehen Real

gymnasium zu Brandenburg a. H., T e c h n i k  de s  
p h y s i k a l i s c h e n  U n t e r r i c h t s  n e b s t  E i n f ü h 
r u n g  in d i e  C h e m i e ,  gr. 8°. 370 S. M it 251 A b
bildungen. Berlin 1906, Otto Salle. M 6.—.
Der Verfasser ist durch seine zahlreichen Ver

besserungen u n d : originellen N eukonstruktionen von 
physikalischen und chemischen A pparaten für den 
Schulunterricht hei allen Fachgenossen bestens be
kannt. Das vorliegende W erk ist aus einer ßojährigen 
U nterrichtspraxis hervorgegangen. Es soll ein H and 
buch sein, in dem das zusammengestellt und verarbeitet 
ist, was der E xperim entalunterricht modernen Z u
schnittes von E inrichtungen, A pparaten  und sonstigen 
technischen Hilfsm itteln erfordert, und das eine A n
weisung gibt, wie diese H ilfsm ittel am besten zu ver
wenden sind. Das Buch ist fü r angehende Physik-
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lehrer bestimmt, doch wird auch der erfahrene Experi
m entator noch viel daraus lernen. Ich kann cs deshalb 
allen Fachkollegen warm empfehlen.

Der V erfasser legt m it R echt einen besonderen 
Nachdruck auf messende Versuche. Dazu bedarf er 
n icht teurer A pparate, die nur die wenigsten Schulen 
anschaßen können. E r benutzt m it Vorliebe einfache 
und doch zweckentsprechende Konstruktionen, von 
denen sich viele zur Selbstanfertigung eignen. Das 
trifft besonders zu für die Mechanik, den Magnetismus 
und Galvanismus. A llerdings würde ich den vom Ver
fasser konstruierten und vielseitig verwendbaren Krino- 
linenapparat (S. 58), bei dem es sich um D reh
bewegungen von D rahtkreisen handelt, n icht im An
fangsunterricht der Dynamik benutzen.* Das G rund
gesetz — a m  ist zuerst für K räfte  von konstanter 
Größe und R ichtung zu demonstrieren, also an gerad
linig fortschreitenden Bewegungen. Zum Verständnis 
der Dynamik bei Drehbewegungen ist bereits der B e
griff des Drehungsmoments und im Grunde genommen 
auch der des Trägheitsm om ents erforderlich.

Was die Stellung anbelangt, die der Verfasser zu 
einigen Fragen des physikalischen U nterrichts einnimmt, 
so kann man m it dem, was er über die Bewertung des 
Satzes von der E rhaltung der A rbeit und der Energie 
sagt (S. 78 und 74), einverstanden sein. Ich stimme 
ihm auch darin bei, daß gegenw ärtig noch viel zu viel 
die Skope sta tt messender A pparate benutzt werden 
(S. 141). Dagegen teile ich n ich t seine Ansichten über 
die Bezeichnung und die V erwendung des Potentials 
(S. '214 und 245). W as er zur E rläuterung dieses Be
griffs vorbringt, ist zu dü rftig  und auch sachlich nicht 
immer richtig. E r setzt z. B. die zum Laden eines 
kugelförmigen K onduktors nötige A rbeit gleich m/2 r  
(s ta tt w  3/ 2r) und folgert daraus und der Analogie des 
Vollpumpens eines Gefäßes m it W asser, daß die „E nd
spannung“ doppelt so groß, also gleich m /r  sein muß. 
Zu beanstanden ist auch der A usspruch: D er Strom - 
eßekt ist „offenbar“ gleich dem P rodukt aus Spannung 
und Strom stärke. Selbstverständlich ist dieser Satz 
durchaus nicht. E r  ergibt sich experimentell aus dem 
O hm schen und J o  u l eschen Gesetz, theoretisch aus 
dem Begriff des Potentials und der Strom stärke, wenn 
man annim mt, daß hei dem L adungsübergang durch 
ström ende E lektrizität derselbe A rbeitsprozeß sich ab
spielt, wie bei der mechanischen Verschiebung von 
Ladungsm engen.

A uf Seite 31, 35, 41, 42 ist die Bezeichnung Schub
spannung für Druckspannung irreführend, da m an all
gemein unter Schubfestigkeit den W iderstand gegen 
abscherende K räfte versteht. Auf Seite 186 wird der 
Versuch, bei dem ein L ichtstrahl zwei Prismen m it 
gekreuzten brechenden K anten durchsetzt, als N e w t o n s  
experim entüm  crucis angeführt. Daß dies ein weit ver
breiteter Irrtum  ist, darauf h a t B o d e  aufmerksam ge
m acht (Zeitschr. f. phys. u. ehem. U nterricht, 5. Jah rg ., 
S. 296).

E ine Anzahl von Druckfehlern wird der aufm erk
same Leser leicht seihst berichtigen.

T h . M a s c h k e  (Breslau).
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S a m m lu n g  z e r le g b a re r  K ö rp e r

f ü r  d e n  U n t e r r i c h t  i n  d e r  G e o m e t r i e  i n  
v e r s c h i e d e n e n  D i m e n s i o n e n  r ü c k s i c h t i i c h  
A n z a h l  u n d  G r ö ß e .  S e l b s t v e r l a g  v o n

O t t o  K ü s t e r ,
H a u p t l e h r e r  a .  D .  i n  W e r m e l s k i r c h e n

V e r l a g  v o n  O t to  S a l l e  in  B e r l i n .

E s  e r s c h i e n :

Die Infinitesimalrechnung
im U nterricht der Prim a.

I n  U e b e r e i n s t i m m u n g  m i t  d e n  M e r a n e r  
V o r s c h l ä g e n  d e r  U n t e r r i c h t s k o m m i s s i o n  
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u n d  A e r z t e  b e a r b e i t e t  v o n

O sk ar  L e sse r ,
O b e r l e h r e r  a n  d e r  K l i n g e r - O b e r r e a l s c h u l o

z u  F r a n k f u r t  a.  M .
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z u  m a s s i g e n  P r e i s e n .  —  K a t a l o g e  

k o s t e n l o s .

R ic h a rd  M ii i ie r -U r i,
lt raiii i  s c h w e l  g.  

G l a s t e c h n i s c h e  W e r k s t ä t t e .

physikalische unü chemische 
Vorlesungs-yfpparate.

S p e z i a l i t ä t e n : E l e k t r o  -  p h y s i k a l i s c h e  
u n d  V a k u u m a p p a r a t e  b e s t e r  A r t .

physikal. Apparate
Ferdinand Ernecke

o f ü e f e r a n t  S r .  M a j .  d e s  d e u t s c h e  
K a i s e r s

B c r l i n - T e m p e l h o f

Meiser&Mertig
D r e s d e n -N . 6 . Z

Werkstätten fir PräzisitHismectianik
P h y sik a lisch e  A pparate 
♦ C h em isch e A pparate ♦

 -  P r e i s v e r z e i c h n i s  k o s t e n l o s  = =

Es wird höflichst gebeten, sich bei Bestellungen auf die „ U n t e r r i c h t s b l ä t t e r “ zu beziehen.



S. 1 2 0 . U n t e r r i c h t s b l ä t t e r . J a h r g .  X I I .  N o .  5 .

In III. A u f l a g e  ist bei J. B. M e tz le r -  
S tu ttgart erschienen u. im Buchhandel z. 
Preise v. M 4.00 (in Lwbd. M 5.20 zu haben :

Z  c  c h ’ s

Aufgabensammlung- zur 
theoretischen Mechanik
c d □ c d  n e b a t  A u f l ö s u n g e n  c d o c d  

Mit 2OG n e u g e z e ic h n e te n  Figuren

llerausgeg. von Dr. C.  C r a n z  
Prof.a.d.Militärtechn.Akad.Charlottenburg 

u. Leutn. R i t t e r  vo n E b e r h a r d
Komm.z. Militärtechn. Akad.Charlottenburg

R i c h a r d  M ü l l e r - U r i ,
In s titu t  f. g la s tech n isch e  E rzeu g
n isse , ch em isch e u . p h y s ik a lisch e  

A p parate und G erätschaften . 
Braunsohweig, Schleinitzstrasse 19 

liefert auch
sä m tlic h e  

jf ip p a r a te  
nach dem 

methodischen 
Lehrbuch der 

Chemie und  
.Mineralogie v. 
Prof. Dr. 11'Uh. 
Levin  — genau

n ach den A ngahcn des H errn Verfassers.

Verlag von Otto Salle in Berlin W. 30. 

P h y s ik a l is c h e

freihandversuche.
U nter Benutzung des Nachlasses 

von
P r o f. D r. B e r n h a r d  S c h w a lb e
weil. Geh. Reg.-Rat und Direktor des 
Dorotheenstädt. Realgynm. zu Berlin.
Zusamm engestellt und bearbeitet

von
H e r m a n n  H ah n ,

Oberlehrer am Dorotheenstädt. Real
gymnasium zu Berlin.

I. T eil:
N iitzlieheW inke. Muss u.M essen. 
Mechanik der festen  K örper.

Mit 269 Figuren im Text.
Preis geh. 3 Mh., gebd. Mk. 3.75.

V e r l a g  v o n  O t t o  S a l l e  i n  ü e r l i n  W .  3 0 .

Bei Einfflhrnng neuer Lehrbücher
seien der Beachtung der Herren Fachlehrer empfohlen:

( S e o m e t r i e .

F o n l f  n o r *  L e h r b u c h  d e r  G e o m e t r i e  für den mathematischen Unterricht 
r  v / l m l l t / l  * an höheren Lehranstalten von Professor Dr. H u g o  F e n k n e r  inan

------------------- Braunschweig. Mit einem Vorwort von Dr. W. K r u m m e ,  Direktor
der Ober-Realschule in Braunschweig. — Erster Teil: E b e n e  G e o m e tr ie ,  
r». Aufl. Preis 2.20 M. Zweiter Teil: R a u m g e o m e tr ic .  3. Aull. Preis 1.60 M.

l I l l f H b u c l i  f i i r  « l e n  g e o m e t r i s c h e n  U n t e r r i c h t  an höheren 
Lehranstalten. Von O s k a r  L e s s e r ,  Oberlehrer an der Klinger-Ober- 
realschule zu F rankfurt a. M. Mit 91 Fig. im Text. Preis 2 Mk.

L e s s e r :

F e n k n e r :

S e r v u s :

A r i t h m e t i k

A r i t h m e t i s c h e  A u f g a b e n -  Mit besonderer Berücksichtigung 
von Anwendungen aus dem Gebiete der Geometrie, Trigonometrie,

------------------- Physik und Chemie. Bearbeitet von Professor Dr. Hug o F e n k n e r
in Braunschweig. — A u s g a b e  A (für 9stufige Anstalten): Teil I (Pensum der 
Tertia und Untersekunda). 5. Aufl. Preis 2 M. 20 Pf. Teil I I a  (Pensum der 
Obersekunda). 3. Aufl. Preis M. 1 .20. Teil I I  b (Pensum der Prima). Preis 2 M. 
— A u s g a b e  B (für Gstufige Anstalten): 3. Aufl. geb. 2 M. — Ausgabe C (für 
den Anfangsunterricht an mittl. Lehranstalten): Mk. 1 .10.

R e g e l n  d e r  A r i t h m e t i k  u n d  A l g e b r a  zum Gebrauch an 
höheren Lehranstalten sowie zum Selbstunterricht. Von Oberlehrer 
Dr. H. S e r v u s  in Berlin. — Teil I (Pensum der 2 Tertien und Unter

sekunda). Preis 1 M. 40 Pf. — Teil I I  (Pensum der Obersekunda und Prima) 
Preis 2 M. 40 Pf.

P h y s i k .

L e i t f a d e n  d e r  P h y s i k ,  von Dr. J. Heussi. IG. voll, umgearb. Aufl. 
Mit 199 Holzschnitten. Bearb. von Prof. Dr. E. Gotting. Preis 1 M. 50 Pf. 
— Mit Anhang „Elemente der Chemie.“ Preis 1 M. 80 Pf. 
L e h r b u c h  d e r  P h y s i k  für Gymnasien, Realgymnasien, Ober- 
Realschulen u. and. höhere Bildungsanstalten. Von Dr. J. Heussi. 6. verb. 
Aull. Mit 422 Holzschnitten. Bearbeitet von Dr. Leiber. Preis 5 M.

d i e m i e .

M e t l i .  L e i t f a d e n  f ü r  d e n  A n f a n g s - U n t e r r i c h t  ¡11 d e r  C h e m i e
unter Berücksichtigung der Mineralogie. Von Professor Dr. Willi .  L e v i n .  
4. Aufl. Mit 92 Abbildungen. Preis 2 M.

i t f e t h .  L e h r b u c h  d e r  C h e m i e  u n d  ü l i n e r n l o g i e  f i i r  R e a l 
g y m n a s i e n  u n d  O b e r - R e a l s c h u l e n .  Von Prof. Dr. Willi .  L e v i n .
Teil I : Unterstufe (Sekunda des Realgym., Unter-Sekunda der Ober- 

Realschule). Mit 72 Abbild. Preis Mk. 1 .40. Teil I I :  Oberstufe (Pensum der 
Obersekunda und Prima). Mit 113 Abbildungen. Preis 2 M. 40 Pf.

I > i c  G r u n d b e g r i f f e  d e r  C h e m i e  mit Berücksichtigung der 
wichtigsten Mineralien. Für den vorbercit.Untcrricht an höheren 
Lehranstalten. Von H. W e i n e r t .  3. Aufl. Mit 31 Abbild. Preis 50 Pf.

H e u s s i

H e u s s i :

L e v i n :

L e v i n

W e i n e r t

piller&UJelzin
*  D r e s d e n - A . I 6 - 1ä ^  
S p e z i a l i ä b r i k

furProjcktions-u 

Vergrösserungs- 

Apparate.
K ataloge
kostenfrei'

D a s  R u c h
der

physikal. Erscheinungen.
Nach A .  G u i l l e m i n  bearbeitet von Prof. 
Dr. R .  S c h u l z e .  Neue Ausgabe. Mit 11 
Buntdruckbildern, 9 gr. Abbildungen und 

448 Holzschnitten, gr. 8°.
P r e i s  10 M k . ;  g e b .  12 M k . 5 0  Pf.

V e rla g
von

O t t o  S a l l e
in

B erlin  W . 3 0
Maassenstrasse 19.

D i e
p h y s i k a l i s c h e n  K r ä f t e
im Dienste der Gewerbe, Kunst und Wissen
schaft. Nach A .  G u i l l e m i n  bearbeitet 
von Prof. Dr. R .  S c h u l z e .  Zweite er
gänzte Auflage. Mit 416 Holzschnitten, 15 
Separatbildern und Buntdruckkarten, gr. 80 

P r e i s  13 M k . :  g e b .  15 Mk.

H ierzu Beilagen von Otto K üster, H auptlehrer in W erm elskirchen, E rw in X iigele, V erlag in 
L eipzig. 11. 0 . Teubner, Verlag in L eipzig , F riedr. Y iew eg & Sohn, Verlag in B raunschw eig, welche ge
neigter Beachtung empfohlen werden.

Druck von H. S i e v e r s  & Co. N a c h f . ,  Braunschweig.


