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Wymuszone drgania poprzeczne (ttumione) preta silnie
zakrzywionego

Rozwazono stan odksztatcenia preta silnie zakrzywionego i wyprowadzono réw-
nanie rézniczkowe drgan poprzecznych takiego preta. Uwzgledniono ttumienie drgan
wedtug liniowej hipotezy Voigta-Thompsona. Rozwigzanie powyzszego réwnania po-
dano w postaci zamknietej. Na przyktadzie tuku dwuprzegubowego omdwiono spos6b
ustawienia odpowiedniej ilosci warunkéw brzegowych, potrzebnych dla wyznacze-
nia statych catkowania.

1. Wstep

Zagadnienie wymuszonych drgan poprzecznych z uwzglednieniem
ttumienia w odniesieniu do pretow pryzmatycznych prostych zostato
rozwigzane po raz pierwszy przez Giovanocciego (1937). Liczni pOzZniejsi
badacze zajmujgcy sie tym zagadnieniem starali sie wyniki tej pracy
rozszerzy¢ i uogdlni¢ przez uwzglednienie wptywu masy wibratora, zmien-
nosci przekroju preta lub przez podanie rozwigzania w postaci najwygod-
niejszej do obliczen. Na uwage zastuguje tu praca K. T. Szatatlowa [5],
w ktdrej podat on rozwigzanie w postaci zamknietej.

Drgania poprzeczne pretow prostych i krzywych roznig sie miedzy
sobg dos¢ istotnie. | tak np. Lamb (1889) badajgc drgania wlasne preta
swobodnego, stabo zakrzywionego tukiem kotowym zauwazyt obnizenie
sie czestosci tych drgan w poréwnaniu z pretem prostym.

Podane ponizej rozwigzanie wymuszonych drgahn poprzecznych preta
silnie zakrzywionego ujmuje to zagadnienie nieco szerzej, poniewaz za-
wiera w sobie analogiczne drgania preta prostego jako przypadek gra-
niczny (tj. dla promienia krzywizny g0 °0). Odnos$ne rownanie roznicz-
kowe daje sie rowniez scatkowa¢ w postaci zamknietej.
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W zagadnieniu drgad wymuszonych sprawg do$¢ istotng jest sposoéb,
w jaki uwzglednia sie dziatanie sit wymuszajgcych. Sposréd licznych
metod stosowanych w tym przypadku najwygodniejsza, a zarazem naj-
0golniejsza wydaje sie metoda polegajgca na odniesieniu tych wielkosci
do warunkéw brzegowych. Odnosne réwnania rézniczkowe drgan preta
przyjmuja wtedy posta¢ jednorodng i dajg sie tatwiej catkowac. Sposéb
ten znany juz Giovanoeciemu i zalecany przez Krylowa [4] stosowany
jest rébwniez przez Szatatowa [5].

W pracy niniejszej ze wzgledu na jej ograniczone rozmiary podane
jest jedynie rozwigzanie zagadnienia w postaci og6lnej, bez dokonywania
specyfikacji dla roznych warunkéw brzegowych. To zagadnienie omd-
wione jest tylko pobieznie w zakoriczeniu na przyktadzie tuku dwuprze-
gubowego, pobudzanego do drgah wibratorem umieszczonym w Srodku.
Ograniczymy sie zatem do stwierdzenia, ze dziatanie sit wymuszajgcych
nalezy uwzgledni¢ w spos6b wskazany powyzej. Odnos$ne rozwazania
i obliczenia mozna tatwo przeprowadzi¢ w oparciu o0 cytowane wyzej
prace (np. [4], [5D).

Zestawienie oznaczen

D(plf — symbol rdzniczkowania (indeks oznacza argument,
podtug ktérego nalezy rdzniczkowac),

e — podstawa logarytmu naturalnego,

E kG/cm2 — modut sprezytosci podtuznej,.

F cm2 — pole przekroju poprzecznego preta,

io cm — promienbezwitadnosci (biegunowy)elementu preta,

Jw kG ecm msec2 — moment bezwiadnos$ci (masowy)wibratora wzgledem
osi obrotu,

m kG ¢ see2cm?2 — masa jednostki diugosci preta,

m,. kGesec2Zcm — masa wibratora,

M kG mssec2cm — momentzginajacy,

Md kG ecm — momentwymuszajacy drgania,

P kG — sita wymuszajaca dbgania,

rcm — promien krzywizny powierzchni obojetnej,

S ¢cm3 — moment statyczny pola przekroju wzgledem osi obo-
jetnej zginania,

t sec — czas,

T kG — sita poprzeczna,

y cm — skiadowa promieniowa ugiecia preta,

zZ cm — skiadowa styczna ugiecia preta,

Y — diugos¢ (katowa) preta,
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£ — wydtuzenie jednostkowe,

@ — wspotrzedna katowa,

v kG esec/cm2 — wspdliczynnik tarcia zewngtrznego-,

n sec — wspobtczynnik tarcia wewnetrznego,

w sec-1 — czestos¢ kotowa,

gcm — promien krzywizny,

0 kG/cm2 — naprezenie normalne,

G — kat obrotu przekroju,

e cm — odlegto$¢ warstwy preta od powierzchni obojetnej.

2. Stan odksztatcenia preta silnie (kotowo) zakrzywionego

Rozwazamy pret pryzmatyczny, ktdrego o$ jest pierwotnie zakrzywiona
promieniem po, wspétmiernym z wymiarem- charakterystycznym, prze-
kroju poprzecznego preta, a wiec np. z jego $rednicg. Zajmowac sie be-
dzienny wylgcznie drganiami ptaskimi, tzn. takimi, ktore odbywajg sie
w ptaszczyznie osi preta.

Drgania poprzeczne (gietne) wywotujg w precie krzywym naprezenia
normalne, ktérych rozktad w przekroju poprzecznym — zgodnie z hipo-
tezg Winklera — przyjmujemy wedtug krzywej hiperbolicznej, Odksztat-
cona o$ takiego preta opisana jest réwnaniami odmiennymi niz w przy-
padku prata prostego. Réwnania te postaramy sie w skrocie wyprowadzié
(wedtug [2] i [3]).

W tym celu rozpatrujemy elem-ent preta krzywego o diugosci ds, wy-
ciety dwoma ptaszczyznami nachylonymi do siebie pod katem dcp (rys. 1).
W stanie pobudzonym do drgah pret doznaje zginania w paszczyznie
krzywizny swojej osi. Ro-zpatrywane przekroje ptaskie preta obracajg sie
wzgledem siebie o kat Adcp, a promiehA krzywizny osi zmienia sie z po-
czatkowej warto$ci Qo na Q Powierzchnia obojetna przesunieta jest o to
od osi preta w kierunku S$rodka krzywizny, a jej promien krzywizny
(w stanie nie odksztalconym) wynosi r = 00—

Wiokno odlegte o i] od poWierzchni obojetnej doznaje wydtuzenia jed-
nostkowego:

GG A dcp (1)
HG r+ rl dep

Wskutek odksztatcenia preta jego przekroje poprzeczne doznajg prze-
mieszczen liniowych i obrotéw. Celem okreslenia ich wielkosci zwigzemy
prostokatny uktad wspotrzednych y0O z dowolnym przekrojem poprzecz-

nym preta nieodksztatconego w ten sposob, ze o$ z0 jest styczna do osi.
preta (rys. 2). Potozenie tego przekroju okresla wspdirzedna katowa q
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Po odksztatceniu rozwazany przekréj zajat potozenie A+, tzn. doznat
przemieszczenia AgAi, ktérego rzuty na osie uktadu yoZ0 wynosza odpo-

wiednio y i z. Ponadto przekr6j nasz obrocit sie o maty kat 0 zwigzany
ze sktadowymi przemieszczenia nastepujgcg zaleznoscia:



Drgania poprzeczne preta zakrzywionego 161

Dalsze rozwazania geometryczne prowadzg ponadto do znanej za-
leznosci

N-A -0, 3
s "o ©))
ktéra wyraza po prostu Iwarunek niescisliwosci osi preta.
Ro6zniczkujac (2) i korzystajac z rownania (3) otrzymujemy

0 _ d¥. .y )

ds ds2 g2

Ale d0/ds oznacza zmiane krzywizny osi preta, spowodowang jego
zginaniem, czyli

A = = (5)
ds Q @ Q'@
Z rysunku 1 wida¢, ze
ds —QOmdop = Qm(dep + Adcp), (6)
skad
Ad<P = Qo~Q
dtp 0
Podstawiajgc tutaj rownania (5) i (4) dochodzimy do znanej zaleznosci
Ad @ 11 dly
ro

dtp Qq \dth2’ 4/
w ktérej réwnoczesnie dokonano” zmiany argumentu na podstawie pierw-
szej sposrod rownosci (6). Podstawiajagc zaleznos$é (7) do (1) otrzymujemy
wzor na wydiluzenie jednostkowe widkna w precie silnie zakrzywionym:

*

St rit] \dg ‘[?7i+y®

3. Ttumienie drgan

Ttumienie drgan moze mie¢ zarbwno swoje przyczyny zewnetrzne,
jak i wewnetrzne. W obu przypadkach przyjmowac¢ bedziemy liniowy
charakter oporéw tarcia, tzn. ich proporcjonalno$é do predkosci odksztat-
cenia.

A zatem elementarng site tarcia zewnetrznego, zwigzang z oporem,
jaki osrodek stawia poruszajgcemu sie w nim cialu wyznaczamy ze
wzoru:

dTt'= —Xx « — mds, 9
81 ©
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gdzie %— wspotczynnik tarcia zewnetrznego odniesiony do jednostki dtu-
gosci preta.

Tarcie wewnetrzne — jak to zwykle czyni sie w teorii drgan linio-
wych — wprowadzamy do rozwazan za poSrednictwem znanej zaleznosci
Teologiczne;j:

C=E(C +'"'f1) (10)
podanej przez J. H. Thompsona (1933), a opisujgcej zachowanie sie mo-
delu ciata lepko-sprezystego, zaproponowanego przez H. Voigta (1892).

Hipoteza powyzsza, mimo ze wykazuje pewne niezgodnos$ci z danymi
doswiadczalnymi, to jednak bywa nadal czesto stosowana do badania
teoretycznego drgan, poniewaz do$¢ dobrze opisuje zjawisko opdéZnionej
sprezystosci (histerezy sprezystej), ktoére wszakze jest istotne dla ttumie-
nia wewnetrznego drgan.

4. Réwnanie réwnowagi wewnetrznej momentdéw

Wprowadzajagc zalezno$¢ (8) do réwnania Thompsona (10) otrzymu-
jemy

= . * . + + + (11,
r+ N\as- *atas2 @ at qo
W dalszym ciggu niniejszej pracy — dla skrécenia zapisu — wpro-

wadzimy uproszczenie polegajace na zastgpieniu ilorazow rozniczkowych
nastepujacymi symbolami:

_a;_ 1t _ﬁn ::li . n" a_"_: n"
asn ej a9 f atn 1
Korzystajac z tegorownania (11) mozemy przedstawi¢ w postaci
=~ e -p- - (*WDt+ D+ pj+1)eU(L)
Qo r+ 7] T

Warunek rownowagi wewnetrznej momentow po uwzglednieniu za-
leznosci (11) prowadzi do roéwnania

M= [oe*7edF = m(x WDt + 1) o (D2+ 1) oy o f_/\_dl:.
(35 @ (F)Jr+ Y|

Ale ostatnia catka — jak tatwo wykazaé (np. [3]) — przedstawia mo-
ment statyczny pola przekroju F wzgledem osi obojetnej:

fr"~ dF=Ffrr dF= S = F-ri0
® ®
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A zatem rownanie rownowagi wewnetrznej ma ostatecznie postac
eDt+l) PN+ |) ¢ 2. (12

Widaé stad, ze tarcie wewnetrzne daje dodatkowy moment oporu
wystepujacy w warunku réwnowagi wewnetrznej. Natomiast tarcie ze-
wnetrzne — jak sie przekonamy za chwile — daje w warunkach réwno-
wagi zewnetrznej dodatkowg site hamujaca ruch.

W rozwazaniach powyzszych pominieto istnienie sit tarcia wewnetrz-
nego, powstatych na skutek odksztatcenia postaciowego i odpowiednich
naprezen stycznych powstajacych w elemencie w wyniku istnienia sit
poprzecznych pochodzenia bezwtadnosciowego. To uproszczenie ttumaczy
sie nieznaczng wartoscig wymienionych naprezen w poréwnaniu z napre-
zeniami normalnymi. Z tych samych powoddéw nie uwzgledniono istnienia
promieniowych naprezen normalnych powstatych wskutek wzajemnego
nacisku warstw zginanego preta.

5. Réwnania réwnowagi zewnetrznej. Réwnanie drgan

Poniewaz w rozwazanym precie nie wystepujg zadne sity podtuzne,
przeto mozna ustali¢ dwa rédwnania réwnowagi zewnetrznej elementu
preta.

Réwnanie réwnowagi sit poprzecznych (rys. 1):

- T+ (t+ — eds]- z- eds—m edse—- =10
{ ds 1 st dt*
po uproszczeniu i zmianie argumentu przyjmuje postac
DtT = (oe(m mD, + % Dty (13)

Jest to rownanie przyblizone w tym sensie, ze nie uwzglednia pochylenia
sit poprzecznych wskutek odksztatcenia elementu.

Z kolei ustawimy warunek réwnowagi zewnetrznej momentéw. Dla
ScistoSci uwzglednimy w nim takze moment wynikajacy z bezwitadnosci
obrotu elementu preta, ktéry to moment jest proporcjonalny do przy-
$pieszenia katowego 0. Oznaczajgc przez i0 biegunowy promien bezwiad-
nosci elementu o dtugosci ds mozemy napisaé

M- (m + — «ds\-T mds- m mi@e *ds =Q
' { 3s | dt2
skad otrzymujemy
8M " 820
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Rézniczkujac to wyrazenie podtug o oraz podstawiajgc zaleznosé
(D, .D2 0= Eo . (D2+ 1) DY

uzyskang przez dwukrotne zrdézniczkowanie podiug czasu réwnania (4),
otrzymujemy

nm = - e, md?% - mege(0o;+i)°0%.
Podstawiajgc tutaj (13) mamy ostatecznie
DM =[-m.ij.(DJ+ 1) .D,- egm(m *Di+ *] *D,y (15)

Celem wyrugowania momentu zginajgcego M postuzymy sie warun-
kiem réwnowagi wewnetrznej (12) po uprzednim dwukrotnym zréznicz-
kowaniu podiug g W przyjetym tutaj uproszczonym zapisie takie dzia-
tanie jest réwnoznaczne z obustronnym pomnozeniem tego rownania
przez symbolD. Mamy zatem

DM = S «(p Dt + 1)+ (D2+ 1) «D*y (129

Poréwnujgc ze sobg prawe strony rd6Wnan (15) i (12) otrzymujemy
ostatecznie podstawowe réwnanie drgan poprzecznych tlumionych preta
silnie zakrzywionego statym promieniem 00. Z kolei przystagpimy do cal-
kowania tego réwnania.

6. Catkowanie réwnania rézniczkowego drgan

Rozwigzania wyprowadzonego powyzej rownania szukamy w postaci

y = U(cp) mSin wt + V(cp) *COS wt (16)

gdzie to — czesto$¢ kotowa drgan wymuszonych. up) i V(pp) sa hie zna-
nymi na razie funkcjami samej tylko wspotrzednej katowej o.

Podstawiajgc wartosci odnosnych pochodnych czastkowych do réw-

nania wyjsciowego i przyréwnujac do zera oddzielnie wspdiczynniki

stojgce przy sin <ot i C0S rot Otrzymujemy uktad dwoéch rownan dla zna-

lezienia funkcji u@>) i Y(cp):

WKIV>+ Ql mU" - bxeU- a V- di oV"- di m\<l\V>= 0

V<IV>+ al-V"-bl-V +ci-U+ dieU"+d, «IdV>- 0 ( 3 }

gdzie
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W dalszym ciggu — majac na uwadze, ze kgt obrotu przekroju 0 przyj-
muje bardzo mate wartoSci — pomlijaé bedziemy czton uwzgledniajacy
bezwtadno$¢ obrotu (io = 0). Takie uproszczenie jest dopuszczalne zwiasz-
cza dla nizszych czestosci sit wymuszajgcych o oraz dla- pretdw cienkich,
tzn. o nieznacznych wymiarach poprzecznych przekroju w stosunku do
dtugosci preta. Zalozenie to 'wprowadza znaczne uproszczenie w uktadzie
réwnan (17); wspotczynniki ax i bi stajg sie wtedy rowne.

m- as-g0
E mS
a uktad (16) — na drodze krzyzowych podstawien daje sie sprowadzic¢
do postaci
u(iv) + L'J'"+ amU=bmv 184 b
y@) + V' +a-v = —b-U (18 a, b)
gdzie
g -d -fg Rep2e(P ez—m)
1+ dl ~ E mS m(jrw2+ 1)
(19)
, _ b, ed] + c, _ wep2e (jim w2+ 7)
1+ d? E mS (pacto2+ 1
Rozwigzania uktadu (18) szukamy w postaci
U = ui(e) mcos (p+ uo(tp) *sin < (20 a, b)

V(cp) = t>i(cp) *cos cp + V2(S) ssin @

gdzie Ui,o((p) i U],2(yj sa nie znanymi na razie funkcjami g Rozwigzanie
zagadnienia sprowadza sie zatem do znalezienia ich postaci.

Poniewaz jednak do rozwigzania kazdego z rdwnan uktadu (20) wpro-
wadzono po dwie nowe funkcje, a mianowicie ui, u2 oraz ul; v2, przeto
mozna na nie natozy¢ dwa warunki wigzace, a mianowicie

Ul @ ecosp+ u2 @ * sinp=10

Uj(p) e coscp v (p e sincp = 0
tak, ze tylko dwie spo$réd tych funkcji, np. i pozostajg niezalezne.
W rownaniach powyzszych, podobnie jak poprzednio, przecinkiem u goéry
oznaczono rézniczkowanie podiug q

Z kolei podstawiamy wyrazenia (20) oraz odpowiednie pochodne do
réwnania (18a), wykorzystujgc réwnocze$nie warunek (21a) i nastepnie
przyrownujemy kolejno do zera wyrazy stojgce przy sin ¢ i cOS cp.
W rezultacie tych dziatan otrzymujemy nowy uktad réwnan rdzniczko-
wych, juz tylko trzeciego rzedu

RV, b W EL R (222°0)
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jednakze nadal uwiktany wzgledem poszukiwanych funkcji u i v. Ale
z warunku (21a) po dwukrotnym zrézniczkowaniu i ponownym przyrow-
naniu do zera wyrazéw przy sin i cos g otrzymujemy

tij"+ 2u”= 0 oraz u2 —2u™= 0.

Wykorzystanie tych zaleznosci pozwala nam na dalsze obnizenie rzedu
obu réwnan ukiadu (22); otrzymujemy mianowicie

u aeu, = bey,

(23 a,b)
u2+ asu2= 0e*v2

Przeprowadzajac analogiczne przeksztatcenia w odniesieniu do réwna-
nia (18 b) otrzymujemy nowy uktad réwnan o podobnej budowie
V' + asev, = —beu,
* , (24 &, b)
Vv2+ aev2= —o0 U2
Uktady (23) i (24) dajg sie juz na drodze krzyzowych podstawien i ko-
lejnych eliminacji rozwikta¢ wzgledem odnos$nych funkcji, co jednak od-
bywa sie kosztem podniesienia rzedu tych réwnan o dwa; otrzymujemy
mianowicie
u@v_ 2a eu + (@2+ b2 «itj= 0
Ufv) + 2a eu”+ (@3+ b eu,=0 (25 a, b)

i analogiczny uktaddla funkcji vr i v2. Tak wiec ostateczniezagadnienie
dato siesprowadzi¢ do catlkowania czterech jednorodnychréwnan réznicz-
kowych czwartego rzedu ze statymi wspoétczynnikami.

Jak wida¢, wszystkie te rdwnania maja identyczng budowe, a w zwig-
zku z tym jednakowe rownania charakterystyczne

X*+,2a-X2+ (a2+ b2) = 0. (26)
Fakt ten warunkuje réwnos$¢ odnosnych pierwiastkOw xn, a ponadto row-
nos¢ catek ogolnych, ktérych mozemy szukaé w postaci
U=i An-en' u2=1i B, *el"-
(27)
vlz%Cnlex”r u va= I D,, ¢ elx»
Réwnanie charakterystyczne (26) jest dwukwadratowe, czyli przez
podstawienie X2 = | daje sie sprowadzi¢ do kwadratowego
12+ 2a-g + (a2+ b2 =0,
ktérego pierwiastkami sa:
Si2 = —a+isbh (i=]—1)-
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Powracajgc do piewiastkow réwnania pierwotnego (25) otrzymujemy

=% Voo =% J/—ozhi*b =z (axi’p (N=1234),
gdzie wspdiczynniki

a~yj(/* +»-a) prl/j(/la™f¥ + a)

sg rezultatem wyciggniecia spod pierwiastka jednostki urojonej. Wartosci
statych a i b okre$lone sg rownaniami (19).

Poniewaz, jak wida¢, pierwiastki sg liczbami zespolonymi, przeto
catka og6lna kazdego z rownan (25) jest liniowg kombinacjg mieszanych
iloczynéw funkcji sin i cos kata Pmq oraz funkcji sh i ch kata a g czyli
np. dla funkcji ux ma ona posta¢ nastepujaca ,

ux(f) = Axesin pe eshap+ A2msinRRpechap -
+ A3ecos 3peshae-+ Axecosppechap (28)

7. Wyznaczanie statych catkowania na przyktadzie tuku
dwuprzegubowego

Dla wyznaczenia wszystkich statych An, B,,, Cn, Dn (n= 12, 3, 4)
musimy utozy¢ 16 réwnan niezaleznych, poniewaz tyle stalych zawiera
catka og6lna (16) réwnania rézniczkowego drgan. Nalezy zatem dobraé
takie wartosci statych catkowania, aby na brzegach przedziatéw spetnio-
ne byty

a) warunki geometryczne,

b) warunki statyczne,

c) warunki (21).

Niezbedne sg zatem do$¢ zmudne obliczenia, zwiaszcza przy rozwia-
zywaniu odnosnych réwnan na liczbach ogélnych. Sprawa jednakze
upraszcza sie do$¢ znacznie, kiedy operujemy konkretnymi warto$ciami
liczbowymi.

Ze wzgledu na brak miejsca niebedziemy tuprzeprowadzali szcze-
gétowej analizy warunkéw brzegowychdla wszystkich szeSciumozliwych
przypadkow zamocowania koncéw preta. Ograniczymy sie jedynie do
ustawienia odnos$nych rownan dla jednego, typdwego przypadku celem
zilustrowania przebiegu postepowania.

Rozpatrzymy mianowicie tuk dwuprzegubowy o diugosci katowej 2y,
pobudzany do drgan poprzecznych, ptaskich za pomocg wibratora umiesz-
czonego posrodku (rys. 3). Taki pret moze -wykonywac¢ albo drgania syme-
tryczne (na rys. linia przerywana dla tonu podstawowego), jezeli impul-
sem wymuszajgcym jest sita skupiona, okreso'wo zmienna: P = Po esin wt,
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albo drgania antysymetryczne (na rys. linia cienka dla tonu podstawo-
wego), jezeli impulsem wymuszajagcym jest moment Md = MO esin cot.
Bedziemy zatem oba te przypadki rozlwazali oddzielnie i réwnolegle.
Przedtem jeszcze wprowadzimy nowga wspoéirzedng <, okre$lajagcg poto-
zenie przekroju wedtug wzoru

-0
-

-

Rys. 31

Warunek braku przemieszczeA i momentéw zginajagcych na obu kon-
cach przegubowo podpartych daje
yx) =0 (29) y(-J)= 0 (31)
M(n) =0 (30) M(—*= 0 (32)
Nastepnie mozemy napisa¢, ze w przypadku drgan symetrycznych
przekroj Srodkowy (p = 0) nie doznaje obrotu: 0 (0) = 0, co wedtug
wzobu (2) jest rownowazne zaleznosci
y'(0) = o, (33 a)
jesli zwazymy, ze dla tego przekroju z = 0.
Ponadto warunek dynamicznej rownowagi sit w tym przekroju do-
starcza nam nastepujagcego réwnania
PQesincot + T(0) = mwey(0) \ (34 @)
W przypadku drgan antysymetrycznych mamy odpowiednio brak
przemieszczenia

1 Zamiast m gotyckiego na rysunku 3 powinno byé¢ M</.
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2/(0) = 0. (33 b)
Warunek réwnowagi momentow
Mao esin <@+ M (0)= Jme<0 (0) (34 b)

Do szeSciu powyzszych rdwnan nalezy dolgczyC jeszcze dwa warunKki
(21) zastosowane do dowolnych d'woch przekrojow, najlepiej okreslonych
charakterystyczng wspotrzedng, tzn. ¢ = 0, + rc £ \ itp. Wybdr odpo-
wiedniej pary przekrojow jest w zasadzie dowolny, poniewaz warunki (21)
muszg by¢ spetnione na icatej dtugosci preta, a wiec w kazdym jego prze-
kroju; chodzi jedynie o prostote obliczen. W efekcie warunki te prowa-
dzg zawsze do czterech par rownan jednorodnych. Wyznaczniki ukiadow
tych réwnan przyréwnane do zera dajg kolejno nastepujace cztery zalez-
nosci pomiedzy statymi catkowania

= —Pi A (35)
A4 C4 Aa C3 B4 D4 B3 D8
Biorgc dalej pod uwage budowe catki (16) dochodzimy do wniosku,
ze kazdy z warunkdéw (29) do (34) jest rownowazny dwom wynikajgcym
z oddzielnego przyréwnania do zera wyrazOw stojagcych przy sin <ot
i cos (ot. Tak wiec mamy ostatecznie wystarczajgca ilos¢ rownan do wy-
znaczenia wszystkich statych catkowrania.
| tak np. warimek (29) daje

— —— = —tg@z-+thaz, (29)
A4 Ct

warunek (31) za$
A3 _ C3
L2 22— __tgpTecthatt. 31
A2 C2 9P G

Przy rozwigzywaniu warunkow (30) i (32) jak réwniez (34) i (33) mu-
simy korzysta¢ z rownan (12) i (14) (po przyjeciu io = 0) okreslajacych
moment zginajacy i site poprzeczng. Prowadzi to do nieco hardziej zto-
zonych réwnan, mimo ze niektére sposrod statych catkowania przyjmuja
wartosci zerowe.

8. Zakonczenie

Dla postawionego na wstepie zagadnienia drgan wymuszonych (thu-
mionych) preta krzywego zostalo zatem podane rozwigzanie w postaci
zamknietej. Mimo uproszczeri polegajacych na liniowym ujeciu tlumie-
nia oraz pominieciu wplywu bezwladnoSci obrotu rozwigzanie to ma
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posta¢ do$¢ ztozong i stosowanie go w tej formie w praktycznych obli-
czeniach mogtoby nastrecza¢ pewne trudnosci.

W zwiagzku z tym wytania sie konieczno$¢ podania rozwigzan przy-
blizonych. Zagadnienie to zostanie podane w jednym z najblizszych nu-
meréw ,Zeszytow Naukowych — Mechanika”.
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