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Wymuszone drgania poprzeczne (tłumione) pręta silnie 
zakrzywionego

R ozw ażono s tan  o d ksz ta łcen ia  p rę ta  s iln ie  zakrzyw ionego  i w yprow adzono  rów 
n an ie  różn iczkow e d rg ań  poprzecznych  tak iego  p rę ta . U w zględniono  tłu m ien ie  d rgań  
w ed ług  lin iow ej h ipo tezy  V oig ta-T hom psona. R ozw iązan ie  pow yższego ró w n an ia  po 
dano w  postac i zam kn ię te j. N a p rzy k ład z ie  łu k u  dw uprzegubow ego om ów iono sposób 
u s ta w ie n ia  odpow iedn ie j ilości w aru n k ó w  brzegow ych, p o trzebnych  d la  w yznacze
n ia  s ta ły ch  ca łkow an ia .

1. Wstęp

Zagadnienie wym uszonych drgań poprzecznych z uwzględnieniem  
tłum ienia w  odniesieniu do prętów  pryzm atycznych prostych zostało 
rozwiązane po raz pierwszy przez Giovanocciego (1937). Liczni późniejsi 
badacze zajm ujący się tym  zagadnieniem  starali się w yniki tej pracy 
rozszerzyć i uogólnić przez uwzględnienie w pływ u m asy w ibratora, zmien
ności przekroju p rę ta  lub przez podanie rozwiązania w  postaci najw ygod
niejszej do obliczeń. Na uwagę zasługuje tu  praca K. T. Szatałowa [5], 
w  której podał on rozwiązanie w  postaci zam kniętej.

Drgania poprzeczne prętów  prostych i krzyw ych różnią się między 
sobą dość istotnie. I tak  np. Lamb (1889) badając drgania własne pręta  
swobodnego, słabo zakrzywionego łukiem  kołowym zauważył obniżenie 
się częstości tych drgań w  porów naniu z prętem  prostym .

Podane poniżej rozwiązanie wym uszonych drgań poprzecznych pręta  
silnie zakrzywionego u jm uje to zagadnienie nieco szerzej, ponieważ za
wiera w sobie analogiczne drgania pręta  prostego jako przypadek gra
niczny (tj. dla prom ienia krzyw izny q0 °o). Odnośne rów nanie różnicz
kowe daje się również scałkować w  postaci zam kniętej.
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W zagadnieniu drgań wymuszonych spraw ą dość istotną jest sposób, 
w jaki uwzględnia się działanie sił wym uszających. Spośród licznych 
m etod stosowanych w tym  przypadku najwygodniejsza, a zarazem  naj
ogólniejsza w ydaje się m etoda polegająca na odniesieniu tych wielkości 
do w arunków  brzegowych. Odnośne rów nania różniczkowe drgań pręta 
przyjm ują w tedy postać jednorodną i dają się łatw iej całkować. Sposób 
ten znany już Giovanoeciemu i zalecany przez Krylowa [4] stosowany 
jest również przez Szatałowa [5].

W pracy niniejszej ze względu na jej ograniczone rozm iary podane 
jest jedynie rozwiązanie zagadnienia w  postaci ogólnej, bez dokonywania 
specyfikacji dla różnych w arunków  brzegowych. To zagadnienie omó
wione jest tylko pobieżnie w  zakończeniu na przykładzie łuku  dwuprze- 
gubowego, pobudzanego do drgań w ibratorem  umieszczonym w środku. 
Ograniczymy się zatem  do stw ierdzenia, że działanie sił wym uszających 
należy uwzględnić w  sposób wskazany powyżej. Odnośne rozważania 
i obliczenia można łatw o przeprowadzić w oparciu o cytowane wyżej 
prace (np. [4], [5]).

Zestawienie oznaczeń

D(plf — symbol różniczkowania (indeks oznacza argum ent,
podług którego należy różniczkować), 

e — podstawa logarytm u naturalnego,
E kG /cm 2 — moduł sprężytości podłużnej,.
F cm 2 — pole przekroju poprzecznego pręta,
i o cm — prom ień bezwładności (biegunowy) elem entu pręta,
Jw kG • cm ■ sec2 — moment bezwładności (masowy) w ibratora względem

osi obrotu,
m kG • see2/cm 2 — masa jednostki długości pręta,
m„. kG • sec2/cm — masa wibratora,
M kG ■ sec2/cm  — moment zginający,
M d kG • cm — moment wym uszający drgania,
P  kG — siła wymuszająca dbgania,
r  cm — prom ień krzyw izny powierzchni obojętnej,
S cm 3 — moment statyczny pola przekroju względem osi obo

jętnej zginania, 
t  sec — czas,
T kG — siła poprzeczna,
y  cm — składowa promieniowa ugięcia pręta,
z  cm — składowa styczna ugięcia pręta,
Y — długość (kątowa) pręta,
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— wydłużenie jednostkowe,
— współrzędna kątowa,
— współczynnik tarcia zewnętrznego-,
— współczynnik tarcia wewnętrznego,
— częstość kołowa,
— prom ień krzywizny,
— naprężenie normalne,
— kąt obrotu przekroju,
— odległość w arstw y pręta  od powierzchni obojętnej.

2. Stan odkształcenia pręta silnie (kołowo) zakrzywionego

Rozważamy p rę t pryzm atyczny, którego oś jest pierw otnie zakrzy wiona 
prom ieniem  po, współm iernym  z wymiarem- charakterystycznym , prze
kro ju  poprzecznego pręta, a więc np. z jego średnicą. Zajmować się bę- 
dzienny wyłącznie drganiam i płaskimi, tzn. takimi, k tóre odbywają się 
w  płaszczyźnie osi pręta.

D rgania poprzeczne (giętne) w yw ołują w  pręcie krzyw ym  naprężenia 
norm alne, których rozkład w  przekroju poprzecznym — zgodnie z hipo
tezą W inklera — przyjm ujem y w edług krzyw ej hiperbolicznej, Odkształ
cona oś takiego p rę ta  opisana jest rów naniam i odm iennymi niż w  przy
padku p rą ta  prostego. Równania te postaram y się w  skrócie wyprowadzić 
(według [2] i [3]).

W tym  celu rozpatrujem y elem-ent pręta  krzywego o- długości ds, w y
cięty dwoma płaszczyznami nachylonym i do siebie pod kątem  dcp (rys. 1). 
W stanie pobudzonym do drgań p ręt doznaje zginania w  płaszczyźnie 
krzyw izny swojej osi. Ro-zpatrywane przekroje płaskie p ręta  obracają się 
względem siebie o kąt Adcp, a prom ień krzyw izny osi zmienia się z po
czątkowej wartości Qo na Q. Powierzchnia obojętna przesunięta jest o t]o 

od osi p rę ta  w  kierunku środka krzywizny, a jej prom ień krzyw izny 
(w stanie nie odkształconym) wynosi r =  o0 —

Włókno odległe o i] od poWierzchni obojętnej doznaje wydłużenia jed 
nostkowego:

W skutek odkształcenia pręta  jego przekroje poprzeczne doznają prze
mieszczeń liniowych i obrotów. Celem określenia ich wielkości zwiążemy 
prostokątny układ współrzędnych y0 z dowolnym przekrojem  poprzecz
nym  pręta  nieodkształconego w ten  sposób, że oś z0 jest styczna do osi. 
p ręta  (rys. 2). Położenie tego przekroju określa współrzędna kątow a cp.

GG' A dcp

dcp
(1)

H G  r  +  rl



160 R y sza rd  Gry boś

Po odkształceniu rozw ażany przekrój zajął położenie A±, tzn. doznał 
przemieszczenia A qA i , którego rzu ty  na osie układu yoZ0 wynoszą odpo

wiednio y  i z. Ponadto przekrój nasz obrócił się o m ały kąt 0  związany 
ze składowymi przemieszczenia następującą zależnością:
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Dalsze rozważania geometryczne prowadzą ponadto do znanej za
leżności

^ - A - 0 ,  (3)
ds Q0

która w yraża po prostu Iwarunek nieściśliwości osi pręta.
Różniczkując (2) i korzystając z rów nania (3) otrzym ujem y

d0  d2y  . y  . . .
—  =  —-  +  —  (4)
ds ds2 q02

Ale d0 /ds oznacza zmianę krzyw izny osi pręta, spowodowaną jego 
zginaniem, czyli

^  =  =  =  (5) 
ds Q Qo Q ' Qo

Z rysunku 1 widać, że
ds — Q0 ■ dcp = Q ■ (dcp +  Adcp), (6)

skąd
Ad<P =  Qo~Q
dtp 0

Podstaw iając tu ta j rów nania (5) i (4) dochodzimy do znanej zależności

A d cp 1 1  d!y
. , , 4  ro

d t p  Qq \  d tp2 /

w której równocześnie dokonano^ zmiany argum entu  na  podstawie pierw 
szej spośród równości (6). Podstaw iając zależność (7) do (1) otrzym ujem y 
wzór na wydłużenie jednostkowe włókna w pręcie silnie zakrzywionym:

* =  -  • - j t  ' [ ? i + y \-(8)Po r +  7] \d cp2

3. Tłum ienie drgań

Tłum ienie drgań może mieć zarówno swoje przyczyny zewnętrzne, 
jak  i w ew nętrzne. W obu przypadkach przyjm ow ać będziemy liniowy 
charak ter oporów tarcia, tzn. ich proporcjonalność do prędkości odkształ
cenia.

A zatem  elem entarną siłę tarcia  zewnętrznego, związaną z oporem, 
jaki ośrodek staw ia poruszającem u się w  nim  ciału wyznaczam y ze 
wzoru:

dTt '= — x • —  ■ ds, (9)
81

l i  M echan ika  n r  5
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gdzie % — współczynnik tarcia zewnętrznego odniesiony do jednostki d łu 
gości pręta.

Tarcie w ew nętrzne — jak  to zwykle czyni się w  teorii drgań linio
wych — wprowadzam y do rozważań za pośrednictw em  znanej zależności 
Teologicznej:

° = E ( ’ + 'i ' f t ) (10)
podanej przez J. H. Thompsona (1933), a opisującej zachowanie się mo
delu ciała lepko-sprężystego, zaproponowanego przez H. Voigta (1892).

Hipoteza powyższa, mimo że w ykazuje pewne niezgodności z danymi 
doświadczalnymi, to jednak bywa nadal często stosowana do badania 
teoretycznego drgań, ponieważ dość dobrze opisuje zjawisko opóźnionej 
sprężystości (histerezy sprężystej), k tóre wszakże jest istotne dla tłum ie
nia w ew nętrznego drgań.

4. Równanie równowagi wewnętrznej momentów

W prowadzając zależność (8) do rów nania Thompsona (10) otrzym u
jem y

„ =  * . * . +  +  +  (11,
r +  7) \ as- * at as2 Qo at q0

W dalszym ciągu niniejszej pracy — dla skrócenia zapisu — w pro
wadzimy uproszczenie polegające na zastąpieniu ilorazów różniczkowych 
następującym i symbolami:

a" 1 a" 1 a"_ __— 1 . _£ ==■_ . n"_____ —__=  n"
asn ej a<p" 9j f a tn 1 '

K orzystając z tego rów nania (11) możemy przedstaw ić w  postaci

° =  ~  • - p -  • (i* ■ Dt +  1) • p j  +  1) • U- (11')
Qo r  +  7] T

W arunek równowagi wew nętrznej momentów po uwzględnieniu za
leżności (11) prowadzi do rów nania

M  =  [ o  • 7] • dF =  ■ (¡x ■ Dt +  1) • (D2 +  1) • y  • f-^-dF.
J Oo J r +  7)
(-F) (F)

Ale ostatnia całka — jak  łatw o wykazać (np. [3]) — przedstaw ia mo
m ent statyczny pola przekro ju  F względem osi obojętnej:

f ^ ~ d F = f r r dF =  S =  F - r i 0
(f) (-P)
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A zatem  rów nanie równowagi w ew nętrznej ma ostatecznie postać

• Dt+1) • P^ +  l) • 2/. (12)
Po

Widać stąd, że tarcie w ew nętrzne daje dodatkowy m om ent oporu 
w ystępujący w w arunku równowagi wew nętrznej. Natomiast tarcie ze
wnętrzne — jak  się przekonam y za chwilę — daje w w arunkach równo
wagi zewnętrznej dodatkow ą siłę ham ującą ruch.

W rozważaniach powyższych pom inięto istnienie sił tarc ia  w ew nętrz
nego, pow stałych na skutek odkształcenia postaciowego i odpowiednich 
naprężeń stycznych pow stających w  elemencie w w yniku istnienia sił 
poprzecznych pochodzenia bezwładnościowego. To uproszczenie tłum aczy 
się nieznaczną w artością w ym ienionych naprężeń w porów naniu z naprę
żeniam i norm alnym i. Z tych sam ych powodów nie uwzględniono istnienia 
prom ieniow ych naprężeń norm alnych pow stałych w skutek wzajemnego 
nacisku w arstw  zginanego pręta.

5. Równania równowagi zewnętrznej. Równanie drgań

Ponieważ w rozw ażanym  pręcie nie w ystępują żadne siły podłużne, 
przeto można ustalić dwa rów nania równowagi zewnętrznej elem entu 
pręta.

Równanie równowagi sił poprzecznych (rys. 1):

-  T +  ( t  +  —  • ds] -  z • • ds — m  • ds • —-  =  0
\ ds I st dt‘

po uproszczeniu i zmianie argum entu  przyjm uje postać

D tT  =  (?o • (m ■ D, +  %) • Dty  (13)

Jest to równanie przybliżone w tym  sensie, że nie uwzględnia pochylenia 
sił poprzecznych w skutek odkształcenia elem entu.

Z kolei ustaw im y w arunek równowagi zewnętrznej momentów. Dla 
ścisłości uwzględnim y w nim  także moment wynikający z bezwładności 
obrotu elem entu pręta, k tóry  to moment jest proporcjonalny do przy
śpieszenia kątowego 0. Oznaczając przez i0 biegunowy prom ień bezwład
ności elem entu o długości ds możemy napisać

M -  (m  +  —  • d s \ - T  ■ ds -  m  ■ i20 • • ds = O,
' \ 3 s I dt2

skąd otrzym ujem y
8M „  820
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Różniczkując to wyrażenie podług cp oraz podstawiając zależność 

(D, . D2) • 0  =  ~  . (D2 +  1) • D2y
Po

uzyskaną przez dw ukrotne zróżniczkowanie podług czasu rów nania (4), 
o trzym ujem y

n m  = -  e„ ■ d ?t  -  m • ą  • (o; +  i) • o 2y .

Podstaw iając tu ta j (13) m am y ostatecznie
D 2M =  [ -  m  . ij . (DJ +  l) . D, -  eg ■ (m • Di +  *)] • D,y (15)

Celem wyrugowania m omentu zginającego M  posłużymy się w arun
kiem równowagi wew nętrznej (12) po uprzednim  dw ukrotnym  zróżnicz
kowaniu podług cp. W przyjętym  tu taj uproszczonym zapisie takie dzia
łanie jest równoznaczne z obustronnym  pomnożeniem tego równania 
przez sym bol2D. M amy zatem

D 2M  =  S  • (p, • Dt  +  1) • (D2 +  1) • D*y  (12')

Porów nując ze sobą praw e strony róWnąń (15) i (12) otrzym ujem y 
ostatecznie podstawowe rów nanie drgań poprzecznych tłum ionych pręta 
silnie zakrzywionego stałym  prom ieniem  o0. Z kolei przystąpim y do cał
kowania tego równania.

6. Całkowanie rów nania różniczkowego drgań

Rozwiązania wyprowadzonego powyżej rów nania szukam y w postaci

y  =  U(cp) ■ sin w t  +  V(cp) • cos w t  (16)

gdzie to — częstość kołowa drgań wymuszonych. U (tp ) i V(pp) są nie zna
nym i na razie funkcjam i samej tylko współrzędnej kątowej cp.

Podstaw iając wartości odnośnych pochodnych cząstkowych do rów
nania wyjściowego i przyrów nując do zera oddzielnie współczynniki 
stojące przy sin <ot i cos rot otrzym ujem y układ dwóch równań dla zna
lezienia funkcji U(ą>) i Y(cp):

U<IV> +  Ql ■ U"  -  bx • U -  a  • V -  d i • V"  -  di  ■ V<IV> =  0 
V<IV> +  a1 - V " - b 1 - V  + ci - U +  di • U" -+ d, • 17<IV> -  0 ( 3’ }

gdzie
m  • i 02 • co2 • Q0 m  ' o)2 ■ (Qq i 02i • q0

° 1 - 1  +  e T ś   b‘~ ----------- 7 s ----------
* ■ » d i  .

Ci = — — -— —  a, =  a  • a>
E - S
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W dalszym ciągu — mając na uwadze, że kąt obrotu przekroju 0  przyj
m uje bardzo małe wartości — pomlijać będziemy człon uwzględniający 
bezwładność obrotu (io =  0). Takie uproszczenie jest dopuszczalne zwłasz
cza dla niższych częstości sił wym uszających co oraz dla- prętów  cienkich, 
tzn. o nieznacznych wym iarach poprzecznych przekroju w  stosunku do 
długości pręta. Założenie to 'wprowadza znaczne uproszczenie w  układzie 
rów nań (17); współczynniki ax i bi stają  się w tedy równe.

m -  a>s -g 30
E ■ S

a układ (16) — na drodze krzyżowych podstawień daje się sprowadzić 
do postaci

U(iv) +  U" +  a ■ U =  b ■ V 
y (iv) + v" + a - V  = — b -U (18 a, b)

gdzie
Cj • d, -f Cj <a2 • p2 • (p. • z — m)

1 +  dl ~  E ■ S ■ (¡rw2 +  1)

, _  b, • d] +  c, _  w • p2 • (¡i m  w2 +  7.)
(19)

(20 a, b)

1 +  d? E ■ S  (p.a • to2 +  1
Rozwiązania układu (18) szukam y w postaci

U(q>) =  u i ( ę )  ■ cos (p +  u o ( t p )  • sin <p 
V ( c p )  =  t > i ( c p )  • cos cp +  v2(S>) ■ sin cp

gdzie Ui,o((p) i U],2 (yj są nie znanymi na razie funkcjam i cp. Rozwiązanie 
zagadnienia sprowadza się zatem  do znalezienia ich postaci.

Ponieważ jednak do rozwiązania każdego z równań układu (20) w pro
wadzono po dwie nowe funkcje, a mianowicie u  i, u2 oraz u1; v 2, przeto 
można na nie nałożyć dwa w arunki wiążące, a mianowicie 

u[ (<p) • cos cp +  u2 (cp) • sin cp =  0
Uj(cp) • coscp v '2 (rp) • sincp =  0

tak, że tylko dwie spośród tych funkcji, np. i pozostają niezależne. 
W równaniach powyższych, podobnie jak poprzednio, przecinkiem u góry 
oznaczono różniczkowanie podług cp.

Z kolei podstaw iam y w yrażenia (20) oraz odpowiednie pochodne do 
równania (18a), w ykorzystując równocześnie w arunek (21a) i następnie 
przyrów nujem y kolejno do zera w yrazy stojące przy sin cp i cos cp. 
W rezultacie tych działań otrzym ujem y nowy układ równań różniczko
wych, już tylko trzeciego rzędu

\  ~  U* +  a ' Ul =  b ' V' (22 a' b)— tij" — u” +  a ■ u2 =  b • v 2
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jednakże nadal uw ikłany względem poszukiwanych funkcji u i v. Ale 
z w arunku (21a) po dw ukrotnym  zróżniczkowaniu i ponownym przyrów 
naniu do zera wyrazów przy sin qp i cos cp otrzym ujem y

tij" +  2u” =  0 oraz u2 — 2 u'̂  =  0.

W ykorzystanie tych zależności pozwala nam  na dalsze obniżenie rzędu 
obu rów nań układu (22); otrzym ujem y mianowicie

u" a • u, =  b • v, 
(23 a, b) 

u2 +  a • u2 =  o • v 2

Przeprowadzając analogiczne przekształcenia w odniesieniu do równa
nia (18 b) otrzym ujem y nowy układ równań o podobnej budowie

v" +  a • v, =  — b • u,
* , (24 a, b)

v2 +  a • v 2 =  — o • u2

Układy (23) i (24) dają się już na drodze krzyżowych podstawień i ko
lejnych eliminacji rozwikłać względem odnośnych funkcji, co jednak od
bywa się kosztem podniesienia rzędu tych równań o dwa; otrzym ujem y 
mianowicie

u(iv> _|_ 2a • u +  (a2 +  b2) • itj =  0

u£v) +  2a • u” +  (a3 +  b2) • u., =  0 (25 a, b)

i analogiczny układ dla funkcji v r i v 2. Tak więc ostatecznie zagadnienie
dało się sprowadzić do całkowania czterech jednorodnych równań różnicz
kowych czwartego rzędu ze stałym i współczynnikami.

Jak  widać, wszystkie te rów nania m ają identyczną budowę, a w zwią
zku z tym  jednakowe równania charakterystyczne

X* +,2a-X2 +  (a2 +  b2) =  0. (26)

Fakt ten w arunkuje równość odnośnych pierwiastków Xn, a ponadto rów
ność całek ogólnych, których możemy szukać w postaci

Ul = i  A n - e n' u2 =  i  B„ • e1"--

(27)
v 1 = Z C n ■ ex”r va =  I  D„ • el »ł

i ■ i
Równanie charakterystyczne (26) jest dwukwadratowe, czyli przez 

podstawienie X2 =  |  daje się sprowadzić do kwadratowego

l 2 +  2a -g  +  (a2 +  b 2) =  0,

którego pierw iastkam i są:

Si,2 =  — a +  i • b (i =  ]/ — l) •
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Pow racając do piewiastków rów nania pierwotnego (25) otrzym ujem y

= ± V £1,2 = ± ]/— o z h i * b  = ± ( a ± i ’ P) (n = 1,2,3,4), 
gdzie współczynniki

a ~ y j ( / *  +  » - a )  p ^ 1 / j ( / a ^ f ¥  +  a)

są rezultatem  wyciągnięcia spod pierw iastka jednostki urojonej. W artości 
stałych a i b określone są rów naniam i (19).

Ponieważ, jak widać, pierw iastki są liczbami zespolonymi, przeto 
całka ogólna każdego z rów nań (25) jest liniową kom binacją mieszanych 
iloczynów funkcji sin i cos kąta  P ■ cp, oraz funkcji sh i ch kąta a • cp, czyli 
np. dla funkcji u x ma ona postać następującą ,

ux('f) =  A x • sin  pę • sh acp +  A 2 ■ sin Pcp • ch cup -|-
+  A 3 • cos ¡3<p • sh aę- +  A x • cos p<p • ch acp (28)

7. Wyznaczanie stałych całkowania na przykładzie łuku 
dwuprzegubowego

Dla wyznaczenia wszystkich stałych A n, B„, Cn, Dn (n =  1, 2, 3, 4)
m usim y ułożyć 16 rów nań niezależnych, ponieważ tyle stałych zawiera
całka ogólna (16) rów nania różniczkowego drgań. Należy zatem  dobrać 
takie wartości stałych całkowania, aby na brzegach przedziałów spełnio
ne były

a) w arunki geometryczne,
b) w arunki statyczne,
c) w arunki (21).
Niezbędne są zatem dość żmudne obliczenia, zwłaszcza przy rożwią- 

zywaniu odnośnych rów nań na liczbach ogólnych. Spraw a jednakże 
upraszcza się dość znacznie, kiedy operujem y konkretnym i wartościam i 
liczbowymi.

Ze względu na brak miejsca nie będziemy tu  przeprowadzali szcze
gółowej analizy w arunków  brzegowych dla wszystkich sześciu możliwych
przypadków zamocowania końców pręta. Ograniczymy się jedynie do 
ustaw ienia odnośnych rów nań dla jednego, typdwego przypadku celem 
zilustrowania przebiegu postępowania.

Rozpatrzymy mianowicie łuk dwuprzegubowy o długości kątowej 2y, 
pobudzany do drgań poprzecznych, płaskich za pomocą w ibratora umiesz
czonego pośrodku (rys. 3). Taki p ręt może -wykonywać albo drgania sym e
tryczne (na rys. linia przeryw ana dla tonu podstawowego), jeżeli im pul
sem wym uszającym  jest siła skupiona, okreso'wo zmienna: P  =  Po • sin wt,
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albo drgania antysym etryczne (na rys. linia cienka dla tonu podstawo
wego), jeżeli im pulsem  wym uszającym  jest m oment Md =  M0 • sin cot. 
Będziemy zatem  oba te przypadki rozlważali oddzielnie i równolegle. 
Przedtem  jeszcze wprowadzimy nową współrzędną <p, określającą poło
żenie przekroju według wzoru

-  <p • n  ,
tp =  — -----  — JC Cp 71 .

T

Rys. 3 1

W arunek braku przemieszczeń i m omentów zginających na obu koń
cach przegubowo podpartych daje

y(x) =  0 (29) y(-Jt) =  0 (31)
M( n) =  0 (30) M(—*) =  0 (32)

Następnie możemy napisać, że w przypadku drgań symetrycznych 
przekrój środkowy (cp =  0) nie doznaje obrotu: 0  (0) =  0, co według 
wzobu (2) jest równoważne zależności

y'(0) =  o, (33 a)

jeśli zważymy, że dla tego przekroju z =  0.
Ponadto w arunek dynamicznej równowagi sił w tym  przekroju do

starcza nam  następującego rów nania

PQ • sin cot +  T(0) =  m w • y(0) \ (34 a)

W przypadku drgań antysym etrycznych mamy odpowiednio brak 
przemieszczenia

1 Z am iast m  gotyck iego  n a  ry su n k u  3 pow inno  być M</.
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2/(0) =  0. (33 b)

W arunek równowagi momentów

Mao • sin <ot +  M (0) =  J m • 0  (0) (34 b)

Do sześciu powyższych rów nań należy dołączyć jeszcze dwa w arunki 
(21) zastosowane do dowolnych d'wóch przekrojów, najlepiej określonych 
charakterystyczną współrzędną, tzn. <p =  0, +  rc, ±  \ itp. Wybór odpo
wiedniej pary  przekrojów  jest w  zasadzie dowolny, ponieważ warunki (21) 
muszą być spełnione na icałej długości pręta, a  więc w  każdym  jego prze
kroju; chodzi jedynie o prostotę obliczeń. W efekcie w arunki te prow a
dzą zawsze do cżterech par równań jednorodnych. W yznaczniki układów 
tych rów nań przyrów nane do zera dają kolejno następujące cztery zależ
ności pomiędzy stałym i całkowania

=’ —L — P i  ^  (35)
A4 C4 Aa C3 B4 D4 B3 D8

Biorąc dalej pod uwagę budowę całki (16) dochodzimy do wniosku, 
że każdy z w arunków  (29) do (34) jest równoważny dwom wynikającym  
z oddzielnego przyrów nania do zera wyrazó’w stojących przy sin <ot 
i cos (ot. Tak więc m am y ostatecznie w ystarczającą ilość rów nań do w y
znaczenia wszystkich stałych całkowrania.

I tak np. w arim ek (29) daje

—  — —  =  — tg (3 z • th  a z , (29')

w arunek (31) zaś
A4 .Ct

A 3 C3—- =  —-  =  — tg p 7C • cth a t t . (31)
A2 C2

Przy  rozwiązywaniu w arunków  (30) i (32) jak również (34) i (33) m u
sim y korzystać z rów nań (12) i (14) (po przyjęciu io =  0) określających 
m om ent zginający i siłę poprzeczną. Prowadzi to do nieco hardziej zło
żonych równań, mimo że niektóre spośród stałych całkowania przyjm ują 
wartości zerowe.

8. Zakończenie

Dla postawionego na wstępie zagadnienia drgań wym uszonych (tłu
mionych) p rę ta  krzywego zostało zatem  podane rozwiązanie w  postaci 
zam kniętej. Mimo uproszczeń polegających na liniowym  ujęciu tłum ie
nia oraz pominięciu w pływ u bezwładności obrotu rozwiązanie to ma
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postać dość złożoną i stosowanie go w tej form ie w praktycznych obli
czeniach mogłoby nastręczać pewne trudności. 

W związku z tym  w yłania się konieczność podania rozwiązań przy
bliżonych. Zagadnienie to zostanie podane w jednym  z najbliższych nu
m erów „Zeszytów Naukowych — M echanika”.
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