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U eber m athem atische Laboratorien.
Von Gymn.-Prof. Dr. K a r l  Go l d z i h o r  (Budapest).

Die Annäherung der abstrakten Kapitel an 
das praktische L e b e n  bildet einen wichtigen 
Gesichtspunkt der heutigen Reformbestrebungen 
im Gebiete des mathematischen Unterrichts. Es 
handelt sich dabei nicht bloß um eine rein 
utilitarische Forderung, sondern um die Lösung 
jener Aufgaben, die von Seite der exakten 
Forschungsarbeit an den Unterricht gestellt 
werden. Der Zweck ist, der stufenweisen Ent
wickelung des exakten Denkvermögens der 
Schüler gerecht zu werden; also natürliche 
Ausgangspunkte, reale Probleme zu wählen und 
die Prozesse der Approximation und der Präzision 
in gleicher Weise zu berücksichtigen. Die 
methodische W ichtigkeit dieser Postulate besteht 
darin, daß neben der Deduktion das Sammeln 
und die weitere Verwertung von Erfahrungen 
selbständig in den Vordergrund treten. Der 
Unterricht sei auf die wirklichen Verhältnisse 
des Lebens gegründet, die speziellen Methoden 
sollen aus den Anforderungen größerer, einheit
licher Sachgebiete entwickelt werden, so daß 
der Schüler schon auf der höheren Schule den 
realen W ert und die wirkliche Anwendung 
abstrakter Gedankenreihen zu erfassen lerne.

Bei der praktischen Lösung dieser Präge 
werden wir auf die Notwendigkeit solcher 
U e b u n g e n  geführt, die den theoretischen 
Unterricht v o n  A n f a n g  an begleiten. Schon 
in den neunziger Jahren des vorigen Jahrhunderts 
ist es J o h n  P e r r y  in England gelungen, den 
mechanischen und den mathematischen Unter
richt an technischen Mittelschulen (besonders 
am Finsbury Technical College und am Royal 
College of Science in London) auf wirkliche 
Experimentarbeit zu gründen.1) Diese Richtung 
hat neuerdings in Amerika viel Anhänger er
worben. Besonders seitdem der Chicagoer 
Professor E. II. M o o r e  in einer Presidential 
Address vor der Amerikanischen Mathematischen 
Gesellschaft (1903) die W ichtigkeit des L a b o -  
r a t o r y - M e t h o d  hervorgehoben hat;2) Moor e  
gründet seine Forderungen auf die Vereinigung 
des mathematischen und physikalischen Unter
richtes; in dieser Weise könnte nämlich der 
doppelte Charakter des exakten Forschens in

*) S. hieriiber R. F r i e k e :  Ueber Reorganisations- 
bestrebungen ties mathematischen Elementarunterrichts 
in England (.lahresberichte der D. M. V. X III  [1904]).

-) E. If. M o o r e :  On the foundations of Mathe
matics (Science, new series XVII  [1903] und Bulletin 
of the Am. Math. Soc. 2 . series, IX  [1903]).



S. 46. U NTERRICHTSBLÄTTER. Jahrg. XIV. No. B.

gleichwertiger A rt klar hervortreten: einerseits 
die experimentelleEnverbung konkreterTatsachen 
und andererseits die auf die systematische Ver
arbeitung derselben folgende strenge Deduktion 
von präzisen Gesetzmäßigkeiten. Diese Gedanken 
weisen nun in ihrer Ausführung auf die Notwendig
keit von Laboratorien hin, in welchen das Material 
für die Ausgangspunkte des mathematischen 
Unterrichtes durch selbständige Arbeiten der 
Schüler verschafft werden könnte. In dem 
jüngst erschienenen Buche von J. W. A. Yo u n g :  
The teaching of Mathematics in the eleméntary 
and the secondary school (Am. Teachers Series, 
New-York; Longmans, Green and Co. 1907) 
handelt das VI. Kapitel ausführlich über diese 
F rage3); weitei'hin kann eine Arbeit von 
M y e r s  Hervorgehoben w erden') (1908), in der 
die näheren Angaben zur Ausrüstung eines 
solchen Laboratoriums zusammengestellt sind. 
In Frankreich wies E. B o r e i  in einem Vortrag, 
den er in der Conférence-Reihe des Musée 
Pédagogique im Jahre 1904 hielt, auf die 
W ichtigkeit der mit dem mathematischen Unter
richt zusammenhängenden praktischen Arbeiten 
hin.5) Der Vortrag B o r e 1 s gibt die allgemeinen 
Gesichtspunkte und die administrativen Einzel
heiten an, die bei der Verwirklichung des 
mathematischen Laboratoriums zu berücksichtigen 
wären.

Die Einseitigkeit der amerikanischen Ver
suche besteht darin, daß hauptsächlich nur die 
physikalischen Beziehungen des mathematischen 
Unterrichtes betont werden. Die Annäherung 
des Unterrichtes an alle quantitativen Verhält
nisse des praktischen Lebens führt jedoch zur 
Forderung, daß d a s  m a t h e m a t i s c h e  L a b o 
r a t o r i u m  w o m ö g l i c h  v i e l s e i t i g  s e i  
u n d  a l l e  p r a k t i s c h e n  B e z i e h u n g e n  der  
M a t h e m a t i k  b e r ü c k s i c h t i g e .  W ir weisen 
nur auf die Aufgabensammlung von A. S c h ä l k e  
(Leipzig und Berlin, Teubner I. II.) hin, um zu 
zeigen, daß für den algebraischen Unterricht 
eine ganze Reihe anderer Kreise der angewandten 
Mathematik noch heranzuziehen sind.6) Beson

3) Die älteste Arbeit über unseren Gegenstand 
scheint die von A. R. I l o r n b r o o k  zu sein: Labo- 
ratory-Method of teaching Mathematics (New-York 
1895). Siehe weiterhin: J . "V. A. Y o u n g :  W hat is 
Laboratory-Method? (School Science and Mathe
matics 19Ö3).

4) M y e r s :  The Laboratory-Method in the secon
dary school (School Review 1903). S. noch das Buch 
von M y e r s :  Observational and experimental Astro
nomy (Chicago 1902).

5) E. B o r e l :  Les exercices pratiques de Mathé
matiques dans l’enseignement secondaire. Conférences 
du Musée Pédag. 1904 und Revue générale des 
Sciences 1904).

6) Als Beispiel für die Anwendung der Methode
auf den geometrischen Unterricht dient das Werk von 
P. M a r t i n  und O. S c h m i d t :  Raumlehre für Mittel
schulen, Bürgerschulen und verwandte Anstalten ; 3 Hefte.

ders in dem Rechenunterricht der unteren 
Klassen gelingt es, die praktische Betätigung 
der Schüler durch wertvolle Sachgebiete zu 
unterstützen. W ir versuchen im Folgenden 
einige Bemerkungen darüber mitzuteilen, wie 
man durch das mathematische Laboratorium 
die Vielseitigkeit und den methodischen F o rt
gang der praktischen Uebungen verwirklichen 
könnte. (Mehrere der anzugebenden Versuche 
wurden im Laufe der beiden letzten Schuljahre 
am staatlichen Obergymnasiiun des III. Bezirkes 
in Budapest durchgeführt).

1. Vor allem heben wir hervor, daß die 
Uebungen von der untersten Klasse angefangen 
den g a n z e n  Gang des Unterrichtes zu begleiten 
hätten. Der von konkreten Kenntnissen aus
gehende Unterricht der unteren Stufe kann auf 
diesem Wege in wirklich methodischer Weise 
auf selbständig entwickelte Sachgebiete auf
gebaut werden.

2. Das mathematische Laboratorium soll 
unabhängig vom physikalischen und chemischen 
alle Prototype und Apparate enthalten, die 
beim Unterricht der Maßsysteme notwendig 
sind. In vielen Fällen können dieselben durch 
die selbständige Arbeit der Schüler verschafft 
werden. Auch größere Einheiten (wie z. B. 
1 m3, 1 h l )  sind anzufertigen; es wird nämlich 
mit denselben operiert, ohne daß die Schüler 
einen anschauungsmäßigen Begriff von diesen 
Maßen hätten. Die Apparate mögen zu pünkt
lichen Messungen und Maßaichungsübungen ver
wendbar sein. Das Laboratorium möge weiterhin 
solche Apparate enthalten, welche die Aus
führung einfacher Feldmessungsarbeiten (untere 
Klassen) und weiterer geodätischer, besonders 
Triangulierungsarbeiten (höhere Klassen) möglich 
machen. ’)

(Berlin, Gerdes & Hödel). — In  der neueren englischen 
und amerikanischen Lehrbuchliteralur ist eine ganze 
Reihe von Werken erschienen, die den konkreten 
Charakter des ersten geometrischen Unterrichtes hervor
treten lassen und den Fortgang durch Meßarbeiten 
(meisuration) fördern. (Experimental, observational, 
practical, measuring, concrete, inventional, intuitional 
Geometry). Diese Werke knüpfen an die anti
euklidische Richtung der P e rry sc h e n  Schule an, die 
neuerdings auch in Frankreich mehrere Vertreter 
gefunden hat (s. die Enquete über den geometrischen 
Unterricht der „La Revue de l’Enseignement des 
Sciences“). Von den bezüglichen englischen und 
amerikanischen Lehrbüchern verweisen wir auf die 
Werke von C a m p b e l l ,  H a i l m a n n ,  H i l l ,  H o r n 
b r o o k ,  L a m b e r t ,  M u r r a y ,  S p e n c e r  (Amerika); 
B a k e r  and B o u r n e ,  B a x a n d a l l  ä n d H a r r i s o n ,  
B u d d e n ,  E g g a r ,  H a l l  and S t e v e n s ,  H a r r i s ,  
M a r s h a l l  and T u c k e y ,  M o r r i s  and H u s b a n d ,  
M o o r e ,  M o r g a n ,  P l a y n e  and F a \ v d r y ,  S t e v e n s  
(England).

') S. hierüber A. S c h w a r z :  Der geodätische 
Kursus der Oberrealschule an der W aitzstraße zu Kiel 
im Sommerhalbjahr 1906 (Jahresbericht 1907).
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3. In Verbindung mit dem Reohenunterricht 
sollen statistische Aufnahmearbeiten und größere 
Berechnungen ausgeführt werden; das nötige 
Tabellenmaterial müssen die Schüler selbst ent
werfen. Die. statistischen, zusammenhängenden 
Aufgaben erschließen für den geographischen, 
kulturellen und wirtschaftlichen Unterricht 
besonders wertvolle Kenntnisse; sie bieten 
weiterhin für den Rechenunterricht ein aus
giebiges und vielseitiges Sachgebiet, das von 
methodischer Seite m it einem der wichtigsten 
Prozesse angewandter Arbeiten in Verbindung 
tritt, den wir kurz mit dem W orte „ T a b e l 
l i e r e n “ bezeichnen wollen. — Für die mit 
dem Rechenunterricht verbundenen kaufmänni
schen, gewerblichen, wirtschaftlichen, finanziellen 
und versicherungstechnischen Sachkreise soll 
im Laboratorium eine womöglich vollständige 
und zugängliche Sammlung der im praktischen 
Leben verwendeten Schriftstücke, Dokumente 
und sonstigen rechnerischen Hilfsquellen sein. 
Die Demonstration dieser Gegenstände soll auch 
zu selbständigen Arbeiten mit denselben hin- 
führen. Die praktische Tätigkeit der Schüler 
kann durch einfache Uebungen iq der Buch
führung vervollständigt werden, da ja  der 
größte Teil der Schüler sich diese fürs Leben 
so wichtigen Kenntnisse sonst nicht — oder 
später nur mit großer Mühe — aneignen kann.

4. Im Interesse des Unterrichtes in den 
höheren Klassen muß dafür gesorgt sein, daß 
der Stoff des rechnerischen Teiles auf Grund 
selbständiger mechanischer, physikalischer, che
mischer, meteorologischer, geodätischer und 
astronomischer Messungen und Beobachtungen 
zur Verfügung stehe. (In kleineren Provinz
schulen oder in Schulen, deren Sitz dafür 
geeignet ist, könnte man an zuständiger Stelle 
beantragen, daß die offiziellen Beobachtungs
stationen in der Schule errichtet w erden; 
astronomische Observatorien sind schon an 
mehreren Schulen errichtet worden.) Die syste
matische Bearbeitung des großen, vielseitigen 
und auch an sich wertvollen Beobachtungs
materials wäre Aufgabe des mathematischen 
Laboratoriums. Das Material könnte eventuell 
auch in den anderen Laboratorien durch dieselben 
Schüler verschafft werden, da die Hauptaufgabe 
der mathematischen Uebungsstelle auf die prä
zise Bearbeitung nach den Methoden der an
gewandten Mathematik gerichtet wäre. W ir 
führen einige wichtige Aufgaben an, auf die 
im mathematischen Laboratorium besonderes 
Gewicht zu legen is t: Systematische Zusammen
stellung und Tabellieren der Beobachtungswerte, 
Aufsuchung und rechnerische Korrektion der 
Fehlerquellen nicht präziser Instrumente, rech
nerische Korrektion und Ausgleichung der 
Beobachtungsresultate, die technisch richtige 
Konstruktion von Tabellen und dergl. mehr.

Das mathematische Laboratorium wäre also die 
Betriebsstätte der praktischen Mathematik, wie 
sie von der Schule P e r r y ’s gefordert wird.8) 
Die Handhabung der modernen Hilfsmittel der 
angewandten Mathematik (Logarithmenstab, 
Millimeterpapier, Rechenmaschinen, graphisches 
Rechnen usw.) muß besonders betont werden. 
Der theoretische Unterricht kann diese wichtigen 
Kenntnisse nur oberflächlich vermitteln. Von 
Seite des Hochschulunterrichtes — ja  sogar 
auch von Seite der technischen Hochschulen — 
hören wir die Klage, daß die Hörer diese 
wichtigen Hilfsmittel erst im Laufe höherer 
Studien kennen lernen müssen, was oft dazu 
führt, daß sie ins Leben nur eine spärliche 
praktische Grundlage mitnehmen können. Schüler, 
die im Laufe ihrer weiteren Studien gar nicht 
Gelegenheit haben, sich diese modernen Methoden 
anzueignen, werden diese ihr ganzes Leben 
lang entbehren, wenn die höhere Schule ihnen 
die nötige Einführung nicht geboten hat.

5. Die genaue Konstruktion von Graphika 
wäre eine wichtige Aufgabe des mathematischen 
Laboratoriums. Die graphische Arbeit kann 
schon in den unteren Klassen beginnen und in 
methodischer Folge den ganzen mathematischen 
und physikalischen Unterricht begleiten. Die 
größeren Wandtafeln, die quantitative Bezie
hungen veranschaulichen (geographische, sta
tistische, wirtschaftliche, meteorologische Tafeln), 
weiterhin die W andtabellen für den physika
lischen und chemischen Unterricht könnten 
durch die Schüler selbst im Laboratorium ver
fertigt w erden; die Schule käme hierdurch in 
den Besitz einer Sammlung, die schon deshalb 
einen großen W ert besitzt, weil sie der selb
ständigen Arbeit der Schüler entstammt. Die 
zur graphischen Arbeit notwendigen Berech
nungen müssen teils im Laboratorium, teils in 
den Klassen ausgeführt werden.

6. W ichtig ist die Verfertigung geometrischer 
Modelle. Schon auf der unteren Stufe könnte 
man mit dem Modellieren in Ton und Holz 
beginnen. In Verbindung mit dem mathema
tischen Laboratorium der Gymnasien sollte auch 
ein Zeichensaal vorhanden sein, um die Kon
struktionen des höheren geometrischen Unter
richtes genau und zeichnerisch perfekt durch
zuarbeiten.

7. Bei der Zusammenstellung der Lehrer
bibliotheken muß auf die Literatur der a n 
g e w a n d t e n  M a t h e m a t i k  größeres Gewicht 
gelegt werden. Die systematische Sammlung

8) In der englischen und amerikanischen Lehrbuch
literatur finden wir eine Reihe von Werken, die nähere 
Angaben über diesen Gegenstand enthalten. W ir ver
weisen besonders auf die Lehrbücher über P r a c t i c a l  
M a t h e m a t i c s  von P e r r y ,  C a s t l e ,  S t e r n  and 
T o p h a m ,  dann auf die Werke von S a x e l b y ,  
Cr a c k  nel l ,  Mu r r a y ,  C o n s t e r d i m e s  and Ba r n e s ,  
D u n c a n ,  M a c f a r l a n e .
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offizieller tabellarischer Ausweise, die Anschaf
fung größerer Tabellenwerke und Handbücher 
über alle Fragen der angewandten Mathematik 
und Physik, weiterhin die Anschaffung der 
wichtigsten ausländischen Lehrbücher würde 
für die Leitung und für die Arbeiten des 
mathematischen Laboratoriums von besonderem 
W erte sein.

R atio n a le  L ösungen  der G leichung =  -z ".

Von F. P i o t  z k e r.
Die Gleichung x - = y - - \ - z 2 läßt sich bekanntlich 

durch rationale Zahlenwerte, die sogenannten pytha
goreischen Zahlen, befriedigen. Alle Versuche, für die 
verallgemeinerte Form x" —  y" -j- z" rationale Lösungen 
auf/.usteilen, sind seinerzeit von F o r m a t  durch einen 
berühmten Satz als aussichtslos bezeichnet worden. 
F o r m a t  hat diesen Satz, nach dem also die genannte 
Gleichung nur für den Fall n —  2 rationale, bezw. 
ganzzahlige Lösungen besitzen soll, ohne Beweis hin
gestellt ; innerhalb gewisser Zalilengebiete ist seitdem 
die Richtigkeit seines Ausspruches streng nachgewiesen 
worden, ein allgemeiner Beweis des Satzes steht 
noch aus.

Im Nachstehenden wird für die F e r m a t s c h e  
Behauptung eine Beweisführung gegeben, die sieh nicht 
auf zahlentheoretische, sondern auf algebraische und 
analytische Erwägungen stützt, wodurch von vornher
ein die Allgemeinheit ihrer Schlußfolgerungen ge
sichert wird.

I .
Die Aufgabe, die Gleichung x"  == yn -[- zn durch 

rationale W erte zu lösen, fordert die Herstellung 
rationaler algebraischer Ausdrücke, durch welche die 
Größen x, y, z  als Funktionen einer Reihe von beliebig 
veränderlichen Grundgrößen dargestellt werden. Daß 
diese Grundgrößen beliebig veränderlich sein müssen, 
ergibt sich aus der unendlichen Zahl der möglichen 
Lösungen. H at nämlich die Gleichung x" —  yn -f- z" 
für einen bestimmten W ert von n die drei Lösungs
werte x  — £, y =  >/, z =  C, so sind offenbar auch die 
Werte t/f, £f Lösungen der Gleichung, unter f  
einen ganz beliebigen rationalen Faktor verstanden.

Für den Fall «== 1 ermangelt die Aufgabe der 
erforderlichen Bestimmtheit, in diesem Falle kann man 
offenbar für je  zwei der Größen x , y, z ganz willkür
liche rationale Ausdrücke setzen, um sofort für die 
dritte Größe ebenfalls einen rationalen Ausdruck zu 
erhalten. Diese Möglichkeit hört auf, sobald der Ex
ponent n den W ert Eins übersteigt, also für alle Ex
ponentenwerte von » 2= 2 aufwärts. Dann ist die Ge
stalt der rationalen Ausdrücke, die für x, //, z in die 
Gleichung einzusetzen wären, offenbar an gewisse Be
dingungen gebunden, und die Erm ittlung dieser 
Bedingungen bildet den eigentlichen Gegenstand der 
Untersuchung, die dann bei der ihr notwendig zu 
gebenden Allgemeinheit auch den Fall « =  1  in sich 
ciubegreifen würde.

Dabei ist jedenfalls daran festzuhalten, daß die in 
Rede stehende Gleichung durch die Einsetzung der für 
x, y, s  zu gewinnenden Eunktionsausdrücko identisch 
erfüllt sein muß, daraus folgt, daß es für die anzu
stellende Untersuchung nicht auf die Rationalität der 
W erte dieser Grundgrößen, sondern ganz allein auf die 
rationale Beschaffenheit der Fuuktionsausdrücke an

kommt, durch welche die Größen x, y, z von jenen 
Grundgrößen abhängig gemacht werden. E rst für dan 
praktischen Endzweck, die zahlenmäßige Auswertung 
der Größen x, y, z würde es nötig sein, den vor
erwähnten Grundgrößen rationale Zahlenwerte beizu
legen.

Die Zahl dieser Griindgrößen steht vorläufig noch 
ganz dahin. Wie groß sie auch sein mag, so besteht 
jedenfalls kein Hindernis, die Größen x, y, z zunächst 
als Funktionen einer dieser Grundgrößen anzusehen. 
Nennt man diese Grundgröße v, so hätte man die 
Gleichungen
( 1 )  X  = ' / > ! ( » )  / /  =  </<2 ( v )  Z  =  <1>3  0 ) ,

indem die Buchstaben <P, <I>2 $3  rationale algebraische 
Funktionen bezeichnen; die in diesen Funktionen auf- 
treteuden Koeffizienten der einzelnen Potenzen von v 
würden dann von den außer v etwa noch vorhandenen 
Grundgrößen abhüngen. Natürlich müßte auch diese 
Abhängigkeit von rationaler A rt sein, für die Ab
hängigkeit der Größen x, y. z von v aber käme die 
Abhängigkeit gegen die sonst noch mitspielenden 
Grundgrößen nicht in F rage; unter rationaler Ab
hängigkeit von v wird demgemäß im folgenden immer 
auch nur eine solche verstanden werden, bei der ganze 
positive, durch die algebraischen Grundoperationen 
miteinander verknüpfte Potenzen von v auftreteu, ohne 
Rücksicht auf die A rt der mit diesen Potenzen ver
bundenen Koeffizienten.

II.
Um auf der vorstehend skizzierten Grundlage der 

Frage nach den Bedingungen näherzutreten, unter 
denen die ganze Gleichung überhaupt lösbar ist, bedarf 
man einer Form, die die Aufstellung von Beziehungen 
ermöglicht, d. h. einer Formulierung der Aufgabe, bei 
der ein inhaltlich gleicher Sachverhalt in verschiedener 
Gestalt zum Ausdruck kommt. Die inhaltliche Gleich
heit bei Verschiedenheit der äußeren Form ist dann 
die Quelle der eine weitere Erkenntnis erschließenden 
Beziehungen.

I 11 ihrer ursprünglichen Form ist die Gleichung 
x" —  yn -)- zn nicht geeignet, dieser Forderung zu 
genügen, und zwar ist dies eine Folge ihrer symme
trischen Bildung. Aber es läßt sieh ihr leicht eine 
andere, dieser Forderung besser entsprechende Gestalt 
geben, wenn man sie schreibt
(2) xn — y" =  z«.

sie erhält dadurch eine Gestalt, bei der die Größen 
x  und y  in zwar ähnlicher, aber doch nicht völlig 
gleicher Weise auftreten. Multipliziert man diese 
Gleichung mit (— 1) und versteht unter a die nu  Wurzel 
aus (— 1), so daß also a " =  — 1 ist, so erhält man 
die neue, der Gleichung (2) inhaltgleiche Gleichung
(3) y" — x» =  — z” == (a z f  —  f»,
indem zugleich a z  —  C gesetzt worden ist.

Die Gleichung (3) weist dieselbe Form auf, wie 
die Gleichung (2), von der sie im einzelnen sich da
durch unterscheidet, daß y  an die Stelle von x, x  an 
die Stelle von y, n ~ =  f  an die Stelle von z getreten 
ist. Demgemäß müssen die Lösungen der Gleichung (3) 
auch dieselbe Form haben, wie die Lösungen der 
Gleichung (2), d. i. wie die AVcrtc (1), es müssen die 
Gleichungen gelten
(4) y  =  <I\ (w) x  =  (w) <p3
wenn unter w ein neuer W ert der in den Formeln (1) 
durch den AVert t' repräsentierten Grundgröße ver
standen wird.
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Dieser W ert w hängt dabei natürlich von dem 
W erte von o ab, er ist eine Punktion des letzteren
(5) w —  0 (/>);
durch die Einsetzung dieses Funktionsausdruckes nehmen 
die Gleichungen (4) die Gestalt a n :
(6) y  =  <1\ (d (»)) x  —  (d (»)) az —  i =  'h  O5 (»))• 

Da aber andererseits die Gleichung (3) nur eine
andere Form der Schreibweise für die Gleichung (2) 
darstellt, so müssen die in den Lösungen beider 
Gleichungen, d. i. den Formeln (1) und (0) auftretenden 
Größen x, ;/, z die gleiche Bedeutung haben. Man 
darf also die in diesen Formeln auftretenden zwei Aus
drücke für x  und ebenso die für y  und die für ;  unter 
sich gleichsetz.cn, das gibt die Formeln
(7) y =  <I\ (>) (/,’)) — (r) X =  <l>n (d (v)) =  (u)

C =  az —  '/‘3 (0 («)) =  « ' h  ('9, 
die einige Schlüsse über die Natur der Funktionen 

<I>3 und !) ermöglichen.
Zunächst ergibt die wiederholte Anwendung der 

dritten Gleichung (7), wenn
0 (0 (/•)) =  &2 (;>); 0 (ö (d (y))) =  ^3 (td; • •

( 8 )  r r - 1

7) (0 (■ ■ I) (i;))) =  ■!>,. (¡’)
gesetzt wird, wobei insbesondere
(9) d0 (v) —  v
ist, die Gleichung

( 1 0 )  (* 1̂- («’) )  =  « ’ (u )-

Nun ist für jeden W ert von r, der ein Vielfaches 
von 2«  ist, av =  1, daraus folgt, daß der Ausdruck 
'/':i ( F) für die Werte

I u  =  0 0 ( r )  —  v :  I i  =  d L>„  M i ' '  

t “ ) F, =  1 --O0
den W ert <l>s («) annimmt. Dabei ist durchweg
(12) L/> —  d»» (  V p  i)*

Die Zahl der W erte (11) ist unendlich groß, die
Zahl der W erte von F, für die der rationale alge
braische Ausdruck ( f )  den gleichen Wert '!>■, (?) 
annimmt, aber notwendig endlich, infolgedessen ist es 
unmöglich, daß die W erte (11) sämtlich voneinander 
verschieden sind, vielmehr müssen diese Werte sich 
von irgend einer Stelle an wiederholen und zwar
vermöge der für das Verhältnis zweier Nachbarwerte 
maßgebenden Gleichung (12) in immer derselben Folge, 
es muß einen bestimmten ganzzahligen Wert in geben, 
für den die Beziehung besteht
( 13) 1 in -f~ /i — 1 /*, also inii ( I ,») — 1 jij
oder, wenn man die mit v veränderliche Größe Vn =  IF 
setzt
(14) d 2„ „ ( ] r ) = g j f ,
d. h. durch 2 »m-malige sukzessive Ausführung der 
Operation I) an der beliebigen Größe IF wird diese Größe 
selbst wieder gewonnen, was nur möglich ist, wenn
(15) & {W )= = ß- W  für =  \ —  also ß"' — a 
ist. Die dritte Gleichung (7) nimmt dann die Form an
(10) </>3 (ß r) == a <1>3 (;■),
die nur durch die Annahme
(17) (v) =  c v"

m

zu befriedigen ist. Setzt man noch v | c =  «, so hat man
(18) -  =  </>3 (r) =  »"■
als einzig mögliche Form der Abhängigkeit, in der z 
von der Grundgröße u stehen kann.

es müssen demzufolge die von v rational abhängenden 
Größen x  =  ,l>l {v), y  —  (r) auch zugleich rationale
Funktionen von ti sein.

Stellt man diese rationalen Funktionen als Quo
tienten ganzer Funktionen dar, so ergeben sich schließ
lich als notwendige Formen der Abhängigkeit der 
Größen x, y, z von einer willkürlichen Grundgröße « 
die Formeln

An -f- A i  v  -b Ao u- -j- ■
X -

A -  u A

(19)
B 0 -j-  H i  u  -b 7t> -\-

C0 -b C\ u  -j- Co u -  -f- •

• B / i u l 1 

■ Cj uA

Zugleich hängt v -von ii auf rationale Art ab,

D f) -{- 74, i i  4- Do i i— [- ■ D y U t 1

Dabei durfte, ohne die Allgemeinheit der Unter
suchung zu schädigen, den Zählern wie den Nennern 
der beiden für x  und y  aufgestellten Bruchausdrücke 
der gleiche Grad (7. bezw. /<) zugeschrieben werden.

I I I .

Nachdem durch die Formeln (19) nunmehr die all
gemeine Form der die Gleichung *■ -j- y" = z "  in ratio
naler Weise befriedigenden Funktionsausdrücke fest- 
gelegt worden ist, würde weiter die Frage zu unter
suchen sein, ob sich für die in diesen Ausdrücken auf- 
tretcndenKoeffizienten eineßestimmung ermöglichen läßt, 

Die Basis dieser Untersuchung wird durch erneute 
Anwendung des Gedankens gewonnen, der für die in 
Abschnitt I I  angestellte Erörterung maßgebend ge
wesen war.

Sind die unter (19) angegebenen Ausdrücke für x , 
y, z die Lösungen der Gleichung
(20) x" — y" =  z" —

so müssen die Lösungen der Gleichung
tun

(2 1 ) y" — x" =  — =  ( f  a)""', ? =  1 — 1
dieselbe Form aufweisen, wie die Ausdrücke (19). Nun 
unterscheidet sich Gleichung (21) von (20) nur dadurch, 
daß x  und y ihre Rollen vertauscht haben und ?» au 
die Stelle von « getreten ist. Demnach muß y eben
so von eu abhängen, wie x  von « abhing, und x  die
selbe Funktion von ?» sein, wie y  von « ; so erhält 
man die Gleichungen

Ap -j- Aj e u  -j— Ao e- u~ -b  • ■ '
/(q +  H i e u  ~b B*>e~ U~ -b * • *
Cp-f- C’i ? i i  -b  C2 ?J »- ~b  • • •
Df) — D  ) e u -j— D.i e- u- -p  * * *

Andererseits liegt auch hier die Sache so, daß die 
Gleichung (21) nur eine andere Form der Schreibweise 
für die Gleichung (20) darstellt, daß folglich die zu 
demselben W erte von u gehörenden Werte von x  in 
den Formeln (19) und (22) unter sich übereinstimmen 
müssen, ebenso wie die Werte von y in diesen Formeln. 
Es müssen also die Gleichungen gelten 
(23 a)
A q ~b - L ? 11 ~b Ao ?~ u~ "b ■ ■ *_Cp ~b Oi v. +  Cb ii~
71p ~b H i  eu -b H ,  ? " ~b * * • 74p-j- D i  u  ~b D% u~ -b • • •
Cp -b Cj e h  Co ?" W" "j" • • •__Ap -j- A, u "b Ao u~ -b * * *
1)p "b D i  e u  -j- 7io ?" ii- -j- • • • JSp -f- H i  u  -b Bo »" -j— * * *
oder (23 b)
(Ap +  A i  eu  H A ,  ?/  iJ-'j (  740 +  /4t u-\------ 74/( uf'j

—  ( 770 +  Bi ? u  -1 H u  ?•" (C0 - f  Ci »-f C-  n'-J

(22)
!/■
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(Co +  C i «m H-------C;_ e* u'-j ^B0 +  L\u-\------- +  B/t u/1̂

=  (A > +  -------b Ö / ( ^ J 0~b J i “ -----1-
und zwar für jeden W ert von u.

Da x und endliche Werte haben, können nach 
einem bekannten algebraischen Prinzip die Gleichungen 
(23 b) nur bestehen, wenn beide Seiten einer jeden 
Gleichung identisch gleich sind, also die Koeffizienten 
gleich hoher Potenzen von u auf beiden Seiten jeder 
Gleichung dieselben Werte besitzen.

Das gibt für jede der beiden Gleichungen (23 h) 
(/. -\-;i -|- 1 ) lineare Koeffizientengleichungen, welche ver
möge ihrer Form es gestatten, die Verhältnisse der 
(/. -f ¡i - j - 2) Größen d 0, A i e, ■ ■ ■ A - Ä-, B 0, B { >'■■■,

I i u et1, die auf der linken Seite der ersten Gleichung
(23a) auftraten, mittels der auf der rechten Seite dieser 
Gleichung stehenden Größen C'g ■ • ■ Cx, D0 • • • D fl aus
zudrücken und ebenso die Verhältnisse der in der 
zweiten Gleichung (23 a) vorkommenden Größen C0, 

Cj e ■ ■ ■ C- eK  D 0 ■ ■ ■ D „  cf1 mittels der Größen xl0) 
A i  ■ • • A  - , B 0 ■ • •

Da diese Bestimmung eindeutig ist, während die 
Gleichungen (23 a) offenbar dadurch befriedigt werden, 
daß man die Koeffizienten der linken Seite jeder dieser 
Gleichungen den entsprechenden Koeffizienten der 
rechten Seite proportional setzt, so gibt diese Pro
portionalität gerade die zwischen den genannten Größen

bestehende Beziehung. Es muß also, wenn mau ^ = / ,
t-o

A 0 f

(24 a)

(24 b)

setzt, sein

Jo =  C0 /' • • A k V- =  Ck f -  A x =  C, / ’

B0 =  D o / ' ' ' B ke * = D k- f  ■ ■ B f lef> — D /t ■ f  

Gq —  A 0 - —  ■ ■ Cke *= = A k y  —
/ '

D 0 =  B o J . - -  V  = : l h
1 1

f  •*.» /■

indem die erste dieser Gleichungsgruppen aus der ersten, 
die zweite aus der zweiten der Gleichungen (23 a) resultiert.

Multipliziert man nun jede Gleichung des Systems 
(24 a) mit der ihr entsprechenden des Systems (24 b), 
so erhält man die Beziehungen 
-o n  A k Cu ■*** =  Cu A u  B k Du  =  D k B k 
{~0) k —  0,1 . . .  x k  =  0,1

Da f”>» =  — 1 , also ¡s^  so sj]uj ,];cse
Formeln für jeden Wert von der ein Vielfaches von 
tu n ist, identisch erfüllt, für alle anderen Werte von 
k  können sie nur unter der Voraussetzung bestehen, 
daß A k Ck —  0 und B k l>k =  0 ist; die Gleichungen 
(24a) und (24b) zeigen, daß dann auch die Größen A k, 
Gk, B k, l ) k für sich verschwinden müssen.

Es fallen folglich in den Funktionsausdrücken (19) 
alle Glieder bis auf die fort, für die k  ein Vielfaches 
von in u ist, für die verbleibenden Glieder bestehen 
die Beziehungen

(26) Crmn =  ( 1)' ‘ Armn " 5 Drmn — (— 1)’ ■ B rm„ ■ —

und die Gleichungen (9) nehmen nunmehr die Gestalt an 
_ _  J p +  A "‘« u ’m +  • • A rm„ • • - f  A,m„

(27)
B 0 + B „ , ■ + - B r„ ■ +  B,,

. Jp- -  +  (— D b U r 11' ■ +  (— l) '' A pm„ui’""'
B 0 - ■ +  { - ! ) » B r, ■ +  ( - -  1)V B,,mn ««'»»’

oder, wenn man u'»" —  t, A n„„ —  G r, B rm„ —  IT, setzt 
und — ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit der 
ganzen Herleitung — dem Koeffizienten 11,, des höchsten 
Gliedes im Nenner den Zahlenwert Eins beilegt,

™ _  Go +  G \l +  ' ’ Gk tk ■ • +  G,, t>‘

(28)
B q -b I IA  ~b * ‘ “b B k tk ■ ■ ~b //,,. ] t'! 1 t'A 

_  G0 • • +  (— 1)" Gk ( -  1)/' G,, V’
B q . . +  ( -  1 )* U k P - - - b ( -  1 )" V< ’

z ^ f t .
Da i —  z" ist, so sind die von t rational abhängenden 

Größen x  und y  rationale Funktionen der Größe s, 
die also die eigentliche Grundgröße ist, von der alle 
anderen hier auftreteuden Größen rational abhängen. 
Die weiteren Betrachtungen knüpfen sich gleichwohl 
zweckmäßigerweise an die Größe l  — z», zu der x  und y 
zunächst in Beziehung stehen.

Die Gleichung (20) erscheint nunmehr in der Form

(29)

oder

G 0 "b Gyt -j- ■
11A  ■

■-)- G  

+  i'ir j -
(G q — G tl-  ■■ +  (— 1)/' G„ G'V
\ B 0 — 11 A ■ • +  (— 1 )'' i‘> )

(Gü +  G lt ■ ■ ■ +  G„ t v y . (JIq- H A  ■. . +  ( - 1  w
(30) -  (G0 -  G 11 • ••  +  (— 1)'' G„ v y  (110  t'iy

=  (Bo +  B xt i ' i )  (//0 . — j- ( — 1 )'/ i'i) ■ l.
Auf diese, für jeden W ert von t geltende Gleichung 
ist nunmehr das bereits vorher auf die Gleichung (23) 
angewendete Prinzip anzuwenden, nach dein beide 
Seiten der Gleichung identisch gleich sein, also die 
gleich hohen Potenzen der Größe t gleiche Koef
fizienten aufweisen müssen.

Hieraus lassen sich dann nach doppelter Richtung 
bedeutsame Schlußfolgerungen ziehen.

IV.
Die eine dieser Folgerungen betrifft den Wert, des 

höchsten iu der Gleichung (30) überhaupt auftretenden 
Exponenten. Die höchste auf der rechten Seite dieser 
Gleichung vorhandene Potenz von I ist i-'"< -b 1, der 
Koeffizient dieser Potenz hat den von Null verschiedenen 
W ert (— 1)"«, infolgedessen kann das Glied nur dann 
verschwinden, wenn l =  0 ist. Solange l von Null 
verschieden ist, muß also auch auf der linken Seite 
der Gleichung die Potenz i-’"v + 1 vertreten sein. Nun 
ist die höchste links erscheinende Potenz von t die 
Potenz <"(/’ + »); solange t von Null verschieden ist, 
darf also n (p  J -  <f) nicht kleiner als 2 » q -|- 1 sein, was 
zur Folge hat, daß unter dieser Voraussetzung p  >  q 
sein muß. Wohl aber ist es möglich, daß n ( p -b ?) >  
2 « 5 - | - l  ist. weil die Koeffizienten aller auf der linken 
Seite der Gleichung auftretenden Potenzen von t in 
der Form von wenigstens zweigliedrigen Aggregaten 
erscheinen, die es erlauben, daß diese Koeffizienten 
eventuell den Wert Null annehmen.

Eine zweite wichtige Folgerung entspringt aus der 
Vergleichung der Zahl der zu bestimmenden Größen 
mit der Z dil der hierfür verfügbaren Gleichungen.

Setzt man
<Vj G„ V  = - } { +  TA, <70-  G y  1- (— 1)/' G„ v

—  K — L t , indem die Buchstaben K  und L  gerade 
Funktionen von t bezeichnen, entsprechend ferner
B q  b G =  J f  +  B t, H q—  J l y  j-(— 1 )i ft =  M —  Nt,
auch hier unter M  und X  gerade Funktionen von t 
verstanden, so nimmt die Gleichung (30) die Form an 

( K  +  JA)» (M  —  Nt)» — ( K — Lt)»  ( .1 /4 -Nt)»  =  
( V - f  Nt)» ■ (M  -  N t)"  ■ t
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wofür man auch
( U  +  V ty  —  ( U  —  Vt)" =  (IG  — N *fl) . l 

schreiben kann, wenn unter U  =  K M  —  L N  fl und 
V  —  L M  — K N  wieder gerade Funktionen von l ver
standen werden.

Die Ausführung der Potenzierung, links führt zu 
dem Ergebnis
(81) 2 (“) D - 1 Fi +  2 ( ” ) D » - 3 F 3 <3 +  . . =

(M 2 — A72 fl) ■ t, 
d. b. zu einer Gleichung, auf deren beiden Seiten nur 
ungerade Potenzen von t stehen. Die Koeffizienten 
der geraden Potenzen von t auf beiden Seiten der 
Gleichung sind identisch verschwunden.

Demnach bleiben für die Koeffizientcnvergleichung 
nur die Glieder ungeraden Grades übrig.

Der höchste links auftretendc Exponent, d. i., wie 
schon bemerkt, der höchste überhaupt in der Glei
chung auftretende Exponent, hatte den W ert n  (p  -j- q). 
Ist diese Zahl gerade, so verteilen sich die im gan
zen vorhandenen n (p  —[— 5) —{— 1 Glieder derart, daß

^ —— -f- Glieder mit geraden Potenzen von t

behaftet sind, ” ¿y—— mit ungeraden. Nur für die

letzteren Glieder lassen sich Koefiizicntcngleichungcn

aufstellen, deren Zahl mithin in diesem Falle —

beträgt. Ist n (p  -f- q) ungerade, so sind die Glieder 
ungeraden und die geraden Grades in gleicher Anzahl

vorhanden, niimlich in der Zahl "  jM

diesem Falle gibt es also ^  Koeffizienten-

gleicliungen.
Die. zu bestimmenden Größen sind die (p  -(- 1) 

Koeffizienten G 0 G k ■ • • G,, und die q Koeffizienten H q 
U i ■ ■ ■ Hy —1, die Zahl dieser Größen stellt sich mithin 
stets auf (p  -(- q -J- 1 ).

Eine widerspruchslose Bestimmung dieser Größen 
ist nur möglich, wenn ihre Zahl nicht kleiner, als die 
der zu ihrer Bestimmung dienenden Gleichungen ist. 
Bleibt die Zahl der Gleichungen hinter der der zu be
stimmenden Größen zurück, so müssen die Lösungen 
der Gleichungen mit unbestimmten, willkürlich ver
änderlichen Elementen behaftet sein, deren Zahl sich 
nach dem Maße richtet, in dem die Zahl der zu be
stimmenden Größen die Zahl der vorhandenen Glei
chungen übertrifft. Im vorliegenden Falle bedeutet 
das, daß dann zu der einen Grundgröße, von der die 
drei Größen x, y, z  bereits abhängig gemacht worden 
sind, noch weitere Grundgrößen hinzutreten würden.

Sind gerade soviel Gleichungen vorhanden, als cs 
Größen zu bestimmen gibt, so erfährt die Zahl der 
Grundgrößen durch die Lösung der in Rede stehenden 
Gleichungen keinerlei Vermehrung, sie würde also den 
W ert behalten, den sie von vornherein gehabt hat,
d. i. tler AVert Eins.

Unter allen Umständen muß eine der folgenden 
beiden Bedingungen erfüllt sein

Für ungerade AVertc von n ( p - \ - q ) .
(32) n (p +  q) +  1

o

Für gerade'AVerte von n  (p  -(- q) ■
(33) n (p  +  q)

<(l> +  q ) + i

< ( p  +  q ) +  1-

Nach diesen Vorbemerkungen sollen die hier mög
lichen Fälle einzeln untersucht werden.

V .
A. Zunächst werde angenommen, daß n (p  +  q) un

gerade ist. Dann muß von den beiden Größen np
und nq  eine gerade, die andere ungerado sein.

In Gleichung (30) links hat dann tn,i‘ + D  den nicht 
verschwindenden Koeffizienten [(— l)"tf — (— !)”/’] 
der Exponent « ( p -j- q) ist der links auftretendc höchste 
Exponent, der dem rechts auftretenden höchsten Expo
nenten (2 h q -f  1 ) notwendig gleich sein muß, d. h. es 
muß sein
(34) n (p  -f- q )  =  2nq -(- 1,
also n ( p — q) =  1,
eine Gleichung, die nur dadurch zu befriedigen ist,
daß 11 —  1 , p  — < ? = 1  ist.

Für die Vergleichung der Zahl der zu bestimmenden 
Größen mit der Zahl der vorhandenen Bcstimmungs- 
gleichungon tritt hier die Beziehung (32) in Kraft, die, 
da bereits für n  der AVert Eins ermittelt ist, nunmehr 
die Gestalt annimmt
(35) ( £ ± _ |L ± i  <  {p +  q)  +  1 .

Diese Bedingung ist offenbar unter allen Umständen 
erfüllt, da die Größe auf der linken Seite die Hälfte 
des AVcrtes der rechts stehenden Größe besitzt. Ueber 
die Größe von (p +  3) ist dabei gar nichts gesagt, der 
W ert dieser Größe ist vielleicht au die Bedingung gebun
den, ungerade zu sein, im übrigen aber völlig willkürlich ; 
je  größer er ist, um so größer wird auch die ebenfalls
den AVert besitzende Zahl, um welche die

Zahl der zu bestimmenden Größen die Zahl der Be- 
stimmungsglcicliungen übertrifft und damit die Zahl 
der in den Lösungen auftretenden willkürlichen Elemente.

B. Zweitens sei n (p-\-q) gerade, dann hat die Potenz 
l« w  +  -i) auf der linken Seite der Gleichung einen 
identisch verschwindenden Koeffizienten, die Koeffi
zienten der niedrigeren Potenzen von t, setzen sich aus 
den Größen G  und I I  derart zusammen, daß über ihre 
etwaige Annullierung von vornherein keinerlei Aussagen 
zu machen sind, demgemäß führt die Vergleichung der 
auf beiden Seiten der Gleichung (30) auftretenden 
höchsten Exponenten hier zu keinem Ergebnis.

A\rohl aber gewinnt man ein solches durch die 
Vergleichung der Zahl der Bestimmungsglcichungcn 
mit der der zu bestimmenden Größen, diese ergibt 
liier die Beziehung
(36) p +  5 +  1, 

oder n  (p  +  q) <  2 {p +  q) +  2,
also
(37) (n  — 2) (p  -j- 3) <  2.

Diese Bedingung würde für jeden A\Tert von n erfüllt 
sein, sobald (p -f- q) =  0 ist, was zur Folge haben 
würde, daß die Größen p  und q einzeln verschwinden. 
Dabei würden p  und q gleichen AVert (Null) auf
weisen, was — wie bereits früher bemerkt — zur 
Arorausset.zung haben würde, daß 7 =  0 ist. Diese 
Folgerung ergäbe sich hier aber auch ohnehin, denn 
wenn p = 0 , q  =  0 ist, so ist GP —  G0, II,, —  H0— 1 und 
die beiden Ausdrücke für x  und y  nehmen denselben 
AVert G 0 an, für t =  zn =  x "  — y" findet sich dann der 
AVert Null, cs tritt die selbstverständliche Sachlage ein, 
daß die Gleichung x" =  y" durch jeden beliebigen für x  
und y  gleichzeitig geltenden Größenwert befriedigt wird.
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Sieht man von der Möglichkeit p 4- 3 = 0  ab, so 
ist die Beziehung (3(1) durch ganzzahlige AVerte für 
11, ¡1 und q nur unter der Bedingung zu befriedigen, 
daß 11 nicht über den AVert 4 hinausgeht. Es können 
dann für n nur die vier Werte 1, 2, 3, 4 in Frage 
kommen, die nun einzeln auf ihre Zulässigkeit zu 
prüfen sind.

C. Zunächst werde die Möglichkeit n  —  1 in Be
tracht gezogen, bei der, damit n (p -\ -q )  gerade sei, 
vorauszusetzen sein würde, daß (p-\~q) gerade ist. 
Die Annahme n =  1 ist also nicht an die Bedingung 
gebunden, daß (p  -f- q) ungerade ist, vielmehr bei jedem 
AVerte von (p 4- q) möglich. Dadurch entfällt der 
unter A. noch gemachte Vorbehalt, nach dem (p  4~ q) 
einen ungeraden AVert haben müßte, alle anderen unter 
A. für die Annahme 11 —  1 aufgestcllten Schlußfolge
rungen bleiben bestehen, dio hier in Kraft tretende 
Beziehung (33) nimmt die Form an

(38) ^ ± ^ < ( p  +  i)  +  l

und ist offenbar für alle AArerte von (p  -f- q) immer

von selbst erfüllt, während der sich hier auf P  +  <1 1

beziffernde Ucberschuß der Zahl der zu bestimmenden 
Größen über dio vorhandenen Bestimmungsgleichungen 
ebenfalls mit wachsendem AArert von (p-f-®) zunimmt. 
Im Fall n =  l  verliert mithin die Aufgabe jede Art 
von Bestimmtheit, im Einklang mit den eingangs der 
Abhandlung über diesen Fall gemachten Bemerkungen.

D. Ist zweitens 11 =  4, also n —  2 =  2, so bringt 
die Beziehung (37) cs mit sich, daß dann zugleich 
(p -\- q) =  1 , und da stets p  >  q ist, p  —  1 , q =  0 sein 
muß.

Die Zahl der Bestimmuugsgleiebungen stellt sich 
dann auf

"A li+ i>  =  =  2  ( R +  3 )  =  2  (1  +  0 )  =  2 ,

die Zahl der zu bestimmenden Größen auf p +  9 +  I 
==l _ j - 0 - | - l = 2 ,  beide Zahlen sind gleich, so daß 
durch die Lösung der Gleichung die Zahl der auf die 
AVerte von x  und 1/ Einfluß habenden Grundgrößen 
keine Vermehrung erfahren würde.

Man hätte nunmehr zu setzen
Go +  G \ t  G 0 4 -  G\t

H a 1

GR
1

1 t
indem hier, wo als höchster AArert von q die Zahl Null 
erscheint., Jf0 —  1L, — 1 zu setzen wäre.

Es handelte sich nunmehr um die Lösuug der 
Gleichung x
also
(39) (G0 +  GR)1 -  (Go -  GR)1 =  t
oder
(40) 8 G0 G t (G0- 4- G{2t~) t =  t

d. h. einer Gleichung, die offenbar nur durch die An
nahme t —  0 zu befriedigen ist. Dann würden x  und 
1/ den gleichen im übrigen beliebigen AArert G0 an
nehmen, d. h. von e i n e r  willkürlichen Größe abhäugen,

die an Stelle der hier fortfallenden Grundgröße z —  \ t  
treten würde, so daß die Zahl der Grundgrößen in der 
Tat keine Veränderung erführe. Es tritt hierbei auch 
für den AVert n —  4 ganz von selbst der Zustand in 
Kraft, dessen Arorhandensein unter. B, für jeden be
liebigen AArcrt von n nachgewiesen ist, sobald p 4- q —  0 
angenommen wird.

E. Ist drittens 11 —  3, so muß, dam it » ( p  4~ q) 
eine gerade Zahl sei, (p -\-  q) einen geraden Wert haben.

In  diesem Falle führt die Beziehung (37) zu dem 
Ergebnis
( 1 1 ) (p +  q ) < 2

Soll (p  -J- q) gerade und dabei von Null verschieden 
sein, während zugleich p  >  q ist, so ist p  —  2, q =  0 
zu setzen. Die Zahl der ßestimmungsgleiehungen stellt

3 f  p -h q )  3(2 4-0) ; 3, die Zahl der.sich dann auf - — 0

zu bestimmenden Größen auf p q-\-1 —  2 - f -0 - j- l  =  3, 
also sind wieder beide Zahlen gleich, die Zahl der maß
gebenden Grundgrößen muß den AArert Eins behalten.

Es wäre dann 3
X —— G‘o 4” G] t -¡- G-2 fl, 1/ =  G'o — (i j 14~ G3 f l ,  ~ =  1 t 
zu setzen und die Gleichung
(42) (G0 +  G'i t +  G? f l ?  -  (Go -  G t t 4- G., f l f  =  t 
zu untersuchen, die sich leicht in die Gestalt
(43) 2 (? i/ (3  (G0 4- G2<V - f  G ,2 fl) =  t
bringen läßt. AVie man sofort sicht, ist sie nur für 
t =  0 zu befriedigen, es greifen dann ganz dieselben 
Folgerungen Platz, dio für den Fall n —  4 gezogen 
worden waren.

F. So bleibt als letzte Möglichkeit nur die übrig, 
daß 11 =  2 ist.

Dann nimmt die Beziehung (36) die Gestalt
(44) - (p  -f- q) <  (p  -f- q) - f -1
au, in der sie für jeden AA7crt von (p 4- q) erfüllt ist.

Zugleich ist liier (p -\-q )  die Zald der Bostimmungs- 
glcicliungcu, die also für jeden AA'crt von p -f- q gerade 
um Eins hinter der Zahl der zu bestimmenden Größen 
zurückbleibt. Das bedeutet, daß zu der einen Grund-

/I

grüße z =  \' t, von der x, y  und - bereits abhängig 
waren, noch eine zweite willkürlich veränderliche Grund
größe hinzutritt.

Die niedrigsten für p und q möglichen AVerte sind 
p =  1 und q —  0. Dann ist G,, =  GJ, J I0 — II,, =  1 
zu setzen, für x  und y  finden sich die A\rcrte

x i — Go +  G l t y — G0 G, t I t
und die Gleichung x - — q2 =  z3 nimmt die Gestalt an

(G0 - |- G i<)2 “  (G0 — Gj f)2 =  t,
woraus sofort folgt

(45) 4 G0 Gyt —  t, also G l  — ~ r
4  Cf0

und mithin

(46) x ^ G o  +  j - ,  y = G 0 - ^ ,  :  —  \ (■

Setzt man liier G0 =  p2 und führt die Größe n

durch die Definitionsgleichung o2 =  also o =  ,
4 Q~ 2 1)

ein, so erhält man
(47) x  =  q- o- y  =  q- — o2 z =  2 q • a ;
das sind die bekannten Ausdrücke für die Bildung der 
pythagoreischen Zahlen.

Außer diesen Ausdrücken gibt es noch unzählige 
andere, die aber sämtlich von zwei willkürlich ver
änderlichen Grundgrößen abhängen und auf die pytha
goreischen Zahlen reduzierbar sein müssen.

Das Gesamtergebnis ist demnach dieses: Sieht 
man von dem Falle n =  1 und der speziellen Gleichungs
form x " — y" —  0 ab, so existiert eine rationale (und 
insbesondere also auch eine ganzzahlige) Lösung der 
Gleichung x" —  y " - \ - s n nur für den Fall 11 —  2.
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U e b e r  F u n k t io n a lg le ic h u n g e n  in  d e r  E le m e n t a r 
m a th e m a t ik .

Von Dr. A. W e n  d l e r  (München).
Boi der herkömmlichen Behandlungsweise der 

elementaren Geometrie hat man, von der Goniometrie 
abgesehen, im allgemeinen nichts mit Funktional
gleichungen (in der wissenschaftlichen Bedeutung des 
Wortes) zu tun. Sobald man aber, wie es jetzt immer 
mehr Mode wird, den Funktionsbegriff überhaupt in 
die geometrischen Betrachtungen bineinvenvebt, wird 
man in diesem Zusammenhang auch den Funktional
gleichungen einiges Interesse zuwenden dürfen, wenn 
man auch diesen im allgemeinen kein Heimatrecht im 
Schulunterricht erteilen kann, da die einschlägigen 
Betrachtungen, meist weniger anschaulich als die üb
lichen Methoden, nicht immer dem Verständnis der 
Schüler entsprechen und weil die fraglichen Funktional
gleichungen ohne Anwendung höherer den Schülern 
verschlossenen Hilfsmittel nicht immer vollständig be
handelt werden können.

Für den Lehrer aber dürfte es nicht uninteressant 
sein, an einigen Beispielen zu untersuchen, was sich in 
jenem Grenzgebiet zwischen Elementarmathematik und 
Eunktionentheorie mit möglichst elementaren Mitteln 
etwa erreichen läßt.

Unter diesem Gesichtspunkt möge der nachfolgende 
kleine Beitrag aufgenommen werden.

I. D io  go  n i om e t r i  s eh  en G r u n d f o rm  e l n. *1

Dreiecke, welche in einem Winkel (y) und dem 
Verhältnis der einschließenden Seiten {ct:b —  a ':b ' =  k) 
übereinstimmen, sind ähnlich und haben alle Winkel 
bezüglich gleich. Es ist somit

a —  F  (k, •/) oder für y —  90° : a =  f  (k), 
also umgekehrt

i . _  «  _ y ( « )
b ~ A  ’

Eine analoge Betrachtung für die anderen Seiten liefert

£ = , < « > ,  ! = » . < « ) ,
C C

wobei aus
a a b  . „— =  — : und a- A -b - =  ci
b c c

die beiden bekannten Funktionalgleichungen 
y  (“ )  _  r/ _ p }  u n d  rf2 ( a )  _f_ v 2 ( „ )  =  l

v  ( « ;
folgen. Daß man diesen wichtigen Funktionen die 
besonderen Namen Sinus, Cosinus, Tangens gegeben 
hat, ist hier von untergeordneter Bedeutung. Das 
Wesentliche sind die beiden charakteristischen Funk- 
tionalgleicliungMi selbst, durch welche, geometrisch

*) A . W e n d l e r ,  „ F u n k tio n  u n d  I n v a r ia n te  im  m a th e 
m a tis c h e n  U n te r r ic h t .“ B lä t te r  fü r  das G y m n a s ia ls c h u lw e s e n ,  
M ü n ch en  1906, p a g . 589.

oder auch rein analytisch, die Eigenschaften der drei 
Funktionen mehr oder weniger vollständig erschlossen 
werden können.

Es ist mit Rücksicht auf das Folgende bemerkens
wert, daß sich die Theorie dieser drei Funktionen schon 
seit langem in den Schulunterricht eingebürgert hat, 
obwohl sie bei ihren bekannten Eigenschaften (Perio
dizität usw.) nicht zu den einfachsten analytischen 
Gebilden gehören.

II. E i n i g e  p r i n z i p i e l l e  B e t r a c h t u n g e n .
„Eine veränderliche Größe heißt in einem be

stimmten Gebiet eine Funktion von einer (oder mehreren) 
Variablen, wenn eine Vorschrift gegeben ist, wonach 
in jenem Gebiet zu einem beliebigen W ert (Wertsystem) 
der unabhängigen Größen jedesmal ein bestimmter 
W ert der abhängigen Größe zugeordnet ist.“

Solche Zuordnungen werden z. B. bei geometrischen 
Konstruktionen in dem durch die Determination abge
grenzten Gebiet zwischen Strecken, Winkeln usw. aus
geführt und es kann dabei zunächst noch fraglich sein, 
wie sich ein jener Zeichenoperation adäquater ge
schlossener algebraischer Ausdruck finden läßt, durch 
den das betreffende Abbängigkeitsverhältnis zahlen
mäßig verfolgt werden kann. Sobald man also z. B. 
erkannt hat, daß im allgemeinen ein Dreieck aus drei 
Seiten eindeutig konstruiert werden kann, kann man den 
Flächeninhalt des Dreiecks als Funktion der drei Seiten 
ansprechen, auch wenn man die heronische Formel 
noch nicht kennt. Es muß übrigens bei dieser Gelegen
heit daran erinnert werden, daß „Ausdruck“ und 
„Funktion“ auch bei der algebraischen Zuordnung nicht 
das Gleiche zu bedeuten brauchen, wie man an dem

Beispiel y =  1 -f- X  -f- x- -j- • . • x » - '  und y —  ~

sieht, in welchem verschiedene Ausdrücke angesetzt 
sind, welche aber, wie die Algebra lehrt, den gleichen 
Verlauf zusammengehöriger Werte, also die gleiche 
Funktion repräsentieren. Soll ein solcher dem W ert
verlauf adäquater Ausdruck bestimmt werden, so deuten 
wir ihn durch f (x )  usw. allgemein an und suchen f  
aus einer Funktionalgleichung zu bestimmen. In den 
in der Elementarmathematik auftretenden Fällen wird 
oft die Annahme gerechtfertigt erscheinen, daß f  eine 
algebraische (ganze) Funktion ist, so daß man zur 
Bestimmung von f  mit der Methode der unbestimmten 
Koeffizienten arbeiten kann.

Beispiele mögen dies erläutern.

III . B e i s p i e l e .
A) Der Flächeninhalt des Rechtecks.

Indem der Flächeninhalt R  eines Rechtecks durch 
die zwei Seiten x  und y bestimmt ist, kann man setzen: 

R  =  f ix ,  y).

Zur Bestimmung der Natur von f  kann man sofort 
die beiden Funktionalgleichungen

(1 ) f (n x ,  ny ) =  «2 f  (x, y) und
(2) f  [X - f  ar, y) =  fix , y) +  f(z, y) 

angeben, welche sich geometrisch aus der Betrachtung 
von gewissen ans R  abgeleiteten Rechtecken ergeben.

Die Gleichung (I) verlangt einen homogenen Aus
druck 2. Grades, würde also z. B. durch

aafl +  b x y  +  c f -  oder
x  +  y

m
1 2 tn m m 2 m

oder I u x  -f-i-x y  -f-w y
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usw. erfüllt. Im  1. Ausdruck müßte noch a —  0, c —  0 
sein, da für y —  0 und x  == 0 1t für jedes beliebige x  
bezw. y  selbst 0 wird, R  —  b x y  erfüllt nun auch, wie 
es sein muß, die Gleichung (2). Indem R  =  1 werden 
soll für x  =  1 , 7/ =  1 , hat man b —  1 anzunehmen und 
erhält schließlich

R  =  x  y.
Die Kontinuität im funktionalen Zusammenhang 

verlangt, daß diese Gleichung gilt, ob x  und y zu 
einander in rationalem Verhältnis stehen oder nicht, 
nachdem sich die Richtigkeit der Gleichung für „ganz
zahlige“ x  und y  in bekannter Weise durch Zerlegung 
in Feldquadrate prüfen läßt.*)

ß) Der Proportionallehrsatz.
Bei unverändertem a und ß  hat man zu setzen:

U =  f ( x \  ; /  =  / ’(*') usw.

Fig. 2.

Nun ist, wie sich aus Kon
gruenzbetrachtungen erwei
sen läßt, f ( n x )  =  n f (x ) ,  

woraus man f  (x) —  ).x 
schließt.**) (/. hängt offenbar 
irgendwie von a und ß  ab.)

Somit ist y : if  —  x :x ' i  
wenn man auch hier wieder 
die Kontinuität von f  vor
aussetzt.

C) Abzählende Geometrie.***)
1. Die Anzahl der Diagonalen in einem u-eck von 

einer Ecke aus ist offenbar /’(«)) a*s0 *m 0* +  l)-eck 
infolgedessen f (n  +  1). ' Es muß nun sein :

>(M +  1 ) = 1  + /•(» )•
Gelingt es ganz allgemein, eine diese Gleichung be
friedigende Funktion zu finden, so ist sie für ganz
zahlige n natürlich von selbst erfüllt.

Es ist nun f (x )  ==x-f-jfc. Um k  zu bestimmen, 
nehmen wir einen kanonischen Fall, z.B.  n =  3, wofür 
/•(»j) =  0 wird. Alsdann ist k =  — 3.

Allgemein ist also /'(«) =  n — 3.
2. Die Anzahl der Schnittpunkte von » beliebigen 

Geraden, von denen nie drei durch einen Punkt gehen, 
ist sicher /'(»>, von n  +  1  solchen Geraden also /'(«-f-1) 
und es ist

/ ■ ( » + 1 )  =  / ■ ( « ) +  « •
Wir bestimmen diese Funktion für eine kon

tinuierliche Variable x. Setzt man f  (x) =  u x  +  b, so 
wird man auf einen Widerspruch geführt. Wir setzen 
daher weiter f ( x )  =  a x -  4- bx  +  c und finden: 

a +  b 0
x  -

und somit
1 — 2 «

1
f ( x ) =  2 '  i * 2 —  a’)  +  c -

Da x  =  2, f  (x) =  1 zur Folge hat, ist c = 0 .

Somit f  (n ) =  -j («2 — «) =  -■■■■- --——.

3. Unter der Annahme, daß die Winkelsumme TU 
eines Polygons nur von der Eckenzahl abhängig sei, 
läßt sich 9’ (n) =  l l r ganz allgemein folgendermaßen 
bestimmen: f)

*) n ist in  ( I)  fre ilich zunächst ganzzahlig. ¡i =  xri er
fü llt  aber G l. ( l)  auch für beliebige w!

**) Vergl. die Anmerkung in A  )
**•) Im  Schulunterricht wird man die einfache und an

schauliche bisher übliche Ableitung dieser Sätze selbstver
ständlich beibehalten.

t) A. W e n d le r , „Elementare Plan- und Kugelgeomctrie 
im Zusammenhang mit der sphärischen Trigonometrie“. Bl. 
f. d. Gymuasial-Schulwesen. Häschen 1903. 1, -  Heft, pag 72.

Für m =  2 m  +  1 läßt sich ein »i-teiliger Quer
schnitt mit (in — 1) Knicken konstruieren (Fig. 3) und 
es ist

w =  W i +  IU2 -  (m —  1) 4 R  — 2 R
oder
V («) =  (2 »i —  1) 2 R  =  (m — 2)2 R, indem n —  2 m + 1  ist.

JT

Für läßt sich ebenfalls ein m-teiliger
Querschnitt mit (m  — 1) Knicken konstruieren (Fig. 4;, 
wobei

W = W l -j- Tto — (»7 — 1 )  4 R , somit 
<p in) =  (m  — 1 )  4 R  —  (n  — 2 ,2  R  ist, da n =  2 m,

m  =  ” ist.

D) Der Pythagoreische Lehrsatz.
Da ein rechtwinkeliges Dreieck (Fig. 5) durch zwei 

Seiten vollständig bestimmt ist, so muß z. B.
(1 )  x  =  r  ( //!  •?)

und, weil y aus x  und z 
ebenso konstruiert wird, 

wie x  aus y  und z,
(2) y =  <r (x, z) sein. 

(3l z ~ o  (x, y ) ist somit 
eine symmetrische Funk
tion der Argumente. Da 
die linken Seiten dieser 
drei Gleichungen Strecken 
bedeuten, so müssen die 
Funktionalausdrücke von 
9> und o von der 1 . Di
mension sein,*) also z. B.

91 (x , z) —  a x  +  bz, o (x, y) =  m  (x  -f- y).
Eine solche Beziehung ist unmöglich, da y  =  0. z —  x, 
also m =  l  zur Folge hat. z =  x ~ V y  widerspricht 
aber dem bekaunten Satz, daß in einem Dreieck eine 
Seite kleiner ist als die Summe der beiden anderen.

Setzen wir daher weiter

¿L/ v  \
/

/  i r — ICA—X
Fig. 5 und G.

z =  a (x ,y ) =  ) p  (X- - f / r )  - r  q xy, 
so folgt daraus wegen y  =  0, z —  0, daß p =  1  ist.
Bedenkt man nun, daß x  —  y  =  u, z =  2 r  die beiden
Gleichungen u  =  ] 2i;- -f- q tß == v )’ q Q- 2 und

2 p =  | 2 u- -j— q u2 =  u  I 9 -H 2
nach sich zieht, so findet man 2e =  v (q -)- 2) ; q muß 
also 0 sein.

*) Homogene Funktionen 1. Grades, falls man überhaupt 
algebraische Funktionen voraussetzt. Uebrigens g ilt  auch 
wieder y  (»x, m )  — n y  (x, z) usw., was sich mit Dreieckskongru
enz beweisen läßt.
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Die Testierende Gleichung ist also der bekannte 
Pythagoreische Lehrsatz

* = i/ * 2 +  V~-

E) Das Parallelogramm der Kräfte.
Eine zu unseren Betrachtungen gehörige Funktio

nalgleichung ist die von d’Alembert für das Problem 
der Zusammensetzung der Kräfte angegebene Gleichung 

y  (x +  «) -+- y  (x  — a) — ■ 2 y  (x ) ■ y  («)•
Das Nötige hierüber findet man in der Enzyklopädie 
der mathematischen Wissenschaften, Bd. II, Heft 0, 
pag. 789 und Bd. IV, pag. 44/45 (Grundlagen der 
Mechanik).

F) Winkelsummensätze.
W ir untersuchen die Winkelsumme eines geodä

tischen Dreiecks unter der Annahme, daß dieselbe nur 
eine Funktion des Flächeninhaltes sei.
Alsdann ist

a 4- ß -\ -y  —  f  (A{) 
y —J— «5 — yi —  f  (/!.>), somit 

f ( A t) +  /-(/Jo) =  f ( A x +  A 2) +  2 R.

Diese Funktionalgleichung 
wird durch f ( A ) = 2 R  -\-qA  
erfüllt. Da q eine Kon
stante ist, so hätten also 
auf einer solchen Fläche 
alle geodätischen Dreiecke 
mit gleichem Flächeninhalt 
auch gleiche Winkelsumme 
ohne Rücksicht auf die im 
allgemeinen von Ort zu Ort 
verschiedene Krümmung. 

Tatsächlich gilt aber jene auch aus dem G au ß sch en  
Satz fließende Beziehung für Flächen konstanten Krüm- 
mungsmaßes.

2 R
Für die Ebene ist q =  0, - für die Kugel q =  _

G) Die Grundformel der sphärischen Trigonometrie.*) 
Im  rechtwinkeligen sphärischen Dreieck (Fig. 8) 

ändert sich die Größe des Winkels a gleichzeitig mit 
a und c, ist also eine Funktion von « und c. Jeder 

Ausdruck von «, z. B. auch die 
Winkelfunktion sin a ist daun 
ebenfalls eine Funktion von a und
c. Man setzt also

s in  a —  /'(«, c).
CL Rückt A  näher an C heran, so 

wächst a, um im Augenblick des 
Zusamnienfalleus von A  und C  in 
90° überzugehen.

, 9°' | Für c =  a  ist also sin 90 ==
A r  C  1 — f(a , «). Die Funktion f  bat

Fig. 8. also die charakteristische Eigen
schaft, den Wort 1 anzunehmen, sobald die beiden 
Argumente einander gleich werden. Dies würde durch

(1 ) sin a =  (i-~ -  
<r (c)

erreicht werden, eineAnnahme, welche wegen der Analogie

sin a —  — mit der ebenen Trigonometrie besonders nabe 
c

liegt. Die Rechtfertigung dieser Annahme erfolgt 
dadurch, daß vss gelingt, y  aus (1 ) wirklich zu be
stimmen.

*) S. die Anm. zu C) 3.

Ein beliebiges sphärisches Dreieck fFig. 9) wird 
durch eine Höhe in zwei rechtwinklige Dreiecke zer
legt, dann ist:

• ö  < r ( h )  . y  (h)  .sin ß =  — s my — — also:
' <f (C)’ 7 9 {b)

sin ß: sin y —  <p (5): y  (c) und sina: sin/? —  q («): y(b)', 
somit ist s ina:  sin/?: sin y =  </ («): y  ($): q (c).

Indem diese Formel für alle sphärischen Dreiecke 
gilt, gilt sie auch für ß  =  y =  90°, b —  c —  90°. Daun 
w ird:

sin«:  1: 1 =  9 (ei): 9 (90): 9(90) oder es ist: 
q  (fl) — C  • sin (a).

Da aber in diesem Grenzfall sin a mit sin a identisch 
ist, hat man 9 («) =  C  ■ sin «.

(1 . wird also
sin a sin a —  -. — .
Sill c

Aus dieser einen Formel kann man dann, auch 
wieder ohne Zuhilfenahme des Dreiecks, sämtliche 
Formeln der sphärischen Trigonometrie ablciten.*)

E in  n e u e r  L e i t f a d e n  
z u r  A u f f in d u n g  p y t h a g o r e is c h e r  D r e ie c k s z a h le n .

Von P a u l  R i c h e r t  (Berlin).
In den §§ 61 ff meiner Programmbeilage 1907 habe 

ich gezeigt, wie man die beiden Exponentialreihen 
zweiten Grades

o 3 q~’
% ( q)  —  e | + -  5 ( i +  g -j  —

o 2 n 4 ,
«2 (?) =  1  +  g l +  41 4-----

zur analytischen Auflösung der quadratischen Gleichung 
mit demselben Nutzen verwenden kann, mit welchem 
man die üblichen trigonometrischen Funktionen sin x, 
cosx und tg x  zu brauchen pflegt. Man muß dann 
allerdings die gegebene Gleichung zunächst so um
formen, daß das x-freie Glied derselben zu 1 wird. 
Heißt die Gleichung

x- — 2 «j x  +  «2 =  0, 
so muß mau x  =  \a„x0 setzen, um zu dem gewünschten 
Ziele zu gelangeu. Man braucht dabei nicht zu be
fürchten, daß man auf irrationale Lösungen kommt, 
da sich für den Fall rationaler Wurzeln das Irrationale 
fortbebt. In der Gleichung

x -  — 18 x  -f  77 =  0 
z. B., welche die rationalen Wurzeln 7 und 11 hat, 
setze man x = | 7 7 x 0, so wird sie zu

»)• S. auch Frischauf-Elemente der absoluten Geometrie, 
pag. 30 und 137.
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x0- — 2 • —=  Xq -j- 1 — 0
l 77

und daraus folgen zwar für x0 die Werte
9 i 8l  9 -F 2  

a’o —  *F 1 —  —  i  =
I 7 7  _  1 7 7)77

Setzt man aber rückwärts
9 q- 2

x  —  ] 17 x0 — ) i i  ■  -----
] 7 7

ein, so sieht man, wie sich in der Tat das Irrationale 
forthebt.

Die Funktionen e.,' (o) und e.," (p) hat bereits 
G u d o r  m a n  n in den Bänden 6 bis 9 des C r e i l e - 
sehen Journals näher studiert. E r nennt sie dort hyper
bolische Sinus- und Cosinusfunktionen: nach meiner 
Ansicht verdienen sie diesen Namen mit wenig Uecht, 
da sie, abgesehen von dem Bau der einzelnen Beihen
glieder, wenig mit den üblichen Sinus- und Cosinus
funktionen gemeinsam haben. Sie gehen erst in die 
letzteren über, .wenn in der Gleichung (126) der Pro- 
grammbeilago
1) fä"2 ( e )  -  e .p  (p) =  1
p durch n i  ersetzt wird.

Die Haupteigenschaften unserer bekannten Sinus- 
und Cosinusfunktion sind doch die, daß die Summe 
ihrer Quadrate gleich 1 ist, daß also die Gleichung
2) sin2 o -j- co s- 1> —  1
gilt. Dividiert man nun aber die Gleichung .1.) durch
e.,'"- (o), so wird sie zu

1 ° d e r  ZU ( V ' ) *  +  ^ = 1
und hier haben wir ebenfalls ein Paar Funktionen vor 
uns, die ebenso jene Eigenschaft besitzen, wie die Funk
tionen sin p und cos p. Denn für ein reelles p wird

weder noch jemals größer als 1.e2 (o) c., (o)
Jede quadratische Gleichung von d ir  Form 

a’u" — -  °o ro +  1 = 0  

muß Wurzeln von der Form k  und ~  haben. Da dann
fx

aber 2 u0 — k  -j- *, also «0 =  * ( k  -f- ^  sein muß, so 

ist die halbe Wurzeldiffereuz ¿0= | o 02— 1 =

i |  +
stets eine rationale Größe, w e n n  n u r  k  s e l b e r  
r a t i o n a l  i s t .  D a r a u s  f o l g t ,  d a ß  m a n  s t e t s  
z w e i  z u m  g l e i c h e n  A r g u m e n t e  p g e h ö r i g e  
F u n k t i o n s w e r t e  v o n  e.,' (p) u n d  e.," (p) d e r a r t  
f i n d e n  k a n n ,  d a ß  b e i d e  F u n k t i o n e n  r a t i o 
n a l  w e r d e n .  Denn da ja  e2' =  )e .,"2 — 1 ist, so

wird für c.," —  — ( k  -)- auch ek (o) rational. Dies

liefert eine bequeme Methode zur Auffindung irgend
welcher pythagoreischer Dreieckszahleu. Bildet man 

2 3
z. B. aus den Wurzeln -  und — die quadratische Gl.

O —

( i  +  | ) a' +  1 =  0>
so ist nach § 63 der Programmbeilage

«  /  v _  1 ( ~  i 3 \  _  1 3  _  1 3C2 ^  2 \ 3  2 /  2 - 6  12
Weder der Name „Sinus- und Cosinusfunktion“ ist ge
rechtfertigt bei den Funktionen e2 (p) und e.,” (o) noch

und daher

Sie erfüllen tatsächlich die Gleichung 
fl3\2

- ,  1 2 \ - 1 5 _  5 
2 ( ')  2 \2  3 /  2 ‘ 6 12 '

ih die Gleichun]

H W - ' -(12/
/1 3 \2Dividiert man nun diese Gleichung durch I — 1 , so wird

4 t-  Ci
Multipliziert man sie aber mit 132, so wird sie zu 

132 — 52 -j- 122.
Am bequemsten werden die Zahlen, wenn in beiden 
Brüchen Zähler und Nenner ungerade Zahlen sind. 
Dann ist der Zähler der Summe sowohl wie der Diffe
renz beider reziproken Brüche eine gerade Zahl, also 
durch 2 teilbar. W ählt man z. B. als Wurzeln der 

5 3
quadratischen Gleichung und ■_, so ist

,, 1 /ö  3 \  1 34 17 ,
*2 f e ) = ö ( :3 +  5 ]  =  2 -15 =  15 Und 

1 16 8 
^ = 2  - 1 5 = 1 5 ’

also f t - Y -  1 oder 172 =  82 +  152.

Fig. 2.
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das Adjektiv „hyperbolisch.“ Demi auch die Funktio
nen cä'(o) und c2"  (q) sind Kreisfunktionen, ebenso wie 
die Funktionen sin o und cos o. Sie unterscheiden sich 
nur dadurch, daß bei j e n e n  die eine K a t h e t e  des 
rechtwinkligen Dreiecks gleich 1 ist, während bei 
d i e s e n  die H y p o t  en  u s e  gleich 1 ist. Yergl.Fig. 1 
und 2, von denen die erstere die Einheit als Kathete, 
die letztere, als Hypotenuse hat.

Mau könnte sie höchstens dadurch voneinander unter
scheiden, daß man jene „Außenkreisfunktionen“, diese 
„Iuncnkreisfunktionen“ nennt.

N e u e  B e h a n d lu n g  d e r  P a r a l le le n le h r e .

Von Chr .  N i e l s e n  (Varel a. d. Jade).
Die Beweisführung ist bei der Lehre von den 

Parallelen in den Lehrbüchern recht mannigfaltig. Ob 
man aber mit E u k l i d  von der Kongruenz und dem 
Außenwinkel am Dreieck, oder von dem W a l 1 i ssehen 
Grundsätze, oder der Winkelsumme im Dreieck aus
geht, oder die eine Seite der gleiche Wecliselwinkcl 
enthaltenden Figur m it der ändern zur Deckung bringt, 
oder auch die gleichen Gegenwinkel als Richtungs
unterschiede zweier Geraden m it einer dritten ansieht: 
in allen Fällen entsteht ein wahrer Rattenkönig von 
Beweisen, der auf dieser Anfangsstufe geradezu geist- 
lähmend und abschreckend auf den Schüler wirkt. 
Außerdem werden dabei zum Teil zu hohe Anforde
rungen an das geometrische Vorstellungsvennögen eines 
Durchschnittsquartauers gestellt.

Wo es dem Schüler jedoch zu schwer gemacht 
wird, hat der Lehrer auch seine Last; kein Wunder 
daher, daß immer wieder neue Versuche gemacht 
werden, die Parallelenlehre zu vereinfachen.

Wenn man nun ferner bedenkt, daß bei dieser 
Lehre ein lückenloser Beweis nach vorausgeschickten 
Lehrsätzen überhaupt nicht geführt werden kann, und 
man sich irgendwo in der Herleitung wohl oder übel 
auf die Erfahrung, d. h. auf einen Grundsatz, stützen 
muß, dann sollte man sich doch lieber entschließen, 
vollständig empirisch zu Werke zu gehen. Was mir 
von einer derartigen Behandlung des Gegenstandes be
kannt geworden ist, schien mir zwar nicht ausreichend 
oder nicht anschaulich und einfach genug zu sein, aber 
ich halte es wohl für möglich, einen gangbaren Weg 
zu finden.

Man müßte meines Erachtens den von E u k l i d  
vorangestellten Grundsatz als Ausgangspunkt wählen. 
Wenn man alsdann aus ihm unter Zuhilfenahme der 
Drehbarkeit dqr Geraden die letzte Konsequenz zöge, 
würde sich die Sache so einfach gestalten, als man nur 
wünschen könnte. Wie ich mir die nähere Entwick

lung der Lehre hierbei denke, sollen die nachfolgenden 
Erläuterungen dartun.

Die beiden inneren entgegengesetzten Winkel 
rund«)  (Fig. 1) mögen zusammen kleiner als 2 R  sein, 
wobei v etwa spitz ist, während w ein spitzer, rechter 
oder stumpfer Winkel sein kann. Die beiden anderen 
inneren entgegengesetzten Winkel sind dann zusammen 
größer als 2 Ii, da ihre Summe

180 — v -f- 180 — io =  360 — (v -f- u>) 
beträgt. Diese verschiedene Größe der Summe der 
inneren entgegengesetzten Winkel deutet auf ein ver
schiedenes Verhalten der beideu Geraden rechts und 
links von der Schnittlinie hi n ; nach rechts kon
vergieren und nach links divergieren sie:

G r u n d s a t z .  W e r d e n  z we i  G e r a d e  v o n  
e i n e r  d r i t t e n  so g e s c h n i t t e n ,  d a ß  z we i  
i n n e r e  e n t g e g e n g e s e t z t e  W i n k e l  z u s a m m e n  
k l e i n e r  a l s  z w e i  r e c h t e  s i n d ,  so t r e f f e n  
d i e s e  b e i d e n  G e r a d e n ,  g e n u g s a m  v e r l ä n 
g e r t ,  an  d e r  S e i t e  z u s a m m e n ,  w o d i e W i n k e l  
l i e g e n .

Lassen wir nun die Winkel v und w anwaebsen, so 
muß deren Summe zunächst gleich und weiterhin auch 
größer als 180° werden, wobei die Geradeu aus der Kon
vergenz nach rechts in die Divergenz übergehen. Der 
Uebergang findet da statt, wo v -f  «  nicht mehr kleiner, 
jedoch auch noch nicht größer als 180° ist, d.h.  wo 
v -{- w gerade 180° beträgt. An dieser Stelle sind also 
die Geraden weder konvergent noch divergent, und sie 
müssen hier demnach parallel sein.

F o l g e r u n g : W e  n n z w e i  i n n e r e  e n t g e g e n 
g e s e t z t e  W i n k e l  z u s a m m e n  2 R  b e t r a g e n ,  
s i n d  d i e  G e r a d e n  p a r a l l e l .

Beim Drehen der Geraden möge ^¿1 w =  90° ge

worden sein, während ¿L -  v noch spitz ist, dann findet 
nach rechts noch Konvergenz statt (Fig. 2). Drehen 
wir jetzt A B  allein weiter, so wird der Zeitpunkt bald 
eintreton, wo auch A L  v 90° beträgt (Fig. 3). In 
diesem Fall wären v und w  zusammen gleich 2 R  und 
die Geraden also parallel. Würde man A B  weiter 
nach oben drehen, so wären v und w zusammen größer 
als 2 R  und die Geraden nach rechts divergent. Es 
gibt demnach für die um 0 allein gedrehte A B  nur 
eine Lage, in der sie zu C D  parallel ist, womit fest
gestellt wäre:

1 . L e h r s a t z .  D u r c h  e i n e n  P u n k t  a u ß e r 
h a l b  e i n e r  G e r a d e n  l ä ß t  s i c h  i m m e r  n u r  
e i n e  P a r a l l e l e  zu d e r  G e r a d e n  z i e h e n .

Da hiernach durch einen Punkt nicht zwei Gerade 
gehen können, die einer dritten parallel sind, so er
gehen sich aus dem Lehrsätze weiter die beiden
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Z u s ä t z e :  a) w e n n  e i n e  G e r a d e  d i e  e i n e  
von  zwei  P a r a l l e l e n  s c h n e i d e t ,  so s c h n e i d e t  
s i e  a u c h  d i e  a n d e r e ;  sowie b) z w e i  G e r a d e ,  
d i e  e i n e r  d r i t t e n  p a r a l l e l  s i n d ,  s i n d  e i n 
a n d e r  p a r a l l e l .

Fig. 3.
Jene Betrachtung, bei der Fig. 2 in Fig. 3 über

ging, liefert uns ferner:
2. L e h r s a t  z. W e n n  d i e  e i n e  v o n  z w e i  

P a r a l l e l e n  a u f  e i n e r  G e r a d e n  s e n k r e c h t  
s t e h t ,  so t u t  es a u c h  d i e  a n d e r e .

Und wenn wir uns irgend eine dritte Senkrechte 
auf E F  hinzudenken, dann müßte sie sowohl zu A B ,  
als auch zu C D  parallel sein:

3. L e h r s a t z .  A l l e  S e n k r e c h t e n  a u f  e i n e r  
G e r a d e n  s i n d  p a r a l l e l .

In  Fig. 3 sind als Neben- oder Seheitelwinkel zu 
den mit 90° bezeichnetcn beiden Winkeln alle übrigen 
sechs Winkel ebenfalls Rechte und somit auch je 
zwei Gegen- und Wechselwinkel gleich und je  zwei 
entgegengesetzte Winkel Supplementwinkel. Umge
kehrt werden in Fig. 3 A B  und C D  parallel, wenn 
man je  zwei rechte Winkel als Gegen- oder als Wechsel
oder als entgegengesetzte Winkel absetzt (Fig. 4), weil 
in jedem Fall auch die Summe zweier inneren ent
gegengesetzten Winkel 2 R  beträgt.

90°
90" 30°

90° 90° 90”

Fig 4.
Wenn wir jetzt C D  um den spitzen Winkel u 

nach oben drehen, wird sie zu A B  wirder konvergent 
(b'ig. 5). Drehen wir aber A B  ebenfalls um den -¿1 u

nach oben, so findet v -}- w =  90 -j- u -f- 90 — u =  ISO 0 
statt, und A B  muß wieder parallel C D  sein (Fig. 6).

Von den acht rechten Winkeln in Fig. 3 haben 
hierbei vier um den F— u  ab- und die übrigen vier um

den /  u  zugenommen; die neuen Gegen- und Wechsel
winkel in Fig. 6 betragen also jo 90 — u  oder 90 -f- u 
und irgend zwei entgegengesetzte Winkel zusammen 
90 — « —(— 90 —j— =  180°. Damit wäre gefunden:

4. L e h r s a t z .  W e r d e n  zwe i  P a r a l l e l e n  
v o n  e i n e r  d r i t t e n  G e r a d e n  g e s c h n i t t e n ,  so 
s i n d  j e  z w e i  G e g e n -  u n d  W  e c h s e 1 w i n k e 1 
e i n a n d e r  g l e i c h  u n d  j e  z we i  e n t g e g e n g e 
s e t z t e  W i n k e l  S u p p l e m e n t w i n k e l .

Um ferner A B  und C D  in Fig. 6 als Parallelen 
zu erhalten, könnte man an E F  rechte Winkel absetzen 
und dann die beiden Geraden um den Winkel u 
drehen. In  dieselbe Lage als Parallelen würden A B  
und C D  aber auch gelangen, wenn man wie folgt ver
führe : man läßt sie zunächst mit E F  zusammenfallen 
und dreht sie alsdann von E F  weg um je 90 
oder um je 90 — u '\  d. h. man schatt't gleiche Gegen
winkel (Fig. 7); oder man beachtet bei der Drehung,

90-U

daß z. B. die Winkel w und w l je  90 — ¡(0 groß 
werden, d.h. man stellt gleiche Wechselwinkel her; oder 
man macht beim Drehen den einen von zwei äußeren 
entgegengesetzten Winkeln gleich 90 -j- u  und den 
anderen gleich 90 — u, deren Summe also gleich 180°. 
Auf die inneren entgegengesetzten Winkel bezieht sich 
schon die oben angegebene Folgerung. Somit kommen 
wir zu dem Ergebnis:

5. L e h r s a t z .  W e r d e n  z w e i  G e r a d e  v o n  
e i n e r  d r i t t e n  so g e s c h n i t t e n ,  d a ß  e n t w e d e r  
z w e i  G e g e n w i n k e l ,  o d e r  z w e i  W e c h s e l -  
w i n k e l  g l e i c h  s i n d ,  o d e r  z we i  e n t g e g e n 
g e s e t z t e  W i n k e l  z u s a m m e n  z w e i  R e c h t e  
b e t r a g e n ,  d a n n  s i n d  d i e  G e r a d e n  p a r a l l e l .

Hiernach wird man erkennen, daß eine folge
richtige und anschauliche Herleitung sämtlicher Sätze 
zwanglos zustande kommt, wenn man, wie es auch an 
anderen Stellen geschieht, die Euklidische Starrheit 
der Gebilde ganz aufgibt.
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K leinere M itteilungen.
N o c h m a ls  d ie  k u b is c h e  G le ic h u n g 1). Die von

E. M i l a r c h  angegebene Behandlung der kubischen 
Gleichung, durch welche sie auf die Form z- -1: 3 s  =  2 m

gebracht und durch die weitere Annahme z —  u  — 6 u

auf die für «3 quadratische Gleichung i/3 ± —̂ = 2 / »

zurückgeführt wird, findet sich — wie Herrn M i l a r c h  
und der Redaktion erst nachträglich bekannt geworden 
ist — bereits auch in der Programmabhandlung: Die 
ganzen rationalen Funktionen der ersten drei Grade 
und ihre Kurven. Exponentialreihen höherer Grade 
von Prof. Dr. P a u l  R i c h e r t ,  Wissenschaft!. Beilage 
zum Jahresbericht der dritten Realschule zu Berlin, 
Ostern 1907 (Progr.-Nr. 138), s. daselbst besonders die 
§§ 37 und 44.

* *
*

N o c h m a ls  d ie  T e i lu n g  e in e s  T r a p e z e s  d u r c h  
e in e  P a r a l le le  z u r  G r u n d l i n i e Die vorstehend 
genannte, im vorigen Heft von Ohr. N i e l s e n  behandelte 
Aufgabe läßt sich einfacher durch ein Verfahren lösen, 
das im dritten Absatz des betr. Artikels angedeutet, 
aber als „umständlich“ abgelehnt wird.

Wird nämlich das Trapez zu einem Dreieck er
gänzt, so entstehen im ganzen drei ähnliche Dreiecke, 
deren Flächen sich verhalten wie die Quadrate der 
Grundlinien, also wie c- : x - : a- . Folglich ist 

x -  —  c- in

und daraus
„ a- m -j- c- II

in - f -  n
G. J u n g e  (Berlin W. 15.)

derN o c h m a ls  d ie  g e o m e t r is c h e  A b le i t u n g  
A d d it io n s fo r m e l  fü r  d ie  T a n g e n s f u n k t io n 3).

I .
Die Formel für tg  («-}-/?) läßt sich außer in der 

von Herrn Prof. P i e t z k e r  im letzten Hefte dieser 
Blätter veröffentlichten Weise auch in folgender Art,

die m it einer kleinen 
Aenderung vollständig 
der üblichen Entwick
lung für sin (a -)- ß) 

und cos (a -j- ß) ent
spricht, rein geome
trisch ableiten.

Macht man 
B E  J_ A  E, I ! C ± A C ,  

C D  J_ A D  und 
CF A. DE, so ist 
4 t i o\ t'D  E F
' s ( “ + V = j j j _ C F

trägt man nun 
A G  — A D  auf A C  ab 

und errichtet G H  J_ A G ,  so ist
G H : B C = A G : A C ;  

da aber auch -¿C F B C — a und folglich zl F B C ~ A  D A C  
ist, so ist

B F :  B C —  A D :  A C ; 
also ist B F =  G H  —  A D  -tgß  und C F = B F t g a  —  
A D t g a - t g ß  und demnach

A D  tg a A D  - t g ß   t?  a -)- tg  ß
A D  — A D - t g a - t g ß  1 — tg a ■ tg ß '  

Ganz in derselben Weise läßt sich die Gleichung für 
tg (a — ß) entwickeln.

Dr. M. Z w e r g e  r  (Würzburg.)

II.

Im  Dreieck A B C  seien li und in Lote, so ist 
b (b - f  s) = p  {p +  q) =  +  p q

=  *2 ~ h 2 + P < l

Also auch

Daher

b s = p q  — h2. 
h  ( P  +  <l) _  h  ( p  +  g )  

bs p q  — 7i2 ‘
h (p  -f- q) —  in b.

Nun ist

^  =  oder
b s p q  — li

lt h
ui

s
P — also

tg (“ -f- ß) -

Oder

 ̂ h h

p  q 
tg  a ~f- tg ß 

1 — t g a t g ß '

c

h„ und h c seien Lote, so t- l ic- —  (© -j- v')-. Ferner ist 
i2 -f- t ■ t' =  (v' r  -f  v v'

Also auch

Daher

it' — 7(c2 == — v {v -f- »').
(t +  t') h e    a ■ ha
it' — lie- v ■ a '

hc 7i„
7  +  T  k

I 7   ) ® *h e  t l c v
1 —

I t'

tg  a +  tg  ß
■ tg y =  tg (a -j- ß).

X — t g a - t g ß

B. H a b e n i c h t  (Hannover-Linden.)
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V ereine und V ersam m lungen.
D e r  I V .  in t e r n a t io n a le  M a th e m a t ik e j - k o n g re s s  

in  R o m .

Der in Heft 1 dieser Zeitschrift angekündigte IV. 
internationale Mathematikerkongreß in Rom zeichnete 
sich nicht nur durch den numerisch starken, sondern 
speziell auch durch seinen internationalen Besuch aus 
und nahm einen in jeder Hinsicht befriedigenden Ver
lauf. Allenfalls könnte man in dem Sinne von einer 
Trübung reden, als der geradezu sprichwörtlich schöne 
Himmel Italiens sich nicht recht gut bewährte und 
die zu erwartende Frühlingspracht vermissen ließ. In 
dem am 4. April herausgegebenen Mitgliederverzeichnis 
werden 636 Namen angeführt. Von diesen dürften 
allerdings nicht alle erschienen sein, andererseits stellte 
sich noch eine größere Anzahl von Teilnehmern erst im 
Laufe der Woche ein und war daher bei der Zusammen
stellung der Liste nicht bekannt. Unter den Fachmännern 
ist Italien mit etwa 160, Deutschland mit 120, Oester- 
reich-Uugarn m it 42, Frankreich mit über 60, die 
englische Sprache (Engländer und Amerikaner zu
sammengenommen) mit 36, Rußland mit 16, Schweden 
und Norwegen, sowie auch Rumänien mit 6, Belgien, 
Spanien und Griechenland mit 3, außerdem auch noch 
Japan, Holland, Bulgarien und Serbien durch einzelne 
Fachleute vertreten.

Am Sonntag abends fand die erste offizielle Versamm
lung in den Bibliotheksräumen der Universität statt und 
am M ontag wurde der Kongreß im Saale der Horazier 
und Curiatier auf dem Kapitol in Anwesenheit Sr. M. 
des Königs eröffnet, wobei V o l t e r r a - R o m  seinen 
Vortrag über die Entwickelung der Mathematik in 
Italien in der zweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts hielt. 
Das lokale Organisationskomité bestand aus den Mit
gliedern Senator B l a s e r  n a ,  Präsident, C a s t  e i l - 
n u o v o , Generalsekretär, R e i n a , Schatzmeister, ferner 
C e r r u t i ,  Di  L e g g e ,  P i t t a r e l l i ,  T o n e l l i  und 
V o l t  e r r a ,  das internationale Komité bestand aus den 
H erren: A l b e g g i a u i ,  A p p e l ,  A r z e l à ,  B a z i n ,  
B e r t i n i ,  B e t t o c c h i ,  ß i a n c h i ,  B l a s e r  na ,  
C a p e l l i ,  C a s t e l n u o v o ,  C e r r u t i , C o l o m b o ,  
D a r b o u x ,  D a r w i n ,  D e l  P e z z o ,  D e l  R e ,  D i c k ,  
D i n i , D ’O v i d i o ,  E n r i q u e s ,  F o r s y t h ,  G e b b i a ,  
G o r  d an,  G r  e e n  h i 11, G u e c i a ,  H i l b e r t ,  J o r d a n ,  
K l e i n ,  L a u r i e e l l a ,  L é a u t é ,  L e v i - C i v i t a ,  
L o r e n t z , L o r i a , M a g g i , M i t t a g - L e f f l e r ,  Mor e r a ,  
N e w c o m b ,  N o e t h e r ,  Ovaz za .  P a i n l e v è ,  P a s c a l ,  
P e a n o , P i c a r d ,  P i n c h e r l e ,  P i z z e t t i ,  P o i n c a r è ,  
R e y e , R i c c i ,  S e g r e ,  S o m i g l i a n a ,  S t r u t t  (Lord 
Ra y l e i gh ) ,  T o n e l l i ,  T o r e l l i ,  Ven t u r i ,  Ve r one s e ,  
Vo i g t ,  V o l t e r r a ,  v a n  de r  W a a ls , H. W e b e r ,  
W e i n g a r t e n  und Z e u t h e n .

Bei der nachmittägigen Vollversammlung teilte 
Prof. S e g r e auch im Namen seiner Kollegen N o e t h e r  
und Poi  n c a r è  mit, daß die von Prof. G u cc  i a gestiftete 
Medaille keiner von den eingelaufenen 3 Arbeiten zu
erkannt werden konnte und daher Prof. F. S e v e r i  
verliehen wurde, der innerhalb des Ausschreibungs
termines auf dem bezeichneten Gebiet die hervor
ragendsten Leistungen aufzuweisen hat. H ierauf hielt 
Prof. M i t t a g - L e  f f l e r  seinen Vortrag: Sur la représen
tation arithmétique des fonctions analytiques générales 
d’une variable complexe und Prof. F o r s y t h :  On the 
present condition of partial differential équations of 
fhe second order as regards formai intégration.

Am Dienstag, 7. April begannen die Sektions
sitzungen und zxvar fanden in der Sektion I (Arithmetik, 
Algebra, Analysis] dieVorträge statt: Gordan-E rlangen: 
Die Auflösung der allgemeinen Gleichungen sechsten 
Grades. Z erm elo-M ontreux : Ueber die Grundlagen 
der Arithmetik und Analysis. B o re i-P a r is :  Sur les 
principes do la théorie des ensembles. R i e s z - Budapest : 
Stetigkeitsbegriff und abstrakte Mengenlehre und 
F  r  i z e 11 - Göttingen : Die Mächtigkeit des Kontinuums. 
Sektion I I  (Geometrie) : A n d r a d e - B e s a u ç o n :  Le
théorème d’Ampère-Stokes et le postulatum d’Euclide. 
V a r i c ak  - Agram : Beitrag zur nichteuklidischen
analytischen Geometrie. Z e u t h e n - Kopenhagen : Un 
exemple d’une correspondance sans „W ertigkeit“. 
M o n t  es a n o - Neapel : Sui complessi bilineari di coniche 
nello spazio. Sektion I I IA  (Mechanik) G. H. D a r w i n -  
Cambridge : The rigidity of the Earth. L am  o-M an
chester, The tlexure of narrow Beains. L a u r i c a l l a -  
Catania: Sull’ equazione V =  0 e su alcunc
estensioni delle equazioni dell’ elasticita. Sektion I I I B  
(Angewandte Mathematik): T o  j a - Florenz : Alcunc 
considerazioni sui rapporti tra le maternatiche e la 
scienza Attuariale. Q u i q u e  t-P aris  : Sur une nouvelle 
application des Jacobiens aux probabilités viagères. 
P  o u 9 s i n - P aris . Sur l’application du graphicisme 
aux calculs d’assurances E l d e r t o u :  A comparison of 
sorne eurves used for graduating. Sektion IV  (Unter
richt) II  e s s e n b e r g - Bonn : Zahlen und Anschauung. 
B o u t r o  ux  - Paris : Sur la relation de l’Algèbre à 
l’Analyse mathématique. 1 1 e 1 s o n-Berlin : Logik und 
Mathematik und derselbe: Deduktion, Induktion und 
Perduktion. S im o n -S traß b u rg : Du continu, point et 
ligne droite, remarques historiques. B e r n s t  ei n - Göt
tingen : Nachweis, daß unter allen Beweisen des phythago- 
reischen Lehrsatzes der Beweis dos An-Nairizi (900 n. 
Chr.) der axiomatisch einfachste ist. P as t  o r  e - Aosta: 
Sopra la natura extra-logica delle leggi di tautologia 
e di assorbimento. Nachmittags fand der Vortrag von 
D a r b o u x :  Les méthodes et les problèmes de la 
géométrie infinitesimale, sta tt und dann sprach Prof. 
v. D i c k :  Ueber die mathematische Enzyklopädie.

Die Sektionssitzungen vom Mittwoch (8. April) vor
mittags umfaßten die Vorträge: Sektion I :  K o c b e -  
Berlin : Ueber ein allgemeines Uniformierungsprinzip. 
B o u t r o u x  - Paris : Sur l’inversion des fonctions entières. 
P e tro v ic h -B e lg ra d : Une classe remarquable de séries 
entières. P  i n c h e r  le - Bologna : Alcune spigolature 
nel campo delle funzioni determinanti. Y u n g - Göt
tingen: On some applications of semi-continuous Func
tions. Sektion I I :  S ev eri-P ad u a: Di alcuui recenti 
resultati nella geometria algebrica e di qualche problema 
ad esso eollegato. Ba g n e r a - Ro m:  Sopra le equazioni 
algebriche f  (x y  z) —  0, ehe si possono risolvere con x , 
y, s  funzioni meromorfe quadruplamente periodiche di 
due parametri. D e F r a n c h i  s -Parm a: Intorno aile 
superficie regolari di genere uno ehe ammetono una 
rappresentazione parametrica mediante funzioni iperel- 
littiche di due argumenti und B i a n c h i - P i s a :  Sulle 
transformazioni di Darboux'delle superficie d’area minima. 
Sektion I I I  A S o m i g l  i a n a-Tur in : Sulle defor-
mazioni elastiche non regolari. A b r  a h a m - Berlin : 
Zur Theorie der Wirbelstrombremsen. A n d r  a d e - 
Besançon : Sur une nouvelle méthode de mesure des 
frottements. K o r n - Mü n c h e n :  Ueber die universellen 
Schwingungen der Materie mit Anwendungen auf die 
Theorie der Gravitation und der intramolekularen Kräfte. 
L e v i - C i v i ta -P a d u a : Sulla espressione asintotica dei
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potenziali ritardati. R ados-B udapest: Wendetangenten
ebenen der Raumkurven. Sektion I I I B :  B o b l m a n n -  
Berlin: Lieber die Grundlagen der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung in ihrer Anwendung auf die Lebensversiche
rung. B o r e l -P a r is :  Sur les applications du calcul des 
probabilités aux sciences biologiques. M a r  ch -P aris : 
Une nouvelle statistique internationale de la population, 
Observation sur la comparaison et sur la terminologie 
des statistiques. D e H c  lg u  e r o -  Asti : Sulla rappre- 
sentazione analitica di alcunc statistiehe. L  e m b o u r g -  
Briissel : L ’actuaire, sa fonction et les deux aspects de 
celle-ci. G i n i  : La regolarità dei fenomeni rari. 
I )  a w s o n - New-York : Necessary cautions in Dealiug 
with Actuarial Problems. C a s t e l l i -  Rom : Sull’ inseg- 
namento délia matemática attuarialc e finanziaria nclle 
scuole prof'cssionali inferiori, medie c superiori. Sek
tion IV : L o r i  a - Genua: Lo tradizioni matcmatiche 
delt’ Italia. Z e u t h e n - Ko p e n h a g e n :  Sur les rapports 
entre les anciens et les modernes principes de la 
Géométrie. Sm  i th  - N ew -Y ork: The Ganita-Sara-
Sangraha of Mahaviracarye. Duhcm- Bor dcaux :  Sur 
la découverte de la loi de la chute des graves. Gi aco-  
me l l i - Rom:  I  resultati di alcunc richcrche sull’ opera 
nieccauica di Galileo. P i t t a r c l l i - R o m  : Luca Pacioli 
usurpé per sc stesso qualchc libro di Piero de Fran- 
ccschi? Nachmittags fanden die Vorträge sta tt: 
N c w c o m b :  La théorie du mouvement de la lune ; 
sou histoire et son état actuel und L o r e n t z  : Le partage 
de l’énergio entre la matière pondérable et l’éther.

Donnerstag vormittags: Sektion I :  H a d a m a r d -  
Paris : Sur l’application d’une méthode de calcul des 
variations. S ch  les inger-K olozsw ar : Sur quelques 
problèmes paramétriques do la théorie des équations 
différentielles linéaires. R é  m ou n d o s - Athen : Sur les 
zéros des intégrales d’une classe d’équations différen
tielles. P i c k - P r a g :  Hoher die Differentialgleichung 
der hypergeometrischen Funktion. S a 11 y k o w - Kharkow : 
Sur l’existencc des intégrales complètes de S. Lie et 
le perfectionnement de la méthode de .Jacobi dans la 
théorie des équations partielles. L a 1 es c o- Bukarest : 
Sur les solutions analytiques de l’équation 
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V o l t  c r  r a - Rom:  Sopra il método delle imagini nclle 
equazioni del tipo iperbolico. Z e r  v os- Athen : Sur la 
correspondance entre les théories d’intégrations des 
équations aux dérivées partielle du premier ordre et 
d’intégration des systèmes de Monge. Sektion I I :  
P  a n n e 11 i - Rom : Sopra un carattere delle varietà 
algebriehc a tre dimensioni. D i n g e 1 d e y - Darmstadt : 
Zur Erzeugung der Kegelschnitte nach Braikonridgo 
und Maclaurin. F i n s t e r b u s c h  - Zwickau : Ueber 
Erweiterung eines Schließungsproblems von I. S t e i n e r  
und ihre Beziehung zur G außschen Theorie zentriei'ter 
Linsensysteme. G a l l u  cci-N eapel: Su la configura- 
zione armónica. B r  ü c k n e  r-B autzen : Bemerkungen 
zur Morphologie der außergewöhnlichen Polyeder, er
läutert durch die Sechsflache. B r ou  w er-A m sterdam  : 
Une théorie des Groupes finis et continus indépendante 
des axiomes de Lie. Sektion PLIA: G a r b a s  so-G enua: 
Sulla luco bianca. G r e e n h i l l :  Geometry of Motion 
of a spinning Top. B o g g i o-Turin : Sopra alcuni 
tcoremi di física matemática. Bo cc a rd  i -Turin : Sur 
une nouvelle équation dans les observations des passages. 
A n d r  a d c - Besançon : La synchronisation par le fer 
doux. Sektion I I I B :  L u i g g i - R o m :  Considérations

sur les rapports entre les sciences mathématiques et 
l’art de bâtir. Ca n ev a z z i - Bologna : La matematica 
c 1' arte del costruttore in Italia. D’Oc agn  e- Paris : La 
technique du calcul dans la science de l’ingénieur, und : 
Sur la rectification approchée des arcs de cercle. 
C l a x t  o n -F id ler : On the Application of Mathematics 
to the Theory of Construction. S w a i n :  The teaching 
and use of Mathematics in the civil Engineering 
profession. Sektion IV  : Prof. G u t z m e r- Halle, dessen 
in Verbindung mit K l e i n  herausgegebenes Referat 
„Vorschläge für die wissenschaftliche Ausbildung der 
Lehramtskandidaten der Mathematik und Naturwissen
schaften“ schon am vorigen Tage zur Kenntnis ge
nommen worden war, bespricht nunmehr ausführlich 
„Die Reformbestrebungen auf dem Gebieto des mathe
matischen Unterrichts in Deutschland“, dann folgt 
B o re l-P a r is :  Les mathématiques dans l’en3cignement 
secondaire en France. G o d f r e y - London : The teaching 
of Mathematics in English public Schools for boys. 
S m i t  h-New-York : The teaching of secondary Mathe
matics in the United States. S u p p an  ts ch i ts  c h- 
Wicn : L ’Application des idées modernes à l’enseignement 
secondaire des Mathématiques en Autriche. B c k e -  
Budapest: lieber den mathematischen Unterricht in 
Ungarn. V a i l a t i - R o m :  Su alcuni caratteri degli 
attuali programmi per l’inscgnamcnto dclla matematica 
nelle Scuole sccondarie.

Nachmittags fand über Einladung des Unterrichts
ministers R a v  à ein Ausflug der Kongreßteilnehmer 
nach den Kaiserpalästen auf dem Palatin statt, wobei 
der Archäologe Prof. V a g l i e r i  die Führung der 
deutschen Gruppe übernahm.

Freitag, 10. April, Sektion I: Mo o r c - Bo s t o n :  
On a form of general Analysis, with application to 
differential and integral Equations. F r  odho  Im - Stock
holm: lies intégrales de Fourier et la théorie des 
équations intégrales linéaires. A d hem  a r-L ille : Sur 
les équations intégrales des MM. F r e d h o l m  et 
V o l t e r r a .  O r l a n d o - R o m :  Sulla risolnzione delle 
equazioni integrali. P  a sc  a 1-Neapel : Sulla nuova teoria 
delle forme differcnziali di ordine e grado qualunque. 
S t e p h a n o  s - Athen: Sur une extension de la théorie 
des covariants et invariants des formes binaires. M o n 
t e s  s us-L ille : Sur les relations de récurrence à trois 
termes. P u  c c i an  o-S.Deinetrio-Corace : Contributo 
alla critica di alcune questioni, clic si riattaccano ali’ 
equazione differenziale di Laplacc. Sektion I I :  Tz i t -  
z e i k a -Bukarest : Sur une nouvelle classe de surfaces. 
P f  ci f er - Kiew : Du développement des fonctions
algébriques de deux variables indépendantes en séries 
entières des variables indépendantes. Sektion I I I A : 
G e n e s e -  Abcrystwyth : The Method of reciprocal 
Polars applied to forces in Space. M a c f a r l a n e -  
Cbatam : On the square of Hamilton’s delta. T e d o n e- 
Genua : Sopra il problema di Lame. B r y a n - Wales: 
Notes on the steering of automobiles and on the 
balancing of Ships. Sektion I V : M a rc o lo n g o -N eapel: 
Di un trattato di Meccanica inedito anteriore alla 
Mécanique analytique di Lagrange. F e h r - G e n f :  Les 
mathématiques dans l’enseignement secondaire en Suisse. 
S t e p h a n o s  - Athen : Les mathématiques dans l’enseig
nement secondaire en Grèce. A r c h en  h ol d -Berlin : 
Ueber die Bedeutung des mathematischen Unterrichts 
im Freien in Verbindung m it Reformvorschlägen für 
den Lehrgang. A  n d r ad  e- Besançon : Quelques ob
servations psychologiques recueillies dans les enseig
nements scientifiques d’initiation. C o n t i - Bologna :
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Sulla iniziaziono alle matematiche e sulla preparazione 
mateniatica dei maestri elementari in Italia. De G a i 
d e  a n o - Zaragoza : Quelques mots sur l’enseignement 
mathématique en Espagne. ln  der nachmittägigen 
Vollversammlung verlas D a r b o u x  die Abhandlung 
von P o i n c a r é :  L ’avenir des mathématiques, und hier
auf fand der Vortrag P i c a r d s  statt: L ’Analyse dans 
ses rapports avec la Physique mathématique. Abends 
hielt im Saale des Vereins der Ingenieure und Architekten 
Prof. S tö  rm er-K ris tian ia  einen von Projektions- 
bildern unterstützten Vortrag: Sur les trajectoires des 
corpuscules électrisés dans le champ d’un aimant 
élémentaire, avec application aux aurores boréales.

Auf Samstag, den 11. April, entfielen die Vorträge: 
Sektion 1: C ap  e 11 i - Neapel : Sopra i coctlicicnti
degli sviluppi dclle funzioni algebriche. N i c o l e t t i -  
Pisa : Riduzione a forma conica di un fascio di forme 
bilineari o quadratiche. E u  b i  n i -Genua: Sulla teoria 
dei gruppi discontinui. D i c k s o n :  On the last theorem 
of Fermât. L ev i-O ag lia ri: Sopra la equaziono indetcr- 
minata dei 3. grado. F r  a t  t i  n i -Rom: La nozioue 
d’indice e l’analisi indeterminata dei polinomi interi. 
S e ve r i  n i - Catania: Sulle succcssioni infinite di
funzioni analitichc. Z a r c m b o -  Krakau : Sur lc principe 
de Dirichlet. B o g g  i o - Turin: Sulla risoluzione di una 
classe di equazioni algebriche, che si presentano nella 
mateniatica fînanziaria ed attuariale. A u t  o n n c-Chateau
roux : Sur les fonctions homogènes d’une variable
hypercomplexe. Sektion I I IA  : K o l o s o f f  - J urserff : 
Sur le problème plan dans la théorie d’élasticité. 
M a r c o l  on g o -Neapel : P e rl’unificazione dcllenotazioui 
vcttoriali. P iz z e t t i - P is a : Sulla riduzione delle latitudiui 
e dclle longitudini al livello dei mare. C a s a z z a -  
Mailaud : Nuovc deduzioni dalla teoria délia com- 
posizione dei moti. B e l j a n k i u - K i e w :  Exemple 
d’une force centrale telle qu’un point matériel peut 
décrire une courbe du 2. ordre. Sektion IV : G a llu c c i-  
Neapel : La questione logica c gnoseologica nei fonda- 
menti délia mateniatica. B r o g g i-R o m  : Sui fondamenti 
dei calcolo delle probabilité. E m ch  -Solothurn : Der 
Rechenkünstler Winkler und seine Methoden. L o r i a -  
Gcnua : Sur les moyens pour faciliter et diriger les 
étudessur l’histoire des mathématiques. A m o d c o -Neapel : 
Appunti su Biagio Pelacani, P  i 1 1 a r e l  1 i-R om  : Duc 
Lettere inédite di Lagrange all’Abate di Caluso esistenti 
nell’Archivio storico municipale di Asti. A m o d e o -  
Neapcl : Sulla nécessita di formarc un arehivio dclle 
scienze matematiche. D e A m  ic i  s: L ’equivalenza in 
planimetria indipendentemento dalle proporzioci o dal 
circolo. B r o u  w e r -Amsterdam: Die möglichen ¡Mächtig
keiten. D el i t a l a- Sassari : La tetragouometria piana 
nellc scuolc secondaric.

Hierauf wurden die Sektionssitzuugcn geschlossen, 
aber behufs Abfassung einer Resolution unter dem 
Vorsitz C as t e l  n u o  v o s  wieder eröffnet und diese 
lautete: In  der Erkenntnis der Wichtigkeit einer ver
gleichenden Prüfung der Lehrpläne und Unterrichts
methoden der Mathematik in den ¡Mittelschulen der 
verschiedenen Nationen betraut die 4. Sektion die 
Prof. K l e i n ,  G r e e n  h i l l  und F e h r  mit dt r Bildung 
eines internationalen Komités, welches sich m it der 
Erörterung dieser Frage befassen und dem nächsten 
Kongreß darüber berichten soll. Die Sektion erbittet 
sich für diesen Vorschlag die Zustimmung der Voll
versammlung.

Samstag nachmittags fand die Schlußversammlung 
statt. Der für dieselbe angesetzte Vortrag von V c r o -

n e s e :  „Ueber nichteuklidische Geometrie“ unterblieb 
infolge einer Unpäßlichkeit des Autors, er wird aber 
in den Akten des Kongresses veröffentlicht.

Der oben angeführte Vorschlag der Sektion IV  
wird mit lebhaftester Zustimmung angenommen. Prof. 
H a d a m a r d  legt die Resolution vor: Die Sektion I I I  
(Mechanik) hat nach wechselseitiger Vergleichung die 
Wichtigkeit der Einführung einer einheitlichen Be
zeichnung für die Vektorgrößen erkannt und empfiehlt 
die Einsetzung eines internationalen Komites zur Regelung 
dieser Frage. Prof. C o n t i  bringt die Resolution in 
Vorschlag: Der Kongreß wünscht, daß die Gründung 
eines internationalen Mathematikervereines auf die 
Tagesordnung des nächsten Kongresses gesetzt werde. 
Prof. D ’O c a g n e  bringt in Vorschlag: Das Ergebnis 
der Verhandlungen der Sektion I I IB  läßt es im höchsten 
Grade wünschenswert erscheinen, einen engeren Zu
sammenschluß derjenigen Fachmänner vorzubereiten, 
die sich m it der Vervollkommnung der mathematischen 
Methoden befassen und dieselben praktisch anzuwenden 
gezwungen sind. Zu diesem Zwecke empfiehlt die 
Sektion, daß der angewandten Mathematik der Ingenieure 
beim nächsten Kongreß eine selbständige Sektion zu- 
gewiesen werde. Diese Sektion schlägt ferner vor, daß 
eine internationale Kommission mit den für diese neue 
Sektion bestimmten Vorarbeiten betraut werde. Die 
Bildung derselben hat das Bureau des IV. Kongresses 
zu besorgen. Auf Vorschlag der Sektion IV  spricht 
sich dann der Kongreß für die Herstellung einer voll
ständigen Ausgabe der Werke E u l e r s  aus. Der Vor
sitzende verspricht, sich mit der internationalen Ver
einigung der Akademicu zu diesem Zwecke in Verbindung 
zu setzen. Die Herausgabe der Kongreßakten über
nimmt, da sich bei ihrer Veröffentlichung in Palermo 
Schwierigkeiten ergeben haben, das Kongreßkomite 
in Rom.

I n d e r  Sektion IV gab Prof. A m o d c o  auch dem 
Wunsche Ausdruck, daß Italien gegen einen seiner 
größten Söhne eine Ehrenschuld einlösen möge, indem 
es eine vollständige Ausgabe der Werke des Bona- 
ventura Ca va l i e r i  besorgt

Als Sitz des V. internationalen Mathematiker- 
kongresscs schlägt Prof. F o r s y t h  die Stadt Cambridge 
und als Zeitpunkt das Jah r 1912 (August) vor, was 
unter allgemeinem Beifall angenommen wurde. Prof. 
H a d a m a r d  spricht sich dafür aus, daß auch die Physik 
in diese internationalen Kongresse eiubezogen werden 
möge. D a r b o u x  spricht zum Schlüsse allen m it der 
Durchführung der Kongreßarbeiten Beteiligten im 
Namen aller Teilnehmer den wohlverdienten Dank aus. 
Am Sonntag, den 12. April fand der wenigstens vor
mittag vom schönsten W etter begünstigte Ausflug nach 
Villa Hadriana und Tivoli (Villa d’Estc) statt.

Die aufmerksame Verfolgung der einzelnen Themen 
gibt somit ein getreues Bild, in welchen Bahnen sich 
die Fortentwicklung der verschiedenen Disziplinen der 
Mathematik jetzt bewegt und zeigt frisches wissen
schaftliches Loben bei den verschiedensten Nationen. 
Die Diskussionen gestalteten sich manchmal recht 
lebhaft.

Jedenfalls sind alle Beteiligten in der Ucbcrzeugung 
bestärkt worden, daß das freie W ort und der persönliche 
Verkehr für die wissenschaftliche Förderung in vieler 
Hinsicht wirksamer, ökonomischer und daher wertvoller 
ist, als das erschöpfende Studium der kaum mehr ab
sehbaren Literatur, und man konnte auch deutlich 
erkennen, daß im Gegensatz zu einer in Laienkreisen
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vielfach verbreiteten Ansicht, die Mathematik sei eine 
in sich abgeschlossene Wissenschaft, sich allenthalben 
frische Keime zeigen, die zu ihrer Entwicklung und 
l ’Hege des Fleißes der Besten würdig sind.

Schulrat Dr. A. L a n n e r  (Innsbruck).
•V *

P r e is a u s s c h r e ib e n  d e s  K e p le r b u n d e s .  Das
Kuratorium des „K ep  1 e r  b un  d e s“, der seine Zentrale 
nach G o d e s b e r g ,  Lessingatraße 11 p. verlegt hat, 
setzt einen P r e i s  v o n  1000 M aus für die Lösung der 
Aufgabe:

„Di e  ä l t e s t e n  ( v o r s i l u r i s c h e n )  F u n d e  
„von L e b e w e s e n  s o l l e n  n a c h  i h r e r  Be -  
„d e u t u n g f ü r  d i e  E n t w i c k e l u n g s l e h r e  
„ n e u  u n t e r s u c h t  u n d  a l l g e m e i n  v e r 
s t ä n d l i c h  d a r g e s t e l l t  w e r d e n . “

Die in deutscher Spräche abzufassenden Arbeiten 
sind bis zum 31. Dezember 1909 mit Motto und Namen 
in verschlossenem Umschlag an den wissenschaftlichen 
Direktor des Bundes, Dr. E. D o n n e r t  in Godesberg, 
einzusenden.

Das .Preisrichteramt haben außer Dr. D e n n e r t  
noch übernommen: Geh. Bergrat Prof. Dr. B ey  s c h l a g  
(Berlin), Geh. Bergrat Prof. Dr. v. B r  an  ca  (Berlin), 
Prof. Dr. J a e c k e l  (Greifswald), Prof. Dr. v. K o k e n  
(Tübingen).

Bücher-Besprechungen.
B e n n e c k e ,  F . ,  E i n e  k o n f o r m e  A b b i l d u n g  a l s  

z. w e i d i m e n s i o n a 1 e L  o g a r  i t h m e n t  a f e 1 z u r 
R e c h n u n g  m i t  k o m p l e x e n  Z a h l e n .  (Fest
schrift des Köuigl. Viktoria-Gymnasiums zu Potsdam 
zur 300jährigen Jubelfeier des Königl. Joaehims- 
thalschen Gymnasiums zu Berlin). Berlin 1907, 
Kommissionsverlag von O. Salle. Preis 2 Mk. 
Eine höchst interessante Schrift, die in Fachkreisen 

verdiente Aufmerksamkeit erregen wird. Der Verfasser 
will die zeitraubende Rechnung mit komplexen Zahlen 
durch ein graphisches Verfahren abkürzen; zu dem 
Zwecke untersucht er den komplexen Logarithmus von 
x  -f- i y  und findet, daß dieser sich durch den Schnitt
punkt von zwei den Werfen x  =  coust. und y =  const. 
entsprechenden Kurven darstellen läßt, diese Kurven 
gehören zwei Scharen von einander kongruenten, durch 
Parallelverschiebung in der «-Richtung und der y-Rich- 
tung ineinander übergehenden Kurven an. Dieser 
Umstand ermöglichte es, mittels e i n e s  Kurvenlineals 
eine Fläche mit zwei Systemen solcher einander senk
recht schneidender Kurven zu überziehen. Diese 
Kurven sind am Rande mit den ihnen zukommenden 
W erten von x  und y bezeichnet, beide Kurvensysteme 
überdecken ein gewöhnliches rechtwinkliges lCoordinateu- 
system, in dem dann die Koordinaten des Schnittpunktes 
den reellen und den imaginären Bestandteil des Loga
rithmus von (« -(- /y) unmittelbar darstellen. Wie sich 
dabei die logarithmische Ausführung der verschiedenen 
Rechnungsoperationen gestaltet, liegt auf der Hand.

Die nähere Ausführung zeigt, daß ein Viertel
kreisring von den Radien n und r  logarithmisch durch 
ein Rechteck von der Breite (log r  — log q) aus und

der Höhe p  loj* e dargestellt wird, wenn r  und o die

absoluten Beträge der komplexen Grenzwerte sind. 
Durch eine einzige solche Darstellung lassen sieh alle 
einfachen Rechnungen bequem ausführen, sobald man

zur Darstellung das B rig g sc h e  System benutzt, weil 
alle denkbaren Zählen durch einfache Multiplikation 
und Division, also logarithmisch durch Addition pnd 
Subtraktion in diesen Bereich hineingcbracht werden 
können. Beigegebon sind zehn Tafeln, die von der 
Firma M e i s e n b a c h ,  R i f f a r t h  & Co. in Berlin 
hergestellt sind, sic bringen den Zahlenbereich von 
g —  100 bis r  =  1000 zur logarithmischen Darstellung, 
die erste Tafel das gesamte Gebiet in kleinerem Maß
stabe, die neun anderen Tafeln geben je ein Neuntel 
der ersten Tafel in größerem Maßstabe; dabei dienen 
die Parallelen des benutzten Quadratmillimeterpapiers 
gleich zur Darstellung des rechtwinkligen Koordinaten
systems.

Der beigefügte Text bringt neben der Erklärung 
der Tafel noch ein kurzes Verzeichnis der für die 
graphische Ausführung von Rechnungen in Betracht 
kommenden Literatur, eine Skizzierung der Fehlergrenzen 
bei dem hier empfohlenen Verfahren und eine durch 
einige Beispiele erläuterte Uebersieht über verschiedene 
Anwendungen, hei der die Berechnung der Wurzeln 
einer kubischen Gleichuug aus der C a r d a n ¡sehen 
Formel, wenn alle reell sind, besonders hervorgehoben 
sei (auf diese Auwendungsmöglichkeit ist der Verfasser 
durch Herrn H. A. S c h w a r z  aufmerksam gemacht 
worden).

Die Arbeit verdient die höchste Beachtung, das 
vom Verfasser empfohlene Verfahren würde sich viel
leicht noch schneller einhürgern, wenn die beiden ein
ander überdeckenden Koordinatensysteme durch die 
Farbe gegeneinander noch mehr abgehoben würden, als 
in-den liier vorliegenden Tafeln, wo dieser Zweck nur 
durch dunklere Zeichnung der oben genannten Kurven 
auf dem holler gehaltenen Liniensystem des Koordinaten-
papiers erreicht wird. P.

♦ *
*

K .K raep e lin , L e i t f a d e n  f ü r  d e n  b i o l o g i s c h e n
U n t e r r i c h t .  Leipzig 1907. Teubner. Preis
geb. 4 Mk.
Das Werk gibt in der dem Verfasser eigenen 

geistvollen Darstellungsweise eine Zusammenstellung 
aller biologischen Tatsachen, welche Gegenstand des 
Schulunterrichtes sein können. Bei der Auswahl des 
Stoffes ist es dem Verfasser geglückt, olme sich in 
Einzelheiten zu verlieren, doch eine solche Vollständig
keit zu erzielen, daß vor dem Leser ein Gesamtbild 
des organischen Lebens entworfen wird. Das reiche 
Material ist sehr Übersichtlich gegliedert. Zuerst wird 
für die Pflanze, dann für das Tier die Abhängigkeit 
von physikalischen Bedingungen (Wärme, Licht, um
gebende Medien) behandelt, dann die Beziehungen der 
Lebewesen zueinander. Die hierher gehörigen Ab
schnitte Synökie und Kommensalismus, Parasitismus, 
Symbiose und Mutualismus seien besonders hervor
gehoben, da sie den neuesten Forschungen auf diesen 
Gebieten gerecht werden. Der zweite Teil des Buches 
hat den Bau und die Lebenstätigkelten der organischen 
Wesen zum Gegenstand; der Schlußteil zeigt den 
Menschen als Gegenstand der Naturbetrachtung. Ori
ginell ist dabei die Behandlung der Menschenrassen, 
welche von Grund aus mit den veralteten Anschauungen 
bricht, z. B. an Stelle des Gesichtswinkels die Schädel
form als unterscheidendes Merkmal setzt. Endlich 
wird auch das Wichtigste über den prähistorischen 
Menschen mitgeteilt, und zwar nur Tatsächliches ohne 
willkürliche Konstruktionen. Dem Lehrer der Ober
klassen wird mithin das Buch • eine treffliche Unter-
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Stützung heim biologischen Unterricht sein können,
während es für die Hand der Schüler weniger geeignet
scheint. E r w i n  R  e i n h o 1 d (Karlsruhe).

* *
*

L a m p e r t , P r o f .  D r .  K u r t ,  G r o ß s c li m c 11 e r - 
1 i n g e u n d  R a u p e n  M i 11 e 1 c u r o p a s m i t  
b e s o n d e r e r  B e r ü c k s i  chfcig u n g  d e r  b i o 
l o g i s c h e n  V e r h ä l t n i s s e .  95 in feinstem 
Farbendruck ausgeführte Bildertafeln mit über 
2000 Abbildungen und 200 Seiten Text mit 65 Ab
bildungen. 30 Lieferungen ä 75 Pfg. München 
und Eßlingen. J .  F. Schreiber.
Der bekannte Verfasser von „Das Leben der 

Binnengewässer“ hat sich in vorliegendem Werk die 
Aufgabe gestellt, den Schmetterlingssammlern ein Hand
buch zu geben, das nicht nur eine kahle Systematik 
sein soll, sondern auch das beliebteste aller Sammlungs
objekte nach anderen Gesichtspunkten betrachtet. So 
bringt die auf fast neun Lieferungen ausgedehnte 
Einleitung in gut populärer und den modernen 
wissenschaftlichen Standpunkt wahrenden A rt die Ana
tomie und Oekologie der Schmetterlinge, sie spricht von 
ihrer Abstammung, ihrer geographischen Verbreitung 
und ihren Feinden, sie berücksichtigt beispielsweise 
die experimentellen Ergebnisse über den Einfluß der 
Temperatur auf die Puppen u. s. f. Andererseits wird 
nicht versäumt, eine treffliche und recht praktische 
Anleitung zu gehen über die Anlage von Sammlungen, 
die Ausrüstung des Sammlers, die Präparation von 
Schmetterlingen und Raupen und die Aufzucht der 
letzteren.

Der systematische Teil enthält mehrfach eingehende 
biologische Winke; die Diagnosen sind kurz und be
stimmt und werden wesentlich unterstützt durch die 
geradezu meisterhafte Wiedergabe der Objekte in 
Gestalt und Farbe. Gleichviel ob cs sieh um die 
Abbildung von Einzelwesen oder von Schmetterling 
und Raupe nebst Umgebung (Freßspur, Nester, Eiab
lage) handelt, man hat den Eindruck, daß hier das 
vollendetste technische Können in Anwendung ge
kommen ist.

Man kann das Werk, in welchem sich Text und 
Illustration so harmonisch verbinden, den Schulbiblio- 
theken zur Anschaffung bestens empfehlen.

B a s t i a n  S c h m i d (Zwickau).

Z u r  B e s p r e c h u n g  e in g e t ro f fe n e  B ü c h e r .
(B e sp r e c h u n g  g e e ig n e te r  B ü c h e r  V orb eh a lten .)

E l i r i g ,  G., Arithmetik und Algebra, ein Lehr- und Uebungs- 
buch der Gleichungslehre für Baugewcrkenschulen und 
verwandte technische und gewerbliche Lehranstalten. Mit 
über 1000 Uebuugsuufgaben und 29 Fig. im Text. Le ip zig
1907, Leineweber. Mk. 3.60.

L ’ E n s e ig n e m e n t  M a th é m a t iq u e , Revue internationale, 
dirigée par C. A. L a i s a  nt et II. F e h  r  avec la collaboration 
de A. B u h l.  lXme Année, Nr. 5/6. Xmo Année, Nr. 1,2. 
Paris 1907; Gauthier-Villars et Genève, Georg & Oie.

E  v e r s  he im , P., E lektriz ität als Lich t- und Kraftquelle.
Le ip zig  1907, Quelle & Meyer, geb. Mk. 1.25.

F a c k ,  M., Zu r didaktischen Darstellung von Stollen aus der 
niedern und höliern Mathematik. Gotha 1907, Thienemann. 
Mk. 1.40.

Fe  n kn  e r , H., Lehrbuch der Geometrie für den Unterricht an 
höheren Lehranstalten. ln 3 Teilen. 111. T e il: Ebene 
Trigonometrie. Nebst einer Aufgabensammlung. Berlin
1908, Salle. Mk. 1.60.

F r i c k ’s , J., Physikalische Technik, 7. v ö llig  umgearbeitete 
und stark vermehrte Aufl. von 0. L e h m a n n . 2. Band,
1. Abteilung. Brauuschweig 1907, Vieweg & Sohn. Mk. 20.—. 

G ir n d t ,  M., Technik und Schule. Beiträge zum gesamten 
Unterricht an technischen Lehranstalten. I, 3. Le ip zig  
1907, Teubuer. Mk. 1.60.

G lä s e r ,  F., Simon Newcombs Astronomie für jedermann.
Mit 2 Tafeln und 68 Textabb. Jena 1907, Fischer. Mk. 4.—. 

G l in z e r ,  E., Leitfaden der Festigkeitslehre. Mit 64 F ig . 
Le ip zig  1907, Degener. geb. Mk. 1.50.

G n a u , E., Astronomie in der Schule. T e il I .  Le ip zig  1907, 
Quelle & Meyer. Mk. —.80.

H a a s ,  A., Lehrbuch über den binomischen und polynomischen 
Lehrsatz. Die arithmetischen Reihen höherer Ordnung und 
die unendlichen Reihen mit 259 Fragen und Antworten, 
199 Erklärungen, 502 meist gelösten Aufgaben und einem 
Formclvorzeiclmis. Bremerhaven 1906, Van gerow. Mk. 8.—. 

I la r b o r d t  u. F i s c h e r ,  Muchs Grundriss der Physik für die 
höheren Schulen des Deutschen Reiches. Jl. T e il: Aus
führlicher Lehrgang. Mit 537 Abb. 2. Aull. Le ip zig  1908, 
Freytag. geb. Mk. 4.—.

H a r t m a n u , O., Astronomische Erdkunde. 2. Aufl. Mit 30 
Tcxtfig., 1 Sternkarte und 99 Uebiingsaufgaben. Stuttgart 
1907, Grub. geb. Mk. 1.20.

H e m m e lm a y r - B r u n u c r ,  Lehrbuch der Chemie und Minera
logie für die 4. Klasse der Realschulen. 3. Aull. Mit 
76 Abb. Wien 194X5, Tcmpsky.

H c n t s c h c l  u. I l ö l t z s c h ,  Lehrbuch des Reclicnunterrichts 
in  Volksschulen. 17. Aull. 1. Te il: a) Allgemeine Methodik; 
Theorie, Geschichte und Praxis, b) Das Rechnen mit 
ganzen Zahlen. 2. T e il: Die Bruchrechnung und die 
bürgerlichen Rechnungen. Le ip zig  1907, Merseburger. 
Mk. 5.40.

H o c h ,  J., Projektionslehre. 3. Aull. 155 Abb. im Text.
Le ip zig  1907, Weber.

I m h ä u s e r ,  L ., Methodik des naturkundlichen Unterrichts, 
unter Berücksichtigung der Volks-, Mittel- und höheren 
Mädchenschulen für Seminaristen und Lehrer. Breslau 1907, 
H irt. Mk. 2.25.

K  a r a b a s  z ,  W., Ueber das Wesen und Wirken der Materie. 
Grundlegung zur wissenschaftlichen Erkenntnis der Natur. 
Al len stein 1907, Mrzyk.

K i e l h a u s e r ,  A., Die Stimmgabel, ihre Schwingungsgesetze 
und Anwendungen in der Physik. Eine auf fremden Unter
suchungen fußende Monographie. Mit 94 F ig . im Text. 
Le ip zig  1907, Teubuer. geb. Mk. 6.— . 

K l c i b e r - S c h c f f l e r ,  Elementarphysik mit Chemie für die 
Unterstufe der Gymnasien. 111. Aull. Mit ca. 250 F ig . 
München 1907, Öldenbourg. 31k. 2.—.

K l e i n  ti. S c h i  m m a c k , Vorträge über den mathematischen 
Unterricht an den höheren Schulen. Te il I : Von der 
Organisation des mathematischen Unterrichts. Le ip z ig  1907. 
Teubuer. geb. Mk. 5.

K  o h 1 r a u s c l i , F., Kleiner Leitfaden der praktischen Physik.
2. Aull Ebenda, geb. M 4.—.

K u h n e r t ,  W., Farbige Tierbilder, 50 farbige Reproduktionen 
nach Originalen von W. K u h n e r t ,  mit begleit. Text von
0. G ram  m a n n li. E inle it, von F. II. M e i ß n e r. Berlin 1907, 
Öldenbourg. Preis der Lieferung zu 5 Bildern Mk. 2.— resp. 
Mk. 2.50.

L a  n g e , . L ,  Synthetische Geometrie der Kegelschnitte nebst 
Uebungsaufgaben für die Prim a höherer Lehranstalten.
3. Aull, besorgt von Dr. P. Z ü l i l k c .  Mit 55 F ig . im Text. 
Berlin 1908, Müller, geb. Mk. 1.50.

L a s s a r -  C o h n , Einführung in die Chemie. 3. Aull. Ham
burg 1907, Voß. Mk. 3.—.

L e v i n ,  W., Methodisches Lehrbuch der Chemie und Minera
logie für Realgymnasien und Oberrealschulcii. Te il 111: 
Organische Chemie. Mit 37 Abb. Berlin 1907, Salle. Mk. 1.65. 

Mam l o c k ,  L ., Stereochemie. Die Lehre von der räumlichen 
Anordnung der Atome im Molekül. Mit 58 F ig . im Text. 
Le ip zig  1907, Teubuer. geb. Mk. 3.—.

M a t h e m a t i s c h - n a t u r w i s s c n s c li a f  11 i c h e M i t t e i l u n 
g en <1. math.-naturw. Vereins in Württemberg, herausgeg. 
v. A. S c h m i d t ,  R. L a n g ,  E.  W ö l f f i n g .  Zweite Serie, 
Band IX , lie ft 2. Stuttgart 1907, Metzler.

M a t z d o r f f ,  C., Tierkunde für den Unterricht an höheren 
Lehranstalten. Ausgabe für Realanstalten in 6 Teilen. 
(Lehrstoff f. V I. V, IV, U III ,  Ol l i ,  U II.)  31 k. 0.60, 0.80, 
1.25, 1.50, 1.50, 1.30. Breslau 1(.H)3, Ford. H irt.

—„— Tierkunde für den Unterricht an höheren Lehranstalten. 
Ausgabe für Gymnasialanstalten, 5 Teile in 3 Bänden.
1. Band (Lehrstoff d. Sexta u. Quinta) Mk. 2.20, II. Band 
(Lehrstoff d. Quarta u. Unter-Tertia) Mk. 2.80, I I I .  Band 
(Lehrstoff d. Ober-Tertia) 31k. 1.50. Ebenda.

Me nd e l ,  G., Mikroplastbilder, herausgeg. mit Text, in 12 
monatlichen Folgen. Jahrg. I, Folge 1—5. Berlin 1997, 
Naturwissenschaftlich-stereographischer Verlag. 

M i c h a e l i s ,  C., Die Stadt Berlin und das Reformgymnasium, 
Vortrag in der Versammlung der Vereinigung der Freunde 
des humanistischen Gymnasiums in Berlin  und der Provinz 
Brandenburg. 2. Aull. Le ip zig  1907, Dürr. Mk. — .50. 

Mi e,  G., Moleküle, Atome, Weltäther. (58. Bdcli. Aus Natur 
und Geisteswelt.) 2. Aull. Mit 27 F ig . im Text. Le ip zig  
1907, Teubuer. geb. Mk. 1.25.

3I iehe,  H., Die Bakterien und ihre Bedeutung im praktischen 
Leben. Le ip zig  1907, Quelle & Meyer. g«*b. Mk. 1.25.

N e w e s t ,  Th., E in ige  Weltprobleme. 6, T e il: Vom Zweck zum 
Ursprung des organischen Lebens. Wien 1908, Konegen. 
Mk. 3.—.

P a h d e - L i n d e m a n n ,  Leitfaden der Erdkunde für höhere 
Lehranstalten. 111. Heft: 3Iittelsfufe, 2. Stück. Mit 6 Abb. 
im Text. Glogau 1907, Flemming.

P f a n n e n s c h m i d t ,  P., Ch.  31. T i d y ,  Das. Feuerzeug. 3iit 
40 F ig . im Text. Le ip z ig  1907, Teubuer. 31k. 2.—.

R e i d t ,  F., Sammlung von Aufgaben und Beispielen aus der 
Trigonometrie und Stereometrie. I. 5. Aufl. Ebenda, geb. 
31k. 4.80. Auflösungen dazu Mk. 1.80.

L a  R e v u e  de l ’E n s e i g n e m e u t  des S c i e n c e s ,  le Anuee 
Nr. 8, 9, 10. Paris 1907, Le Soudier.
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V er lag  von Otto Sal le  in Berl in W  30
Die

Einheit Der jiaturkräfte
Ein Beitrag zur Naturphilosophie 

von
P. Angel o Secclii, S. J .

weil. Direktor der Sternwarte des 
Collegium Romanum.

Autorisierte Uebersetzung
von

Prof. Dr. L. Rud. Schultze.
2 . re v id ie rte  A u flage .

2 Bände m it 61 Holzschnitten. 
P r e is  g e h e fte t  12 31k., geb u nd en  11 Mk.

Im  V er la g e  v o n  O tto S a lle  i»  B er lin  
e r s c h ie n :

N euere D arstellungen
der

Grundprobleme der 

reinen Mathematik
im Bereiche der Mittelschulen

von Dr. A lo i s  L a n n e r .
P r o f. a. d. S ta a ts-O b e rrea lsc h . in  In n sb ru ck .

P r e is  3 31 k.

Z w e i F o r d e ru n g e n  sin d  cs, d ie  m eh r  
u n d  m eh r s e ite n s  d er  F a c h k r e iso  erhob en  
w erd en , n ä m lic h  e in e r s e its  e in  en g er er  
A n sc h lu ss  d es  m a th em a tisch en  U n te r r ic h ts  
in  d en  h ö h e ren  L e h r a n s ta lte n  an  d ie  E r 
g e b n is se  der w is se n s c h a ft l .  F o r sc h u n g ,  
a n d e rer se its  e in e  E r w e ite r u n g  d es L eh r
s to ffe s  in  d ie  F u n k tio n e n th e o r ie  u nd  I n 
f in ite s im a lr e c h n u n g . D ie se n  F o r d e ru n g e n  
g e r e c h t  zu  w erd en , h a t  s ic h  d as B u ch  in  
s e in e n  D a r le g u n g e n  zu r A u fg a b e  g e s te l lt .

Verlag  von Otto Sal le  in Berl in W .  30 .  

P hysikalische

freihanöverstiche.
Unter Benutzung des Nachlasses 

v o n

Prof. Dr. Bernhard Schw albe
w e il .  G eh . R e g .-R a t  u nd  D ir e k to r  des
D o ro th een stä d t. R e a lg y m n . zu  B er lin .

Zusamniengestellt und bearbeitet 
v on

H erm ann Hahn,
P r o fe sso r  am  D o ro th e e n s tä d t. R e a l

g y m n a siu m  zu  B e r lin .

I. Teil:
N ü tz I ic h e W in k e .M a s s u .M e s s e i i .
M e c h a n ik  d e r  fe s ten  K ö rp e r .

M it 269 F ig u r e n  im  T e x t .
P r e is  g e h . 3 M k., g eb d . Mk. 3.75.

^ II. Teil:
Eigenschaften  d. Flüssigkeiten u. Base

M it 569 F ig u r e n  im  T e x t .
P r e is  g e h . 5 M k ., g eb d . 6 M k.

Arthur Pfeiffer, Wetzlar 2.
W e r k s t ä t t e n  fü r  P r ä z is lo n s - M e c h a n ik  u . P r ä z is io n s - O p t ik .  Gegr. 1891.

Allein-Vertrieb unö yilleinberechtigung
zur Fabrikation der

G e r y k - O e l - L u f t p u m p e n
D. R.-P. in Deutschland. 

Einstiefeligo Pumpen bis 0,06 mm Hg., Va- 
Zweistiefeligc „ „ 0,0002 „ „ / kuum

Sämtliche N eb en - und llilfs-Apparate.

Hauh ei t i  QuecksilbBr-Hochvakuum -Fum pBn
eigen.Konstrukt.¡höchsteVerdünnung in kürzest.Zeit 
D .R .-r. uhgemeld. önzerbrechl.; ohne Glas u. Porzellan 

A llo  p h y s ik u l.  u. ch e m isch en  A p p a ra te .  
Komplette' Einrichtung physikalischer Kabinette, 
phys. u. ehem. Vorbereitungszimmer u. fiörsäle.

IEd. Beyer’s Nachf. in Wien I., S ch o tten g a sse  7
Buchhandlung und Antiquariat 

versendet k o sten los den soeben erschienenen Katalog 47.

Exakte Wissenschaften.
Neuere antiquarische Werke aus den Gebieten:

M a th e m a t ik  u n d  G e o m e tr ie ,  P h y s ik  u n d  C h em ie  (M e c h a n ik ,  
D y n a m ik ,  W ä rm e -  u n d  G a s th e o r ie ) ,  E le k t r i z i t ä t  u n d  E le k t r o 

te c h n ik ,  A s t ro n o m ie  usiv.
in dButschEr, französischBr und englischer Sprache.

~V*i ilLyAlAv1*!" vÂVji»

Kleiner Wechselstrom-Rpparat
für ünterrkhtszwecke

Unerläßliches pädagogisches Hilfsmittel im Physikunterricht 
W ichtig für höhere M ittelschulen, Gymnasien, 
=  sow ie Seminare und Bürgerschulen. =====

Mau verlange Prospekt und kleine Broschüre:
„ W a s  s o l l  an  H a n d  d e s  k le in e n  W e c h s e ls t r o m -  
A p p a r a t e s  d e n  S c h ü le r  g e le h r t  w e r d e n ? “  --------------

fluto -Teil-Gesellschaft m. b. H.
B erlin  SW. 48, W ilhelm str. 131/132. j
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F. G. Gauß, Logarithmentafeln.
V ie r s te l l ig e  log. u. trigon. Tafeln. S c h u l a u s g a b e .

3. Auflage. I d braun Leinen gebunden 1,60 M.
F ü n fste llig e  log. u. trigon. Tafeln. K le in e  Ausgabe.

21. bis 24. Auflage. In grau Leinen gebunden 1,60 M.
F ü n fste llig e  log. u. trigon. Tafeln. V o l l s t ä n d i g e  Ausgabp.

92. bis 95. Auflage. In blau Leinen gebunden 2,50 M. 
----------  P r ü f u n g s e x e m p la r e  s te h e n  g e rn  z u r  V e r fü g u n g .  —....

Eugen Strien, Verlagsbuchhändler in Halle=Saale.

Nur .Tahresaufträge.

l>Ie E rd e
und die Erscheinungen ihrer Oberfläche.

N a ch  E . R e d u s  v on  D r. O tto  U le .  
Z w e ite  u m g ea rb e it . A u fla g e  v on  Dr.' Willi Ule, 

P rivatd ocen fc an  d er  U n iv e r s itä t  H a lle .  
M it 15 B u n td ru ck k a r ten , 5 V o llb ild e r n  und  

157 T e x ta b b ild u n g e n .
Preis geh. 10 Mk., eleg. geb. 12 Mk.

Bezugsquellen  für Lehrmittel, Apparate usw. Beginn jederzeit.

M in e r a l ie n  a l l e r  JLUntler.
D ir e k te  Im p orte  a. A m erik a , A u stra lien , 
E n g la n d , F r a n k re ich , I ta lie n , J a p a n , 
N o rw eg en , S ch w ed en , S c h w e iz , T ir o l  
u sw . S am m lu ngen  je d e r  A rt. S a m m ler -  

U te n s ilie n  u sw . S p e z ia l itä t :
Mineralien, Petrelakten u. Gesteine des Harzgeb.

K a ta lo g  H k o ste n lo s .
H arzer M inera lien -K on tor, Goslar

0 . A r  m  b s t  c  r.

Höllein & Reinhardt
N e u h a u s / R e n n w e g

T h e rm o m e te r  a lle r  A rt
Glasinstrumente u n d  Apparate, 

G eiß ler- u nd  R ö n tg e n -R ö h ren , G las- 
M eß gerä te , G la sb lä se r e i-A r tik e l, G las- 

L e h r m itte l.
—— - ■ K a ta lo g  zu  D ien sten ,

S a m m l u n g
zerlegbarer und zusammenklappbarer Körper

fü r  den U u tcrr lch t in  der G eom etrie  
in  v er sc h ie d e n e n  D im en sio n en  rü ck 

s ic h t l ic h  A n z a h l u nd  G röße.

Selbstverlag von Otto Küster, 
H a u p tleh re r  a. D. in  W erm elskirchen.

A n atom isch e
Lehrmittel-Modelle

aus Hartmasse, fein koloriert und 
zerlegbar, sowie natürl. Knochen
präparate empfiehlt (Katal. gratis) 

W . Förster. Kunstanstalt,
S teg litz  b e i B e r lin .

ProjeKiions-Apparate
H e lio s ta te  u sw . 

Hans Heele, Berlin 0 . 27.

£ . ijorm uth , M. W . V etter
Heidelberg

liefert alle A pparate für

ehem. u. physikal. Unterricht.
Eigene Werkstätte.

P h y s i k a l .  A p p a r a t e
u. chem ische G erätschaften, 
sowie sämtl. Schullehrm ittel
f e r t ig e n  u. l ie fe r n  in  b ek a n n te r  ta d e l
lo s e r  A u sfü h ru n g  zu  m a ss ig e n  P r e ise n .

S c h u ltze  & L e p p e rt
P h y s ik a lis c h -m e c h a n is c h e  u. c le k tr o -  

tech n . W e r k s tä tte n , Cöthcn in  A n h .

E m p feh len

E l e k t r .  I n s t r u m e n t a r i u m
fUr Lchrzwecke

w e lc h e s  a llg e iu . A n e rk en n u n g  lin d e t .
H a rtm a n n  & B ra u n  A -G.

Frankfurt am Main.
—  S p e z ia lk a ta lo g  zu  D ie n s te n . =

V ln n n t n f o l  u - P r o f-iR ü h lm a u n ,m itZ u -  
f \ l u |J p lü iü l  i>ehör, z . D a r s te llu n g  a lle r  
L a g en  v on  P u n k ten , G eraden  u. Kbcnc.n, 
s o w ie  d ie  in  A u fgab en  vork om m en d en  
B ew eg u n g en . P r o sp e k t fr e i .  D yn am os, 

D a m p fm a sch in en , W a sse rtu rb in en .

Rob. Schu lze, H allo  a. S. 
E lo k tro te ch n . u . m ech a u . W er k stä tten .

D evonische P etre ja k ten
Kollektion 25 v er sc h . S p e z ie s , M k. 3.50, 
5 0  d ers. M k .s .so , 76 d ers. 15.— u. 10 0  ders. 

M k. 24.50. (A lle s  r ic h t ig  b e stim m t.)  
Eruptivgesteinsarten und v o lls tä n d ig e  
R eih e  vulkanischer Auswurfs-Produkte 
(A sc h e , S a n d , B o m b en , K u g e ln  u sw .)

M a x  Hopmann, Gerolste in  i .  Ei fe l .

Spefttralapparate
Kathetometer, optische Bäuke 

usw.
Hans Heele, Berlin 0 . 27.

projek tion s -p h o to g ra m m e
fü r  den

J iatu rw issen sch . U nterricht
in  z w e c k d ie n lic h s te r  A u sa rb e itu n g  

P r o sp e k t u n d  V e r z e ic h n is s e  k o ste n lo s

Otto Wigand, Zeitz. 2.

Neu! Biologische Neu!
E n tw ick elu n gsp rS p u ru tc , I n jc k llo n s -,  
N erven -, S itu s  - P räp ara te , b io lo g isc h e
u . sy ste m . Z u sa m m e n ste llu n g e n  u sw . 
— K a ta lo g  1907 g r a t is  u n d -fra n k o . — 

Zoologisches Institut

Wilh. Haferlandt & Co.
B erlin  S W . 48, Friedrichstrasse 6.

Trigonometrie- 
Demonstrationsapparat
n a ch  D r. L a m p a rt , n e u e s t e , v o l l 
k o m m en ste  A rt, g e s e t z l ic h  g e s c h ü tz t ,  
1  b c z w .2  qm  g a n z e  G röß e , P r e is  M k.47.— 
V ie le  R e fe r e n z e n . — B e sc h r e ib u n g  a u f  

V er la n g e n . — A lle in . L ie fe r a n t:  
H ans H ilg c r s , N a tu r w . A p p a ra te , B onn .

Physik. Baukasten
fü r  L eh re w ec k e  n ach  

W ilh . V olkm ann. 
P rojektionseinrichtungen  
e le k tr. M essinstrum ente

Georg Beck & Go,
B er lin  N O ;4#,G corgciikIrclistr.ß4

S pezia l-F ab rik  a lle r Arten

E lek trisch er und m agnetischer 
=  M e s s -In s tru m e n te  =

fü r  W is s e n sc h a ft  und P r a x is .  

H a rtm a n n  & S ra u n  A.-G .
Frankfurt am Main.

=  K a ta lo g e  s te h e n  zu  D ie n s te n . —

Paul Gebhardt Söhne, Berl in C 54.
S p e z ia l it ä t :

p h y s i k .  A p p a r a te ,  L u f tp u m p e n
m it B a b in c t  b e z w . G ra ssm a n n sch em  

H a h n .
Einr.phys. u.chem. Experimentier-Räume.
G ran d  P r ix  u. g o ld . M e d a ille  S t .  L o u is . 
P r e is l .  1 6  u. 17 m it  ca . 6000 N u m . g ra t.

Optische W erkstätte
Paul W aechter

Friedenau.

IVlik r o s k o p e
Photogr. Objektive D. R. P.

K a ta lo g e  g r a t is  und  fra n k o .

Es w ird höflichst gebeten, sich bei Bestellungen auf die „U  n t e r  r  I c h t s b I ä 11 e r “  zu beziehen.
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Technologie in der Schule!
G ebr. H öpfe l, Lehrmittelanstalt 

B e r l i n  X \ V .  5 ,  B ir k e n s tra ß e  75

V e r la g ;  vo n  K a g e r a h ’ s u. u n se ren  
te c h n o lo g is c h e n  L e h rm it t e ln .

V ie lfa c h  p r ä m iier t!  K a ta lo g  g r a t is !

Laboratoriums-Apparate 
Demonstrations - Apparate

fiir Chemie, Physik usw.

Dr. Rob. M u en ck e
Berlin N. W. 6, Luisenstr. 58.

p r o j e t i o n s - Ą p p a r a t e
n eu a r tig e r , v o llk o m m e n e r  B a u a r t

Gebr. Mittelstrass
Hoflieferanten, M agdeburg 40.

Franz Hugershoff,
L e ip z ig .

Apparate für den
C hem ie -U n te rric h t.

—. Einrichtung  —
chemischer Laboratorien.

Botanische Modelle
in  e ig e n e r  W e r k s ta tt  h e r g e s te l l t  
===== l ie fe r t  und em p fie h lt  =====

R.Brendel.Gruneu/altl-Berlin.
- P r e is v e r z e ic h n is s e  

w erd en  k o s t e n l o s  zu g e sa n d t.

Otto Himmler 
O p t is c h -m e c h a n is c h e  W e rk s tä t te

Mikroskope
Berlin N 24.

ShrharDt & jVîetzger jtachf.
D a rm s ta d t .  =

Apparate fü r Chemie u. Physik.
V o lls tä n d ig e  „ E in r ich tu n g en . 

E ig e n e  W er k s tä tte n .

Aquarien
Terrarien, Froschhäuser, Grotten, 

sämtl. Atjuarienbehelfe usw. 
in k l .  G r a t is -L is te , l ie f e r t  b i l l ig s t

A. Q laschker, Leipzig M.N.25
L ie fe r a n t  v ie le r  S c h u le n  u . A n sta lte n .

A c h ro m a t is c h e

Schul -jY likroskope
e r st . G üte h ä lt  s t e t s  a . L a g e r

F. W. S c h i e c k
O p tisch e  F ab rik  

=  B e r l in  S W . 11. =
P r e is l i s te n  k o ste n lo s .

Apparate  fü r  e le k l r .  Strom spannungs-  
—  und W id ers tan d sm essun g en  —

a lle r  S y ste m e.
K o m p le t !  o S c h u l - S c h a lt ta fe ln  

sow ie  M eSzim m er-E innchtungen. 
.Spezialfabrik elektr. Meßapparate
"   '.BepiinHjBS
G U Icher’s  T h e rm o s ä u le n

======= mit Gasheizung. — =
V o r te ilh a fte r  E r s a tz  f. g a lv . E le m en te .

K o n sta n te  e le k tro m o to r isch e  K raft. 
G er. G asverb rau ch . H olt. N u tz e t ick t . 
K ein e  D äm pfe. K ein  G eru ch . -K e in e  
P o la r isa t io n , d a h er  k e in e  E rsch ö p fu n g . 

B etr ieb sstö ru n g en  a u sg e sc h lo ss e n . 
Julius P ln tsch, Aktiengesellschaft, 

Berlin  O. 27, Andreasstr. 71—73.

Optisch-meclinn. W erkstätten

E d . i i i e s e p n g , D ü s s e l d o r f
Einzige Spezialität:

Projektions-Apparate

Fr.K lingelfuss& G o.
  B a se l -------

ünöuktorien mit Präzisions- 
Spiral -  Staffelvicklung

Patent Kllugelfuss.

Robert Müller, Glasbläserei
und Fabrik chem.-pliys. Apparate 

Essen - Ruhr, Kaupenstraße 46—48 
empfiehlt seine 

D o p p e l t l i e n n o s k o p e  und 
A p p a r a te  f l lr  s t r a h l .  W H rin e  

nach Prof. Dr. Looser. 
Preislisten gratis und franko.

E. Leitz *  Wetzlar
O ptische Wer ke

M ik ro s k o p e ,  M ik ro to m e ,  
M ik r o p h o to g r .  u . P r o je k t io n s -  

A p p a ra te

P ho to g rap h isch e  Objektive

1 1 , QuilitZ k  ÜO.
Berlin NW. 40, Heldestra'sse 55/57

Chemische ü . physik. Apparate.
Grosse illustrierte Preislisten.

A n a l y s e n  - W a g e n
m it  k o n sta n t. E m p fin d lich k e it, s c h n e ll-  
s c h w in g e n d , s o w ie  ehem.-techn. Wagen 
v on  a n erk a n n t u n ü b ertro ffen erG en au ig -  
k e it , m it  d iv . N eu eru n g en , v ie lfa c h  

p rä m iier t, em p feh len  
A. Verbeek & Peckholdt, Dresden-A.

L ie fera n ten  v ie le r  U n iv e r s itä ts -  und  
H o c h sch u lla b o r a to r ie n , so w ie  von  G ym 
n a s ie n , R e a ls c h u le n , S em in a ren  u sw .

M an Kohl, Chemnitz, Sachsen.
G röß tes E ta b lis s e m e n t  a u f  dem  K o n 

t in e n t  fü r  d ie  H e r s te llu n g  v on  
: : : Physikalischen Apparaten u nd  : : : 
: : : : chemischen Gerätschaften : : : : 
kom pl. Laboratorium s-E inrichtungen  
m it a lle n  d azu  er fo rd er lich .M ö b eln  u sw .

M an v e r la n g e  a u sfü h r lic h e n  K a ta lo g  
und K o ste n a n sc h lä g e .

R. Jung,  Heidelberg.
W er k stä tte  fü r

w is s e n s c h a ft l ic h e  In s tru m e n te .

M i k r o t o m e
und Mikroskopier - Instrumente. 
Ophtalmologische u. physiologische 

Apparate.

G. L o r e n z ,  Chemnitz. 
P h y s i k a l .  A p p a r a t e .
Preisliste bereitwilligst umsonst.

   . .       „
jVaturv. £ehrm iU el-jn stitu t  

Wilh. S c h l ü t e r
Halle a.  S.

Erzeugung und Vertrieb naturwissensch. 
Präparate, Sammlungen und Modelle in
a n erk a n n t e r s tk la s s ig e r  A u sfü h ru n g  
zu  m ä ss ig e n  P r e is e n . — K a ta lo g e  

k o ste n lo s .

R i c h a r d  M ü l l e r - U r i ,
Itra in isch w elg .

G la s te c h n isc h e  W e r k s tä tte .

physikalische unö chemische 
Vorlesungs-Apparate.

S p e z ia l it ä t e n : E le k tr o  - p h y s ik a lis c h e  
u nd  V ak u u m ap p ara te  b es ter  A rt.

physikal. Apparate
Vollständige Einrichtung 
von physikal. Kabinetten

F e r d i n a n d  E r n e c k e
B e r l i n - T e m p e l h o f

Meiser &Merti g
D resden-N . 6 . Z

W erkstä tte n  tö r  P räzis ionsm echanik
P h y s ik a l i s c h e  A p p a ra te  
.  C h e m is c h e  A p p a ra te  ♦

 P r e is v e r z e ic h n is  k o s te n lo s  ■

Es w ird höflichst gebeten, sich bei Bestellungen auf die „ U n t e r r l c h t s b l ä t t e r "  zu beziehen.

18120786
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■ ^ ^ O N S - Ä P R ^
f ü r  S chu lzw ecke

Man verlange  gra tis U. 
franko P rospekt Mach

R ichard M iiller-U ri,
I n s t i t u t  f. g la s t e c h n is c h e  E r z e u g 
n is s e , c h e m is c h e  u. p h y s ik a l i s c h e  

A p p a r a t  u n d  G e rä ts c h a f t e n .  
Braunsohweig, Sehleinitzstras.se 19 

liefert auch
säm tliche  

jf ip pa ra te  
nach dem 

methodischen 
Lehrbuch dei' 

Chemie und 
Mineralogie v. 
Prof.Dr.W ilh. 
Levin — genau 

nach den Angaben des H errn  Verfassers.

V er lag  von O t t o  S a l l e ,  Berl in  W .  30 .
Grundsätze und Schemata

für den
Rechen-U nterricht

an höheren Schulen.
M i t  e in e m  A n h ä n g e :

Die periodischen Dezimalbrüche
nebst Tabellen für dieselben.

Von
D r. K a rl B o c h o w

Oberlehrer a. d. Realschule zu Magdeburg 
Preis 1.20 Mk.

Ver lag  von Otto Sa l le  in Berl in  W .  30 .
K ü rz lic h  erschien:

Methodisches Lehrbuch
der

Chemie und Minerolosie
für

"  ' und Oberrealschulen .
Von

Prof. Dr. W ilh. L evin.
Teil I I I :  Organische Chemie.

Preis: Mk. 3.65. 
I nha l t sver ze i chni s :

1. Organische und anorganischeCheinie.
11. Die Klementaraualyse.

II I.  Die Bestimmung der Dampfdichte.
IV . Die Grcnzkohlen wasserstofl o oder 

Paraffine.
V. Die Halogensubstitutionsprodukte 

des Methans.
V I. Die einwertigen Alkohole der Grcnz- 

kohlenwasserstott’e . E s t e r .
V I1. Die Aether.

V III.  Die Oxydationsprodukte der ein
wertigen Alkohole (Aldehyde und 
Fettsäuren. —  Ketone).

IX .  Säuren anderer Reihen.
X . Fette und Seifen. — Glyzerin.

X I.  Die Kohlehydrate.
X I I .  DieBenzolderivatc oder aromatischen 

Verbindungen.
X I I I .  Die Alkaloide.
X IV . Die Eiweißstoffe.
X V . Die Verdauungstätigkeit des Menschen

X V I. Die Nahrungsmittel des Menschen.

V erlag von Otto S a lle  in  U erlin  W . 30^

Bei Einführung neuer Lehrbücher
seien der Beachtung der Herren Fachlehrer empfohlen:

G eom etrie .
F ü n l / n o r *  JL chrbuch  d e r  G e o m e t r ie  für den mathematischen Unterricht 
i “ I I  I x I I “  I ■ an höheren Lehranstalten von Professor Dr. Hugo Fenkner in
---------------------------Braunschweig. Mit einem Vorwort von Dr. W. Krumme, Direktor

der Ober-Realschule in Braunschweig. — Erster T e il: E b e n e  G e o m e t r i e .  
5. Aufl. Preis 2.20 M. Zweiter T e il: R a u m g e o m e t r i e .  3. Aufl. Preis l.co M. 
Dritter T e il:  E b e n e  T r i g o n o m e t r i e .  M. 1 .60.

I Q C C O r '  Für d e n  g e o m e t r i s c h e n  U n t e r r i c h t  an höheren
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