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Verein z u r  F ö r d e r u n g  des mathemntiscl ien und n a t u r w i s s e n s c h a f t l i c h e n  U n t e r r i c h t s
Tagesordnung der XVIlf. Hauptversammlung zu Freiburg im Breisgau, Pfingsten 1909.

M ontag, 3 1 . M ai, abends 8 U h r: B egrü ß u ngszusam m enkun ft im  G artensaal „ Z u m  P f a u e n “ 
(F riedr ich straß e 61 , am N ord en d e des B ah n h ofs.)  

D ienstag, 1. Juni, vorm ittags 9 b is 12 U h r: E rste  a llgem ein e S itzu n g  in  der A u la  der O ber­
rea lsch u le (Z ähringerstraße 15.)
Eröffnung und Begrüßung. — Geschäftliche Mitteilungen.
V o r t r a g  ü b e r  D a r w i n s  L e h e n  u n d  W i r k e n .
D i s k u s s i o n  ü b e r  de n  b i o l o g i s c h e n  U n t e r r i c h t  in de n  O b e r k l a s s e n  u n t e r  b e ­

s o n d e r e r  B e r ü c k s i c h t i g u n g  d e r  S ö h i i l e r ü b  u n g e n .  Berichterstatter: B a s t i a n
S c h m i d (Zwickau.)

12 U hr: F rü h stü ck sp ause . (In der Turnhalle der Anstalt wird Frühstück bereit gehalten.)
N ach m ittags L b is  3  U h r: A b te ilu n g ssitzu n g en . 
S p aziergan g über den S ch loß b erg . ' 
A bends 8 U h r: F estm ah l. (L ok a l noch  zu bestim m en .) 

M ittw och, 2 . Juni, vorm ittags 9 b is  12 U h r: Z w eite  a llgem ein e S itzu n g .
Vortrag von G e i ß l e r  (Luzern): M e t h o d i s c h e  W e g e  f ür  d a u e r n d e n  Z u s a m m e n h a n g  

d e r  M a t h e m a t i k  m i t  d e n  ü b r i g e n  L e h r f ä c h e r n .
D i s k u s s i o n  ü be r  d i e  M e r a n e r  V o r s c h l ä g e  in der  P r a x i s  

U n t e r r i c h t s  m i t  b e s o n d e r e r  B e r ü c k s i c h t i g u n g  
Berichterstatter: H. S c h o t t e n  (Halle a. S.)

F rü h stü ck  w ie  am D ien sta g .
N achm ittags 1 bis 3 U hr: G eschäftliche Sitzung: Kassenbericht. - 

mitgliedern an Stelle von Lenk, Pietzker und Bastian Schmid. —
Beschlußfassung über eine Verminderung der Mitgliederzahl des Vorstandes. — Bestimmung 
des Ortes der nächstjährigen Hauptversammlung. — Regelung der Beziehungen des Vereins zu 

-  der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Aerzte*). — Antrag des Vereins-Vorstandes und 
Vereins-Ausschusses auf Erhöhung des Mitgliedsbeitrages auf 5 M. — Sonstige geschäftliche Anträge.

*) Yergl. diese Nummer: Vereine und Versammlungen, S. 41.

d es  m a t h e m a t i s c h e n  
d e r  A n w e n d u n g e n .

Wahl von drei Vorstands- 
Daran anschließend eventl.
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D arnach B esich tig u n g . 
Spaziergan g  über L orettob erg  nach G ünterstal (Gasthaus Kyburg). 
Im  V erlauf des N ach m ittags w ird  H err U n iv .-P rof. D r. D e e c k e  einen  vorbereiten den  

V ortrag  über d ie  zw ei in  A u ssich t genom m enen  g eo lo g isch en  E xkursionen  halten . 
(Geologisches Institut, Hebelstraßo 4011.) 

Donnerstag, 3 . J u n i: E rste  g e o lo g isc h e  E xk u rsion  nach B a d e n  w e i l  e r .  

Freitag, 4 . Ju n i: Z w eite  g eo lo g isch e  E xkursion  an den K a i s e r s t u h l .
Beide Ausflüge sind auch als touristische und botanische Ausflüge zu empfehlen; außerdem wird für 
Gelegenheit und Führung zu anderen Ausflügen in der Umgebung (Fcldberg und Titisee, Höllontal) 
gesorgt werden. Teilnehmer, die schon früher hier ankommen, finden auch schon am S o n n t a g ,  
30. Ma i  u nd  M o n t a g ,  31. Mai  zu größeren oder kleineren Ausflügen ortskundige Führer. An­
meldung an Prof. .T. M äh l e r ,  Dreikönigstraße 16.
A n gem eld ete  A b te ilu n g sv o rträ g e:

E. B r o c k e  (Zabern): Ueber die Winkel an einer Geraden, die von zwei anderen geschnitten wird.
E. G r i m s e h l  (Hamburg): Bewegliche Wandtafelzeiclmungen im physikalischen Unterricht.
G. K e w i t s c h  (Freiburg i. Br.): Ueber den Ursprung des Sexagesimalsystems.
A. L e i b e r  (Freiburg i. Br.): Ueber spontane Quer- und Längsteilung bei Hydra.
A. W i t t i n g  (Dresden): Ueber K l e i n s  Elementarmathematik vom höheren Standpunkte aus.

A lle  S itzu n gen  finden in  den R äum en der „O berrealschule m it realgym nasialer A b te ilu n g “ 
(Z ähringerstraße 15, H a lteste lle  der T ram hauptlin ie) sta tt.

Zur Besichtigung wird empfohlen: Münster, Rathaus, das neue Lehrerseminar, das neue Friedrichs­
gymnasium und die neue Oberrealschule.

Das Empfangsbureau befindet sich M o n t a g ,  31. Ma i ,  8 Uhr vormittags bis 6 Uhr nachmittags, im 
H o t e l  P o s t ,  Eisenbahnstraßc 35, an den Sitzungstagen während der Sitzuogszeitcu in der neuen Oberreal­
schule (Zähringerstraße 15, Tramhaltestelle). Einzeichnungslisten zum Festmahl und den verschiedenen Ver­
anstaltungen liegen im Empfangsburcau auf.

U n te rk u n f t  in  F re ib u rg .
Da an Pfingsten der Besuch von Freiburg durch Fremde sehr stark zu sein pflegt, so wird darauf 

aufmerksam gemacht, daß v o r h e r i g e  r e c h t z e i t i g e  A n m e l d u n g  in de n  G a s t h ö f e n  u n b e d i n g t  
n o t w e n d i g i s t.

Die Teilnehmer werden gebeten, sieh ihre Zimmer in den gewünschten Gasthöfen direkt selbst voraus- 
zubestellen (Postkarte mit- Antwort!).

Die Besorgung von Zimmern in Privathäusern ist während des Semesters kaum erfolgreich.
Allfallsige Anfragen (Postkarte mit Antwort!) wegen Unterkunft sind zu richten an: Prof. .T. Mahl er ,  

Dreikönigstraße 10.
G a s t h ö f e.

In der Nähe des Bahnhofes: __----- —'
Bahnhofshotel.............................
Hotel Continental zum Pfauen 

., Europäischer Hof . . .
„ Zähringer H of.................
„ P o s t .................................
„ V ik to r ia .........................
„ R osen eck .........................
,. S a lin en .............................
„ N a t io n a l.........................
„ B eau sejou r.....................

Barkhotel.....................................

Hotel G a ß .....................
,, Freiburger Hof .
,, Hohenzollern . .
„ Markgräfler Hof .
., Römischer Kaiser

Domhotel zum Geist . .
Hotel Engel .................

,, K o p f .....................
Wilder Manu . .

Bismarckstraße 3 
Friedrichstraße 31 
Bahuhofstraße 18—24 
Bahnhofstraße 2 
Eisenhahnstraße 35 
Eisenbahnstraße 54 
Fahnenbergplatz 2 
Bertoldstraße 50 
Wilhelmstraße 48 
Werderstraße 8 
Werderstraße 4

In der Stadt: 
Gartenstraße 6 
Kaiserstraße 130 
Urach/Günterstalstraße 
Gerberau 22 
Kaiserstraße 120 
Münsterplatz 5 
Eugelstraße 3 
Engclstraßc 5 
Salzstraße 30

Z. m/ PUTST M 
Z. m. F. 3.00—4.00 M 
Z. 2.50-4.00 M; F. 1.20 M 
Z. m. F. 4.50—5.50 M 
Z. m. F. 3.00 M 
Z. 2.50 M: F. 1.00 M 
Z. m. F. 3.20—3.50 M 
Z. m. F. 2.80—3.00 M 
Z. m. F. 3.50 M 
Z. m. F. 3.50—4.00 M 
Z. m. F. 4.00 IM

Z. m. F. 2.50—3.00 M 
Z. m. F. 2,50—3.00 31.
Z. m. F. 2.50—3.00 31 
Z. m. F. 2.50 M 
Z. 2.50 31; F. 1.00 31 
Z. m. F. 3.50 31 
Z. m. F. 3.50 31 
Z. m. F. 2.80—3.30 31 
Z. m. F. 2.50 31

Eine möglichst zahlreiche Beteiligung von Damen ist sehr erwünscht.
Wie alljährlich, wird der Vereinsvorstand sich auch in diesem Jahre an die Unterrichtsverwaltungen 

der Staaten, in denen die Pfingstwoclie nur teilweise schulfrei ist, mit der Bitte wenden, daß die Leitungen der 
einzelnen Anstalten zu wohlwollender Berücksichtigung der behufs Teilnahme an der Versammlung eingehenden 
Urlaubsgesuche angewiesen werden. Nach den bisherigen Erfahrungen darf auf die Gewährung dieser Bitte 
überall mit Sicherheit gerechnet werden.

Der Hauptvorstand.
P i e t z k e r.

Der Ortsausschuss.
Sei t l i .
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D ie  N a p o le o n sa u fg a b e .
Ein Beitrag zur Geometrie des Zirkels 

von Carl  H e r b s t ,  Dipl.-Ing. (Dortmund).
Vor etwa 40 Jahren stellte in Hamburg ein Mathe­

matiker die Aufgabe:
„Den Mittelpunkt eines Kreises zu finden, unter 

alleiniger Benutzung des Zirkels und unter Ausschluß 
von Berührungspunkten“.

Er gab an, Napoleon I. habe das Problem seiner­
zeit gelöst und einer Gesellschaft von Gelehrten vor­
gelegt.

Ob sich das historisch belegen läßt, vermag ich 
nicht mit Bestimmtheit zu sagen. Ich konnte einst­
weilen nur in Erfahrung bringen, daß Napoleon in 
der Tat häufig mathematische Unterhaltungen führte 
und dabei besonders von der Geometrie des Zirkels 
sprach.

So heißt es beispielsweise in den einleitenden 
biographischen Bemerkungen des Werkes von M as c h é ­
ro n  i (Géométrio du Compas, par L. M a s c h e r o n i ;  
Traduite de l’Italien par A. M. Ca r e t t e .  Seconde 
Edition. Paris 1828) unter anderem wie folgt:

pag.XI. „ Ma s c h e r o n i  publia à Pavie, en 1797 (1), 
la Géométrie du Compas. C’était dans les derniers 
momens du séjour de Bonaparte en Italie. Le général, 
qui accueillait avec plaisir les savans italiens, avait ou 
souvent M as cli er o n i et s’était entretenu plusieurs 
fois avec lui de la Géométrie du Compas. Quand la 
paix de Campo-Formio fut signée, Bonaparte vint à 
Paris apporter le traité au directoire, et lui présenter 
les drapeaux de l’armée d’Italie. Le lendemain de 
cette cérémonie triomphale, qui eut lieu le 20 frimaire 
an VI (10 décembre 1797), Bonaparte fut invité par 
F r a n ç o i s  do N e u f  c h â t e a u  à une nombreuse 
réunion composée de savans et de gens de lettres, 
tous membres de l’Institut. «Le général les étonna 
tous, dit le Moniteur du temps, par la variété et 
l’étendue de ses connaissances».

L a g  r a n g e  et L api  ace  faisaient partie de la 
réunion, et dans une conversation que Bonaparte eut 
avec ces illustres géomètres, et particulièrement avec 
L a p 1 a c e , il leur fit connaître la Gôométxle du 
Compas, ouvrage alox-s tout nouveau et inconnu en 
France, en leur donnant la solution de quelques-uns 
des problèmes qui se trouvent dans cette production 
originale. Après avoir écouté Bonaparte avec attention, 
L a p l a c e ,  qui avait été son professeur de Mathé­
matiques à l’école de Brienne, lui dit en présence de 
tous les savans réunis autour d’eux : «Nous attendions 
tout de vous, général, excepté des leçons de Mathé­
matiques».“

pag. XV. „ M a s c h e r o n i   voulut se passer
de la règle. On a lieu d’être étonné du grand nombre 
de propositions nouvelles et piquantes qu’ il a su 
trouver dans un sujet en apparence épuisé. Ses prin­
cipaux théorèmes avaient été apportés en Fx-ance par 
le vainqueur et le pacificateur de l’Italie.“

pag. XVI. „Avant de quitter la Géométrie 
élémentaire, nous parlerons . . . .  de la Géométrie du 
Compas, due à l’intéressant etm alheureuxM ascheroni, 
enlevé par le chagi'in que lui causaient les malheurs 
de son pays au moment oîx les succès des années 
françaises, commandées par le héros qui le premier 
avait apporté'en France les théorèmes les plus curieux 
de son livre, allaient lui rendre une patrie qu’il honorait 
par ses talens.“

Hiernach ist es mehr als wahrscheinlich, daß 
Napoleon tatsächlich die vorliegende Aufgabe gestellt 
hat; denn sie gehört in der Tat zu den interessantesten 
und eigenartigsten, die das 31 as c h e ro n i sehe Werk 
enthält.

Tritt man ohne besondere Vorkenntnisse an das 
Problem heran, so drängt sich zunächst der Gedanke 
auf, auf der Peripherie des gegebenen Kreises zwei 
diametral liegende Punkte festzulegen und deren Ent­
fernung zu halbieren.

Für das Halbieren des Abstandes zweier Punkte 
M  und X  gibt 3 I a s c h e r o n i  fünf Konstruktionen 
an, die zum Teil in dem IVerke von A. A d l e r  
(Theorie der geometrischen Konstruktionen, Leipzig 
1906) angeführt sind. Weitere Lösungen zeigen Fig. 1 
und 2.

Im folgenden wird zur Abkürzung von der 
Adlorschen Ausdrucksweise Gelmauch gemacht, wo­
nach der um einen Punkt P  mit P A  beschriebene 
Kreis durch P(A) bezeichnet wird.

In Fig. 1 liefert / i ,  [jY(3/)] nach dreimaliger Ein­
tragung des Radius M X = m  den Punkt A  auf der Ge­
raden MX, K r) [ A  (3/)] ergibt auf K 2 \M (A’)] den 
Punkt B ,  K g  [ B  (3f)] auf Ji) den Punkt "c, A'7 (C(A)] 
auf K g  den Mittelpunkt von M X .

Beweis: Ist (Fig. 3) P  der Schnittpunkt von 
M X  —  m  mit K g ,  so ist A  M P B  ~  M B A ,  also 

M P : M X  == M P : M B  =  M B : M A  =  M X  : M A  —  1 :2  
und somit P  3Iittelpunkt von M X .  Als Centriwinkel 
ist «£; P B C  = 2  P M C  =  2a, daher P ( '  =  2 in  • sin a .  

Da ebenfalls A C =  2  m  ■ sina, so muß in Fig. 1 K 7 

durch den 3Iittelpunkt P  von M X  gehen.
In Fig. 2 stimmt bis zum Kreise K & die Kon­

struktion mit der von Fig. 1 überein. Kreis K g 1 

gibt dann auf K s  den Punkt D ,  K s  [D(N)] liefert auf 
/ig' den 3Iittelpunkt von M X .

Beweis: In Fig. 4 ist nach obigem der Schnitt­
punkt P  von K 6 und M X  der 3Iittelpunkt von M X .  

Folglich ist

E P  —  n  JL M X  und n  —  ~  m  \ !T ,

P =  j /m 2 - ( A m ) 2 =  \  >n 1 15.
Für das eingeti-agene Af-F-System lauten die Gleichungen 
von K g  und K g  :

K s  "/■ (x +  l  +  & — ")2 =  ” '2 

A7  •/■ | ”*)2 +  { y  +  v f — m 2

Für X  —  —  ̂ m  ergeben beide Gleichungen

K g  und K g  schneiden sich also auf der zu x  —  — ~  n i

gehörigen Vertikalen, so daß D X  —  D P  wird und in 
Fig. 2 K s  durch den 3Iittelpunkt von M X  geht.

Die Fig. 5 und 6 zeigen noch einige Varianten zu 
Fig. 1 und sind ohne weiteres verständlich.

3Iit Hilfe der für die Streckenhalbierung auf- 
gestellten Konstruktion läßt sich nun die Napoleons­
aufgabe wie folgt lösen: Um einen beliebigen Punkt A  

des Kreises K  (Fig. 7) wird mit beliebigem Radius q  

der Kreis Jfj beschrieben, welcher K  in B  und C  trifft. 
Es läßt sieh dann nach dem Obigen der 31ittelpunkt ! )  

von B C  =  s  festlegen und der Eckpunkt E  des Recht-
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' eeks A D 'C J S  bestimmen. Ferner läßt sieh AL über C E  

beschreiben, der von K g  [ A 01)] in F  getroffen wird. 
K \  mit dem Durchmesser E F  schneidet im allgemeinen 
K  in zwei Punkten G  und I I .  Einer von diesen, in 
der Figur Punkt H ,  ist der Schnittpunkt der Sekante C E  

und des Kreises K .  — Zum Beweise werde zunächst 
angenommen, 1 1  sei nur der Schnittpunkt von C E  und 

A'[; dann ist:,
«F E H E  =  C F E  =  90°, folglich :

E F 2 - E l i  ■ E C ,  d. h. E A -  =  E I L  ■ E C .

Da E A  Tangente von K ,  E C  die ganze Sekante, so 
muß hiernach E H  der äußere Sekantenabschnitt sein 
und H  auch auf K  liegen. Da ferner - ¿ c B C H  —  90°, 
so ist B H  ein Durchmesser von K ,  dessen Halbierung 
den gesuchten Mittelpunkt 0  und den Radius r  liefert.

So ist d<r eingangs aufgestellte elementare Ge­
danke folgerichtig durchgeführt worden. — Von einer 
Ausführung der Konstruktion soll hier Abstand ge­
nommen werden, da das Verfahren infolge seiner 
Kompliziertheit wenig zeichnerisches Interesse hat und 
von anderen weit in den Schatten gestellt wird. Es 
mag genügen, die Aufgabe theoretisch gelöst zu sehen.

p ist die einzige angenommene Größe, das Ver­

hältnis -  ist ausschlaggebend für die Gestaltung der 
r

Figur. Für die Determination kann die Länge r  nicht 
unmittelbar herangezogen werden, denn sie ist der 
Aufgabe nach unbekannt; man ist daher auf die Be­
nutzung abgeleiteter Größen angewiesen. Eine solche

sist z . B.  das Verhältnis . Soll die Konstruktion
2 o

möglich sein, so muß zunächst die Bedingung

V 1 -  t»a >  i f 2

erfüllt werden; ist weiterhin VI — v r  >  0,87855, so ist 
der zu benutzende Sekantenpunkt der untere Schnitt­
punkt von K g  und K .  Für ) 1 — u -  <  0,87855 ist der 
obere Schnittpunkt zu verwenden, für ) 1— it2= 0,87855 
berührt A'4 den Kreis K .  — Eine andere verwendbare 
abgeleitete Größe erhält man durch Bestimmung des

2
Punktes J  und durch Messung von A J — p  =  —  ,

Führt man ein , so lassen sich obige Bedingungen

schreiben: y > ]  2 und v  ^  1,7571. — Im übrigen soll

hier des beschränkten Raumes wegen die Wiedergabe 
der einzelnen Determinationen unterbleiben.

In Erweiterung des bisherigen Lösungsprinzips soll 
nun die Festlegung von zwei auf einem Durchmesser 
liegenden, gleichweit von 0  entfernten Punkten ge­
fordert werden. Dann gelangt man zu dem durch 
Fig. 8 gekennzeichneten Weg. Der um A  mit p be­
schriebene Kreis Aj liefert auf K  die Punkte B  und C .  

Der Kreis AL [D (A)] ergibt auf A'x E  und F .  Der 
Mittelpunkt von E F  ist der gesuchte Mittelpunkt 
von K .  — Denn es ist: 

p2 =  2 m r  =  [2 m  ■ cos a]2, also r — 2 m  ■ cos2 a  =  .40. 
Die Konstruktion ist in Fig. 9 durchgeführt; für die 
Streckcnhalbierung ist das Verfahren nach Fig. 1 zu­
grunde gelegt.

Geht man von den bisherigen Grundgedanken bei 
der Lösung ab, so findet man weit elegantere Kon­
struktionen. Die Beziehung o -  —  r  ■ p  liefert für ein 
gewähltes o zu einem bekannten p  das gesuchte r  als

3. Proportionale, p  ist nach Fig. 7 und anderweitig 
konstruierbar (s. unten). Für Auffindung der 3. Pro­
portionalen kann die von M a s c h e r o n i  aufgestellte 
Konstruktion benutzt werden (31 a s e h e r o n i ,  S. 95), 
s. Fig. 10, die ohne weiteres verständlich ist. Als 
Pcripheriewinkel ist

1
2 °>

D E

also Q - = p  ■ D E  — D E  —

Für die 4. Proportionale gibt 3 I a s c h e r o n i  (S. 99) 
ein anderes Verfahren an; bei gleichen Innengliedern 
entsteht daraus die aus Fig. 11 und 12 ersichtliche 
Konstruktion. Inheiden istJ3C =  p, C D  —  Q , D E  —  p

o

und B E  —  — =  r .
V

Denn es ist:
-7 D A E  —  *): C A B ,  mithin « =  ß ,

A  B A C  ~  B E A ,  also p : o  —  g :  B E  und B E  =  r ;
E  liegt auf der Geraden B C .  Eine Anwendung von 
Fig. 11 zeigt Fig. 13. In dieser ist

A C  =  E F  —  p, A D  =  B E  =  F G = p , B G  —  r .  

3Iascheroni  gibt folgende Konstruktion (Fig. 14): 
Kreis K 1 um A  ergibt nach dreimaliger Eintragung 
von p den Punkt D ■ Es wird dann D C =  A E  ge­
macht und AL[A(A)] beschrieben, der A 4 in Aschneidet. 
B F  ist der gesuchte Radius r .  — 3Ian erkennt sofort, 
daß 3 I a s c h e r o n i  überaus geschickt die 3. Pro­
portionale benutzt. Abgehend von dem 3I as c hc ron i - 
scheu Beweis findet man für die Konstruktion die 
folgende Begründung: Es ist

D c 3 p ~ £  B F —  —rvr —  —  —  r .  
r  A E  p

An Hand von Fig. 15 erhält man noch folgenden, in
sich geschlossenen analytischen Beweis: Es ist

. 1 . 1=  2 p • sin — q- ; p =  2 r  ■ sin -- rp

9 o • 1 i o • 1 1p  — ---------  —  = 2 p.sin —■)/), also 2 ■ sin qA —---------1— •
¿  ■ sin — i¡>

Zu einerweiteren Lösung dieser Art führt Fig. 16. 
In dieser ist, wie vorher auf Aj, der Punkt D  fest­
gelegt worden. Es ist dann C E  —  F E  —  D B —  p  ge­
macht und K g  [A(C)] beschrieben, der Ax in H  schneidet. 
Zieht man die Gerade C E  und die übrigen, so findet 
man folgende Beziehungen:

A  C G F  — C F E ,  CG'.q = p  : p ,  C G  =  — =  r .
P

Da E C : A E = A C : C G  und ■£: C E A  —  A C G ,  so ist 
A  C E A  — A C G  und A G  =  C G  =  r ,  demnach G  31ittel- 
punkt von K .  Es ist noch

p  ■ sin a

also:

H G  =  2p -sin«,  H E  

H G  2 p • sin/?
sin ß  '

1, I I G  =  H E .
H E  p  

So entsteht die Konstruktion Fig. 17.
Fig. 18 zeigt eine andere Anwendung des Ver­

fahrens von Fig. 10. Es ist

E J = - ^ ^  =  r .  •
A D  p

Da E J I I  A L  A - E F ,  so ist A L  —   ̂r .  Die symmetrisch 

liegenden Kreise K g  [ E  (.4)] und A'6 [R(A)] schneiden
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sich folglich im gesuchten Mittelpunkt 0  von K .  

Fig. 19 stellt die so liergeleiteto Konstruktion dar. Sie 
wird einem französischen Ingenieur D e s c u b e  (1885) 
zugeschrieben und findet sich bei A d l e r  auf S. 119. 
Ein für sieh geschlossener Beweis ist noch folgender 
(s. Fig. 20):

p2 =  ALF2 — A O  ■ p  —  A C -  =  p  ■ r ,  A O  =  r .
Die hier gegebene Ableitung der D es cub  eschen 
Konstruktion zeigt die Uebereinstimmung des Grund­
gedankens mit dem von 31 a s c h e r o n  i , trotz äußer­
licher Verschiedenheit der beiden Konstruktionen.

Im Anschluß an das Verfahren von D os cub  e 
gelangte ich noch zu einigen anderen Lösungen, die 
schärfere Schnittpunkte liefern, im wesentlichen aber 
als Varianten zu Fig. 19 anzusehen sind.

So finden sich beispielsweise in Fig. 21 die Kreise 
von Fig. 19 wieder. Statt des Kreises K g  tritt jedoch 
liier der Kreis K - t [ G ( I ) j ) .  — In Fig. 22 kommen noch 
/v 7 und K s  zu den D e s  cu b  eschen Kreisen hinzu. 
Der Beweis ergibt sieh au Hand von Fig. 23. — Die 
Gleichungen von AL und K ü lauten:

I ) ( X ~ r  í ) 2  “ I -  (y ■- n p = Q2

H) ( X —p f +  (y-— m ) 2 = O“.
Es ist

m  =  T ß
p

U ~  2 :-t p =  l/ t?1 — M“ = 4 p2 —

q  =  | p2 — n 2
i

: 2 ' f Y
2 n  4- r  ■ ir ur y  — 2 — wird y  —- n  = 2 ’ v  - -  in  =

und aus L:

+ a = j
r -  1 _____

x i / Q - — 4 = 2 '  4
O“ --- r - ; == P  —

aus II:
■— P  =  -- \ : s - - " 2=  — •Di:= P  —

Also hat der Schnittpunkt G  von AL und K g  die Ordinate 
2  ii - f -  v  . . .  . 2  n —  r

V-j =  - o • üa!ler 'vml: —  r  —  ' n t  •
2 n  — r

A D — !/,, — 2 i i  —  u j  =  —     =  ¡¡.j —  r .

Somit gellt K 7 durch den Ölittelpunkt 0 ,  ebenso wie 
der frühere Kreis K , ;.

Eine weitere Variante ergibt sich aus folgendem: 
Fig. 23 liefert die Gleichungen von K l  und K g  in der 
Form:
1) K i  -r2 +  ß  =  p‘-\
2) K g  - / -  ( * - p f  -+-0/•-»* )*  =
Für ¡/ —  r  -j- x  | 3 =  2 m  -f- x  ] 3 wird aus 1)

4 x -  -f- 4 i n - -f- 4 i n x  } 3 =  p2; und aus 2)
(® — p ) 1 +  0» 4- x  1 3)- =  p2,
4 -{- o -  — 2 x  1 p- — i n -  —j— 2 ,n  x  j 3 =  p2,
2 ■>' -{- m  | 3 =  | p2 — m - ,

4 z- 4 u i ■!') 3 —j— 4 i n -  p-,
Jij und K g  ergeben demnach für y  —  r  -(- x  ] 3 das­
selbe x ,  mithin auch dasselbe y .  Daher wird H O —  2 x ,  

wodurch die Konstruktion Fig. 24 bewiesen ist.
Der Punkt H  läßt sich noch auf andere Weise be­
stimmen, wie das in Fig. 25 angegeben ist. Den Be­
weis ersieht man aus Fig. 26.

Für das gewählte System wird
K x / x -  -1- ß  =  o x-  =  r  ■ .1 D  —  r -  o .,,

Ky> " /  (x  +  7> 02 I  S ) 2  +  (y —  ö S a  —  s » 2 *

Also : x -  - ( -  ß  =  o2 ( ; /  —  x  | 3) =  r  • p 2, yi, —  x,, | 3 =  r, 
das beißt 0  ist Mittelpunkt von K .

Bekanntlicli läßt sich nach dem Prinzip der 
reziproken Radien jede aus Geraden und Kreisen be­
stehende Figur umwandeln in eine solche, die nur 
Kreise enthält. In diesem Sinne bieten die angegebenen 
Konstruktionen nichts Neues. Die Arbeit zeigt aber 
den inneren Zusammenhang der beiden bisher be­
kannten Konstruktionen von 31 a s e h e r o n i und 
D e s c u b e ;  sie zeigt überdies, wie mannigfach sich die 
vorliegende Aufgabe lösen läßt, darf daher auf einiges 
Interesse rechnen, wiewohl die einzelnen Entwickelungen 
ganz elementar gehalten sind.

W e ite re s  ü b e r  F u n k tio n a lg le ic h u n g e n  
in  d e r  E le m e n ta rm a th e m a tik .

Von Dr. A. W e n d l e r  (München).*)
Die Funktionalgleichungen, auf welche man bei 

Behandlung eines Problems geführt wird, treten meist 
in Form von Differentialgleichungen auf oder lassen 
sich auf solche zurückführen.

Diesen Funktionalgleichuugen kann man solche mit 
„begründeter Form“ gegenüberstellen, d.h.  solche, bei 
denen es der Natur des Problems entsprechend mög­
lich ist, von- vornherein spezielle Ansätze zu formu­
lieren (algebraische Ausdrücke z. B. mit einer endlichen 
oder unendlichen Anzahl von Gliedern) und die in den 
betreffenden Ausdrücken vorkommenden Konstanten 
etwa nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten 
zu bestimmen.

Die elementare Ableitung der Reihen für lo g (l-j-;e) 
usw. geschieht ja bekanntlich auf diese ÖVeise.

Weniger Beachtung scheinen nun bisher diejenigen 
Funktional gleich ungen gefunden zu haben, bei denen 
die Lösung in geschlossener algebraischer Form mög­
lich ist, wie ich dies an einigen Beispielen aus der 
Elementarmathematik in einem früheren Aufsatze dieser 
Blätter versucht habe (Jahrg. XIV, Nr. 3, pag. 53). — 
Diese Beispiele bezogen sich u. a. auf die Grundformel 
der sphärischen Trigonometrie, die Berechnung der 
Rechtecksfläche aus den Seiten, den Proportionallehr­
satz, den Pythagoreischen Lehrsatz und einige Fonnein 
aus der abzählenden Geometrie. — Zur Bestimmung 
der unbestimmten Koeffizienten dienen vor allem die 
Spezialisierung der Variablen und gewisse Invarianz­
eigenschaften bei symmetrischer und zyklischer Ver­
tauschung, während bei der Aufstellung des Funktional­
ausdruckes selbst der Begriff der geometrischen 
Dimension in erster Linie Fingerzeige gibt.

Einige neue instruktive Beispiele mögen das noch 
weiter erläutern:

I. D er  S e h n e n s a t z .
Durch die 3 Punkte 

.4, B ,  C  in Fig. I ist 
ein Kreis eindeutig fest­
gelegt und ebenso durch 
ihn die Strecke S D  =  y .

3Iau kann somit
(1) y — f(u ,x ,v)  setzen. 
Dabei muß f(u ,x ,v )  
von der- 1. Dimension 
sein, könnte also die 
Form habenC  Fig. 1.

*) S. Ünt.-Bl. XIV, S. 53.
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1/  = z  a  u  b  x  - \ -  c  v  oder( 2 ) ________________________
(3) y  =  i  a  u 2  +  b x 2 -{- c«24- d u x - ^  e u v  -f- g  v  x .  

Setzt man z. B. in (2) x  —  0 . so wird y  —  a u ,  während 
i/ dann in Wirklichkeit ganz willkürlich werden müßte. 
Der durch die Annahme (2) verursachte Widersprach 
könnte noch auf anderem Wege naehgewiesen werden. 
Ganz analog kann die Unzulässigkeit der Annahme (3) 
nachgewiesen werden. Setzt man aber, um für y  

wieder einen Ausdruck von der 1. Dimension zu er­
halten,

a  u -  -}- b  x -  -j- c  v 2 -j- d u x  e u v  -|- g v x

 ̂ p u  +  q x  -(- r  v
so ergibt sieb für x  =  0, v  —  0 : 

a  u 2  n  

y  p  ii p  ’

somit die Unbestimmtheit von y  durch die Annahme 
a  =  0, p  =  0 ; für x  =  0 , u  —  0 wird

 c v 2   c
y  r v  r  

unbestimmt durch c  —  0 , r  —  0 .
, , b  x 2  - 1— d  u  x  4- e  u  v  -4- g  v  x3Ian hat also ii =  AL— ----------------— ALA—  (5),

■' q x

Diese Gleichung muß auch die speziellen Fälle um­
fassen, wo A B  Durchmesser und C D  darauf senkrecht 
ist und den noch spezielleren Fall, in dem 

x  =  y  =  11 —  v  —  IC 

ist. Führt man diese Bedingungen in (5) ein, so er­
hält man q  —  b - \ - d - \ - c - \ - g  usw. Bedenkt man, daß 
für v  =  y  auch u  —  x  wird, so kann mau b  -|- d  —  0 
entnehmen.

b x 2 — b u x 4 -e u v  f f  » xMan hat also jetzt // = (6 ).

(6'), somit auch:

(e -j- ff) x
Es muß ferner möglich sein, x  mit y  zu vertauschen, 
ohne daß dadurch u  und v  geändert werden. Also
besteht neben (6) die Gleichung 

^  b  y 2 — b  u  y  - j-  e u v  g v  y
( e  +  ü )  U

b x 2 — b u x - \ - g o x  —  b  g 2 — b  u  y  -j- f f  V y  

oder b  (it — y  — x )  — g v  (7). Da diese Form nach
dem über (2) Gesagten als Abhängigkeitsbedingung
nicht bestehen kann, so muß b  =  g  —  0 sein. Man
hat also in (6)...

e u v u v 
e  x  x

Der Sehnensatz läßt sich somit ganz aus dem Wesen 
des Kreises heraus ableiten ohne Zuhilfenahme der 
Sätze über Peripheriewinkel und der Aehnlichkeit im 
besonderen.

Analoges war bei der Ableitung des Pythagoreischen 
Lehrsatzes zu bemerken, wo es ebenfalls nicht nötig 
war, weiter abliegende planimetrische Zwischensätze 
anzuwenden, die überhaupt erst nach Zeichnung von 
Hilfslinien sich darbieten.

II. F l ä c h e n i n h a l t  des  D r e i e c k s .
Es ist (Fig. 2) J  — f i x ,  f f ,  z ) ,  indem das Dreieck 

aus 2 Seiten und dem eingescblossenen Winkel be­
stimmt ist.

Setzt man nun 
f  =  «  ' <(1 (*) +  b X i) ■ (f (2)  - f-  C ff2 ■ q ,  (z ) ,

so muß dieser Ausdruck, wenn x  kleiner und kleiner 
wird, z  aber konstant bleibt, verschwinden; desgleichen, 
wenn bei konstantem z  y  zu Null wird; d. h. es muß 
a  —  c  =  0 sein.

Also , T = b  ■ x x j  • (p (*) =  I x  y  , wenn man

die Gleichung auf das rechtwinklige Dreieck anwendet, 

denn b  x  y  q  (90) —  ~  x  y .

Ferner ist (Fig. 3)

Fig. 3.
1 q ( z )  1 q  (90 — 2)
2 “ w ' ¡7(90) ~  2 B w  7 W  oder wegen

<p ( z )  sin (z)
u  —  w  sm (90— z ) ,  « =  10 sin z : —7=  r— ....’ qi (90—z) sm(90— z f

Es ist somit </. (z) =  sinz, also J — x y s m z . * )

III. D as ß r e c h u n g s g e s e t z .
Wenn man in der Physik von Funktionalgleichungen 

redet, denkt man wohl ausschließlich an Differential­
gleichungen.

Als ein Beispiel einer Funktionalgleichung im 
eigentlichen Sinn kann die D’Alembertsche Gleichung 
für das Kräfteparallelogramm gelten (s. den früheren 
Aufsatz).

Das Brechungsgesetz, dessen rein induktive Ab­
leitung bis auf S n e l l i u s  herauf so große Schwierig­
keiten bereitet hat, kann offenbar auf Grund der 
Fig. 4 du roh eine Gleichung F  ( x ,  y ,  »,o) =  0 aus-

Fig. 4.

gedrückt werden, wenn « )2 die mit der Natur der 
Medien sich ändernde Variable ist, homogenes Licht 
vorausgesetzt. 31 an kann sich nämlich x  und y  will­
kürlich gegeben denken und dazu ein 3Iedienpaar, das 
dem durch a  und ß  bereits fcstgelegten Strahlengang 
entspricht, ln  «i2 — f  { x ,  y )  sind also x  und y  von­
einander unabhängige Variable. Um die Natur der 
Funktion f  durch eine Funktionalgleichung mehr oder 
weniger vollständig zu bestimmen, muß man natürlich 
irgendwelche Eigenschaften des Lichtes zur Voraus­
setzung wählen. Nimmt man nun die Umkehrbarkeit

*) Bei dieser Ableitung ist im Gegensatz zu der im I. Ab­schnitt durch die funktionale Behandlung offenbar kein wesentlicher Fortschritt erzielt hinsichtlich der Ursprünglich­keit und Unabhängigkeit von Sätzen, die auch bei der ge­wohnten Ahleitungswcise die Grundlage bilden.
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des Lichtstrahls als Erfahrungstatsache au, so muß 
offenbar n.2 l —  f  (>/, x )  sein, wo w21, da es vom gleichen 
Medienpaar abhängt, offenbar eine Funktion von ni2 
ist, d. hi «21 ~ t p  («io), somit:
(1) f  (?/, x ) —  <P ( f  O'L !/))■

Da wir hier die Methoden der Differentialrechnung 
ausschließen, so ist die Funktionalgleiehang (1) auf 
direktem Wege zu lösen, indem man für f  (a:, y )  eine 
passende Annahme macht.

f ( x ,  y )  —  a  (a.’, y ) j  wo a  eine symmetrische Funktion 
der Werte und wobei cp ( a )  =  o  ist, würde zwar die 
Gleichung befriedigen, entspricht aber nicht der Tat­
sache, daß zu y .  wenn es im Medium 1 läge, im 
Medium 2 ein x  y  gehören müßte, indem Medium 2 
als das dichtere vorausgesetzt ist.

Setzt mau aber
F_ (v ) 
i' (//)’

so wird (1) befriedigt, wenn man cp («) =  -- annimmt.

Ein Widerspruch bei der Annahme (2) mit den Er­
fahrungstatsachen läßt sich zunächst nicht auffinden. 

1=  —
"l2

F  (sin ö)
F  (sin ß ) '

0 und y ;

(2) /■(«,?/) =

Es ist also und das Gesetz würde lauten:

F̂  =  n r > -
*  W

Da erfahrungsgemäß x  =

(3)
: 0 ein zusammen- 

F  10)gehöriges Wertepaar ist, so hat man - v ^  — «12 für

jedes Medienpaar; es muß somit F ( 0) =  0 sein.
Denkt man sich nun ein bestimmtes Medienpaar, 

also ?i12, konstant, so muß zu jedem x  bei der ge­
wöhnlichen Brechung ein y  eindeutig sich bestimmen 
lassen; es liegt also nahe, F ( i c )  —  a x - \ - b  zu setzen, 
somit wegen F  (0) =  0, auch 6  =  0 .

Das Gesetz hätte somit die mögliche Form
x  siD u

(4)   * =  Hy-y =  .v i j  sm ß
Sache des Versuches ist es nun, das Gesetz zu prüfen.

IV. D ie  P e n d e l f o r m e l .
Die Bedeutung der Fuuktioualgleichungeu für die 

Ableitung von physikalischen Gleichungen zeigt sich 
besondere da, wo es möglich ist, mit Vorteil sich der 
physikalischen Dimensionen zu bedienen. Die unmittel­
bare Anschauung lehrt z. B. sofort, daß die Schwingungs- 
dauer t  eines mathematischen Pendels abhängig sein 
muß von der Pendellänge / ,  dem Ausschlagswinkel a  

und einer die Erdanziehung ausdrückenden Größe, also 
möglicherweise dem Gewicht G =  M g  des schweren 
Punktes; also t  =  f  ( l ,  a ,  M  ■ g ) ,  bezw. t  =  f  (f, M -  g ) ,  

wenn man bei der Beschränkung auf kleine Winkel 
von der Tatsache des Isochronismus Anwendung macht. 
Durch Einsetzung der Dimensionsgrößen findet man 
som it:

M  ■ L~
(1) [ T ]

Man sieht hier auf einen Blick die Invarianz hinsicht­
lich der Masse, ferner daß diese Funktionalgleichung 
erfüllt wird, wenn man

f  ( x ,  y )  =  c  ■ j / setzt.

Es resultiert somit:
“  | / [ | : V i ’\  ist-

D(2) t  =  c

Bei größeren Flongationen hätte man außer c noch die 
Natur einer Funktion cp. (a) in der Gleichung

t  —  e -  j j ~  ■ cp (a)

zu untersuchen. Aus (1) allein würde nun freilich 
nicht hervorgehen, welche Lineargröße in die Formel 
eingeht, ob die Pendellänge selbst oder eine andere 
von l  so abhängige l ' ,  daß V  =  i p ( l )  eine algebraisch 
eindeutige Funktion von der 1. Dimension ist, also z. B. 
Höhe oder Basis in dem durch die beiden extremen 
Lagen des Pendelfadens bestimmten gleichschenkligen 
Dreieck. Diese Fragen beantworten sich leicht durch 
Beachtung des tatsächlichen Schwingungsvorgangs.

Was also hier eine Gleichung von der Art wie (1) 
leisten kann, ist naturgemäß nur die Feststellung der 
möglichen Form des Gesetzes, sowie die Aufdeckung 
von Analogien mit physikalischen Gleichungen, welche 
der nämlichen Dimensionalgleichung (1) genügen, wie

z. B. mit der Wegformel s =  jj, « t~  der allgemeinen

gleichförmig beschleunigten Bewegung. Man würde also 
so, wenn dies nicht schon von einem anderen Stand­
punkt aus möglich wäre, auch auf diese Weise auf 
den Zusammenhang der Pendelbewegung mit dem 
Fall auf der Schiefen Ebene geführt.

A n w e n d u n g  d e s  p y th a g o re is c h e n  L e h r s a tz e s  u n d  
d e r  T rig o n o m e tr ie  a u f  d ie  B ew eise  u n d  A b le itu n g e n  

vo n  s te re o m e tr is c h e n  L e h rs ä tz e n .
Von Prof. Dr. Chr. S c h m e h l  in Darmstadt.

1. V o r b e m e r k u n g .
In der Stereometrie gibt es eine Anzahl von Lehr­

sätzen, die gewöhnlich mit Anwendung der Sätze von 
der Inkongruenz zweier Dreiecke bewiesen werden. In 
vielen derartigen Fällen lassen sich solche Sätze mit An­
wendung einfacher trigonometrischer Formeln beweisen, 
und zwar ist diese Beweisführung einfacher und schärfer 
als jene. Da die mir bekannten Lehrbücher da­
von keinen Gebrauch machen, so kann ich annehmeii' 
daß diese Methode nicht allgemein bekannt ist. Es 
mag dies vielleicht davon herrühren, daß es in früheren 
Zeiten üblich war, die Stereometrie vor der Trigono­
metrie durchzunehmen, wodurch naturgemäß die An­
wendung der letzteren ausgeschlossen war. Auch der 
pythagoreische Lehrsatz kann oft zu solchen Beweisen 
eine zweckmäßige Verwendung finden. Wenn ich im 
Nachstehenden eine Anzahl von solchen Sätzen zu­
sammenstelle, so kann ich dabei auch auf eine einfache 
Beweisführung von Sätzen hinweisen, die herkömmlich 
in mitunter recht umständlicher Weise bewiesen werden.

2. D er N e i g u n g s w i n k e l  e i n e r  G e r a d e n  
g e g e n  e i n e  E b e n e .

Vor. 1. P Q ± M X .

2. P l i  nicht J_ M X .  also P P Q  =  a  ist der Nei­
gungswinkel der Schiefen P l i  gegen die 
Ebene M X .

3. Q S ± l i S .

Es sei - $ i P I i S  =  y  und < $ l Q R $  =  ß .  Dann ist 
o- =  b -  +  y -  

y *  +  z * ~ ä ?
1 ?  =  c2 - f  Z2

*) Vergl. auch M a c h , Die P rinzip ien  der Mechanik. 
Kap. 11.
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a r  +  y°- +  +  i°- =  I ?  +  y2 +  a ?  +  c2 +  c2
y/2 +  -2 +  ̂ - y -  +  /r +  .-2

„ ¿ = i ‘2 +  c2.
Daher ist P S P  ein rechter Winkel. Ferner ist

c  c  h  „eo sy =  —=  ■ - =  cosp • cos«
a  I) a

oder co sy =  cos a  ■ cos ß  * ) .

Mit Hilfe dieser Formel können folgende Sätze 
bewiesen werden :

a) D er  N e i g u n g s w i n k e l  a  i s t  k l e i n e r  
al s  der  W i n k e l  ß .

Beweis: Wenn ein echter Bruch, cos«, mit einem 
anderen echten Bruche, cos ß ,  multipliziert wird, so 
wird das Produkt cos a  cos ß  ( =  cos y )  kleiner als der 
Multiplikand.

2 2 51Beispiel: — =  -- • —  . Also ist cos y  < P  cos a,

folglich y ^ > a .

b) W e n n  der  N e i g u n g s s c h c n k e 1 **) e i n e r  
s c h i e f e n  G e r a d e n  a u f  e i n e r  d u r c h  den  
F u ß u n k t  de r  S c h i e f e n  i n  de r  E b e n e  g e ­
z o g e n e n  G e r a d e n  s e n k r e c h t  s t e h t ,  so s t e h t  
a u c h  d i e  S c h i e f e  a u f  d i e s e r  G e r a d e n  s e n k -  
r e c h  t.

Vor. ß  =  90°.
Beh. =  900.

Beweis : cos y  — cos « • cos ß  =  cos a  ■ 0 =  0, also
y  --= 90°.

c) W e n n  z w e i  d u r c h  den  F u ß p u n k t  der  
S c h i e f e n  i n  der  E b e n e  g e z o g e n e  G e r a d e  
mi t  d e m N e i g u n g s s c h e n k e l  g l e i c h e  Wi nke l  
b i l d e n ,  so b i l d e n  d i e s e  G e r a d e n  a u c h  mi t  
d er  S c h i e f e n  g l e i c h e  Wi nke l .

Vor. ß i  =  ß 2 .

Beh. '/j =  y 2 .

Beweis: cos — cos a  ■ cos ß y und cos y 2 =  cos a  ■ 

cos ß 2■ Da cos ß t  —  cos ß 2  ist, so ist cos y 1 =  cos y2, 
also y ^  — y 2 .

d) J e  g r ö ß e r  d e r  W i n k e l  i s t ,  den e i n e  
d u r c h  den  F u ß p u n k t  e i n e r  S c h i e f e n  in der  
E b e n e  g e z o g e n e  G e r a d e  m i t  dem N e i ­
g u n g s s c h e n k e l  d e r  S c h i e f e n  b i l d e t ,  d e s t o  
g r ö ß e r  i s t  der  W i n k e l ,  d e n  d i e s e  G e r a d e  
m i t  der  S c h i e f e n  s e l b s t  b i l d e t .

Vor. ß 2 > ß v

Beh. y 2  >  y v

Beweis: cos y 1 —  cos a  ■ cos ß 1 und cos y 2  —

cos«-  cos ß 2. Nun ist cos ß . , cos /?i, und daher auch 
cos J’2 cos /’i, also y 2  y v

*) Die bekannte Formel über das rechtwinklige sphärische Dreieck mit der Hypotenuse y  und den Katheten a und ß .**) Dieser Ausdruck für die Projektion der Geraden auf die Ebene ist von Keidt eingeführt worden.

e) D er  g r ö ß t e  v o n  den  W i n k e l n ,  den  
e i n e  S c h i e f e  m i t  G e r a d e n  b i l d e t ,  die durch 
-ih ren F u ß p u n k t  in der  E b e n e  g e z o g e n  
w e r d e n ,  i st  der N e b e n w i n k e l  d e s N e i g u n g s -  
wi n k e l s .

Beweis: Die -Richtigkeit folgt aus dem vorher­
gehenden Satz. Der grüßte Winkel ß  ist ein ge­
streckter, und dann ist y  =  180° — a .  Oder: cos y  — 
cosa • cosß  wird am kleinsten, wenn cos/? am kleinsten 
ist, d. i., wenn cos ß  =  — 1 ist, also ß  — 180°. Dann 
ist y  =  180» — a .

3. L ä n g e  e i n e r  zu e i n e r  E b e n e  g e z o g e n e n  
S c h i e f e n .

E i n e  von  e i nem P u n k t e  a u ß e r h a l b  e i ne r  
E b e n e  zu d i e s e r  g e z o g e n e  s c h i e f e  Ge r a d e  
i s t  um so g r ö ß e r ,  j e  w e i t e r  i hr  F u ß p u n k t  
vo n  d e m F u ß p u n k t e  der  von de m P u n k t e  
aus  g e z o g e n e n  S e n k r e c h t e n  e n t f e r n t  i s t  
(und umgekehrt).

Vor. 1. P Q  ! M N

2. Q S > Q R  

lieh. P S > P T t .

1. Beweis: P S n- =  P Q - - \ - Q S -  und P I f i — P C f - \ -  Q J { \  

da Q S > Q B ,  so ist P S > P I i .

2. Beweis: ta n g « = ^ -|, ta n g /? = -^  ; da Q S > Q R ,

so ist tanga<M ang/?, also a </>■ Ferner ist sin a  == 
P O  P  O—|  und s i n / ?= ; da a < ^ ß ,  so ist sin a <  sin /? JL O J. l i
und daher P S  >  P J L

Zusatz. Je größer eine Schiefe ist, um so kleiner 
ist der Neigungswinkel derselben gegen die Ebene.

4. L ä n g s t e  und  k ü r z e s t e  S e i t e n l i n i e  e i n e s  
s c h i e f e n  K e g e l s .

D e r j e n i g e  A c h s e n s c h n i t t  e i n e s  s chi e f en  
K e g e l s ,  d e r  a u f  d e r  G r u n d f l ä c h e  s e n k ­
r e c h t  s t e h t  ( al so d u r c h  d i e  H ö h e  g e h t ) ,  
e n t h ä l t  d i e  l ä n g s t e  und d i e  k ü r z e s t e  
S e i t e n l i n i e  des  K e g e l s .

S

F ig . 3.
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1. Beweis: Eine beliebige Seitenlinie des Kegels, 
z.B . D S  =  s ,  kann aus der Achsen, dem zugehörigen 
Halbmesser r  und dem von . diesen eingeschlossenen 
Winkel « nach dem Kosinussatz berechnet werden. Es 
ist s -  —  a -  -|- r -  — 2  a r  cos a .  s -  wird am kleinsten, 
wenn 2 a  r  cos «, d. h. cos a  am größten ist. Dies tritt 
ein, wenn a  der Neigungswinkel der Achse gegen die 
Grundfläche ist. Dann liegt aber die Seitenlinie B S  in 
dem senkrechten Achsenschnitt, s2 wird am größten, wenn 
2 a r  cos a ,  d. h. cos a  am kleinsten wird, d. h. wenn a  

am größten wird. Dies tritt ein, wenn a  der Neben­
winkel des Neigungswinkels ist.

2. Beweis: Der Fußpunkt der Höhe C S  —  h , C, 
hat den kleinsten Abstand B C  von dem Umfang der 
Grundfläche und den größten Abstand . 1 ( 1  von den­
selben, da C  auf der Verlängerung eines Durchmessers 
liegt. Daher ist nach 3. B S  die kürzeste und A S  die 
längste Schiefe von dem Punkte S  nach Punkten des 
Kreisumfanges. Dies gilt auch, wenn der Fußpunkt 
der Höhe auf den Durchmesser A B  selbst fällt.

5. D er N e i g u n g s w i n k e l  z w e i e r  E b e n e n .

Konstruktion. Man fülle von einem beliebigen 
Punkte der Ebene I ein Lot P Q  auf die Ebene II, 
fälle von dem Fußpunkte desselben Q  ein Lot auf die 
Durchschnittslinie der Ebenen P U  und verbinde den 
Punkt I !  mit B ,  dann ist P l l Q  der Neigungswinkel 
der beiden Ebenen.

Beweis: Es ist zu beweisen, daß P R  auf der 
Durchschnittslinie der beiden Ebenen senkrecht steht. 
Mau verbinde einen beliebigen Punkt derselben mit 
P  und Q . Dann ist

P S S=  PQP+QS- 
P Q - + Q B 2 —  P I l 2

Q S 2 =  Q U - h R S -  

P S 2 + P Q 2+ Q R 2+ Q S 2 = P Q 2 + Q S 2+ l >R - + Q R 2 + R S s  

P Q H- Q B - +  Q S  2 = P Q 2 +  Q S 2 + Q R 3 
P S 2 = P R 2 + R S 2 .

Daher ist P R S  ein rechter Winkel.
Anmerkung. Diese Konstruktion, die vielfach ge­

braucht wird, z. B. in der Theorie der dreiseitigen 
körperlichen Ecke und besonders auch in der dar­
stellenden Geometrie, wird nur in wenigen Lehrbüchern 
erwähnt. Einen Beweis dafür habe ich noch nirgends 
gefunden.
6. S ä t z e  ü b e r  d i e  d r e i s e i t i g e  k ö r p e r l i c h e  

Ec ke .
a) I n  j e d e r  d r e i s e i t i g e n  k ö r p e r l i c h e n  

E c k e  l i e g t  der  g r ö ß e r e n  S e i t e  der  g r ö ß e r e  
F l ä c h e n w i n k e l  g e g e n ü b e r .

Beweis: (Fig. 5). Es sei ■$: B O C = a  und A O C  

—  b  und a ^ >  b . Man fülle von C  das Lot auf die 
Ebene A O B ,  C D  und ziehe D E  _|_ O B  und D F  J _  O A  

und verbinde E  und F  mit C . Dann sind C F D  =  a

Fig. 5.
und C E D  —  ß  die Neigungswinkel der betreffenden
Flächenwinkel, und es ist zu beweisen, daß a  ß .  Es

E C  F Cist sin a — und sin 6 = - ^ ;  d a « > i ,  so ist E C ^ >
O C O C ’

D C  D C
F C .  Ferner ist sin a  —  —  und sin ß  —  •=-; da F C  

JJ C  dl, G
E C ,  so ist sin a  O  sin /?, mithin « O  ß .

b) D ie  S u m m e  z w e i e r  S e i t e n  e i n e r  d r e i ­
s e i t i g e n  k ö r p e r l i c h e n  E c k e  i s t  g r ö ß e r  al s  
di e  d r i t t e  S e i t e .

Dieser Satz wird in den Lehrbüchern ziemlich 
umständlich bewiesen. Ein Beweis ist eigentlich nur 
nötig für den Fall, daß die dritte Seite die größte der 
drei Seiten ist. Wenn man aus drei ebenen Winkeln 
(Kreissektoren) eine dreiseitige körperliche Ecke bilden 
will, so ist dies nicht möglich für die Fälle, daß die 
Summe der beiden kleineren Winkel gleich dem 
dritten Winkel oder kleiner ist als der dritte Winkel. 
Daraus ergibt sich ohne weiteres die Richtigkeit des 
Satzes.

c ) D i e  S u m m e  de r  S e i t e n  e i n e r  d r e i -  
und  m e h r s e i t i g e n  k ö r p e r l i c h e n  E c k e  i s t  
k l e i n e r  al s  v i e r  R e c h t e .

Auch dieser Satz läßt sich dadurch veranschau­
lichen , daß man drei oder mehr ebene Winkel 
(Kreissektoren) aneinanderlegt. Wenn diese 4 R  be­
tragen, so füllen sie die ganze Ebene aus. Eine körper­
liche Ecke läßt sich nur dann aus solchen Winkeln 
bilden, wenn von den gegebenen Winkeln ein Teil 
weggenommen wird.

7. J e  k l e i n e r  der  A b s t a n d  e i n e s  K u g e l - 
k r e i s e s  v o m  K u g e l m i t t e l p u n k t e  i s t ,  d e s t o  
g r ö ß e r  i s t  der  Kr e i s .
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Beweis: Wenn M E  J_ A B ,  M E  J_ C D  und M E

<  M F  ist, so ist zu beweisen, daß oj =  E B  größer
■ i  i , , , ,  . M E  , „ M Fist als o, =  F D -  Ls ist sin a  —  ——- und sin ß  =  ———

M H  JxL JJ
also nach Vor. sina<^sin/? und daher a < ^ ß .  Mithin

also E B > F D .ist cos « =  -{ jry : größer als cos
iUi)

Zusatz. Der Badius q  eines Kugelkreises wird am 
größten, wenn a  am kleinsten ist (weil dann cos a  am 
größten ist). Der kleinste Wert von a  ist Null Grad; 
in diesem Falle ist der Radius gleich dem Kugelradius, 
und ein solcher Kreis ist ein g r ö ß t e r  K r e i s  oder 
ein H a u p t k r e i s .

8. D e r  k ü r z e s t e  B o g e n  z w i s c h e n  z w e i  
P u n k t e n  a u f  d e r  O b e r f l ä c h e  e i n e r  K u g e l .

a) Hilfssatz. D a s  V e r h ä l t n i s  d e s  S i n u s  
e i n e s  W i n k e l s  zu d e m S i n u s  e i nes  k l e i n e r e n  
W i n k e l s  i s t  k l e i n e r  al s  das  V e r h ä l t n i s  des  
g r ö ß e r e n  W i n k e l s  zu dom kle i neren Winkel .

Vor. ß  a

Beh. S4U/sina
Beweis: Wenn ß  =  2 a ist, so ist

sin ß  2 sin a  cos a  _ . ß
- — -  — ------ ;--------- =  2 cos a  und
sin a  sin a  a

2 cos a  ist aber kleiner als 2. Wenn ß  —  3 a  ist, so ist
sin 3 a 3 sin a — 4 sin3 a , . „ ß—;-----= ---------- ;------------ =  3 — 4 sin3 a : —sin a sin a u

3 — 4 sin- a ist kleiner als 3.

l/I
sin 4 5 °  |  2
sin 300 =  f  

2
1

Beispiele: =  1/9 450
30» =  1,5 oder

1,5; ) 2 < 1 ,5 .
sin 60° 13

sin 30u
—  60® 

’ 30®
oder

X = 2 ; ) 3 < 2.

6
Die Richtigkeit des Satzes folgt auch aus der Be­

trachtung: Wenn ein Winkel wächst, so wächst sein 
Sinus nicht proportional dem Winkel, sondern die Zu­
nahme des Sinus ist geringer als die Zunahme des 
Winkels. So wächst z. B. der Sinus in dem Intervall 
von 0° bis 30° von 0 bis 0,5, von 30° bis 60° von 
0,5 bis 0,866, von 60® bis 90® von 0,866 bis 1.

b) D er  k ü r z e s t e  B o g e n  z w i s c h e n  z w e i  
P u n k t e n  e i n e r  K u g e l f l ä c h e  l i e g t  a u f  d e m  
d u r c h  d i e s e  P u n k t e  g e h e n d e n  g r ö ß t e n  
Kr e i s e .

Vor. A D B  ist ein Bogen eines durch die Punkte 
.4 und B  gehenden größten Kreises mit dem Zentri­
winkel A C B  —  a ; A E B  ist der Bogen eines Parallel­
kreises mit dem Zentriwinkel A F B  =  ß -

Beh. Bogen A D B  ist kleiner als Bogen A E B .
o — ~ —

wo r  derBeweis: Bogen A D B  ist gleich — .-360°
2 71 r  cos cp • ß

Kugelradius ist, und Bogen A E B  ist gleich  §6qö >

wo G C A  ist. Das Dreieck A P B  ist gleichschenklig.
Man lege durch die Spitze P  einen größten Kreis senk­
recht zu A B ;  dann ist A  A P D  rechtwinklig, und cs ist

A B  = 9 0 ® — ff , <  A P D  =  l  ß  und A D  =  \  a .  Zwi­

schen diesen besteht die Relation:

sin \  a  =  sin (90° — ( [ )  ■ sin i  ß  oder

sin /  a =  sin /  ß  ■ cos ( f  . Wenn sin /  ß  mit cos cp mul-

q o 'T

/ f  / f ; _
(  K

" -N.- - - -

1| s
• N\ 1

Fig. 7.
. 1tipliziert wird, so ist das Produkt sin - a  kleiner als der

1 1 1Multiplikand sin — /?. Folglich ist auch — « <  — ß  und

a  < /? .  Ferner ist cos <j, =  und daher Bogen A PP ==
sin^/?

2  71 r  ß  ■ sin /- a
 ——. Nun ist nach dem Hill
360 • sin -- ß

I ß
also . 1-a s in - /?

O  . und daher auch
ß

1sin
2 ß

Tsin
2 a

. 1sin —a2

<

• 1 „sin -  ß

> « .

2 71 r  ß  ■ sin Z a

Folglich ist Bogen A E B  —  - größer als
360 • sin ß

2

der Bogen A D B  —  ~  '■obO

H e b e r d ie  B e z e ic h n u n g  d e r  L o g a r ith m e n .
Von A. S c h ü l k e  (Königsberg i. Pr.)*).

In dieser Zeitschrift 1908, S. 129**) und 130, wurde 
vorgeschlagen, auf einer Versammlung des Vereins eine 
Einigung über die Bezeichnung der Logarithmen her­
beizuführen. Die dortigen Vorschläge möchte ich nach 
zwei Richtungen hin ergänzen. F. K l e i n  hat mehr­
fach hervorgehoben, daß der Unterricht zu wenig 
Rücksicht auf die Wi s s e n s c h a f t  und auf die pr ak­
t i s c h e n  V e r h ä l t n i s s e  nimmt, und der hierin 
liegende Vorwurf scheint mir so ernst, daß man bei 
Gelegenheit versuchen sollte, früheres Versäumnis gut 
zu machen; auf keinen Fall aber dürfte es sich emp­

*) Mit diesem Artikel betrachten wir die Krage der Log­arithmenbezeichnung als abgeschlossen. Die Red. d. Unt.-Bi.
**) Zu dem Ku 11 ri clischen Artikel, in dem auch eine Ab­handlung von Prof. C. H. Mülle r (Frankfurt u. M.) aus dem Jahre 1893 zitiert wird, bemerkt Herr M., drill er das von ihm schon lange vorher gebrauchte Zeichen, das u. a. den Vorzug besitze, Klammern zu ersparen, bereits 1890 in den Berichten des Freien Deutschen Hochstifts empfohlen habe.
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fehlen, durch Einführung von neuen bisher wenig be­
achteten Vorschlägen eine weitere Trennung herbei­
zuführen.

Fragen wir uns noch einmal, ob wirklich ein Cfrund 
vorliegt, das Zeichen log für unzweckmäßig und in­
konsequent zu erklären, und ein neues Zeichen zu 
erstreben, welches dem Wurzelzeichen entsprechend 
gebildet ist? Nach der üblichen Darstellung in der 
S c h u l e  tritt allerdings der Logarithmus nur als Um­
kehrung der Potenz auf, in der W i s s e n s c h a f t  wird

/ * (1 r
1 —  oder als Umkehrung der Exponen-
x

tialfunktion eingeführt*), und in beiden Fällen ist 
keine Beziehung zum Wurzelzeichen vorhanden, denn

wenn man von der Potenz ( 1 +  —) zum Grenzwert,
V n j

zur Exponentialfunktion c-r  —  lim (1 —j—' : ) übergeht,
«==oo\ n /

so ändern sich die Verhältnisse wesentlich, wie schon 
daraus hervorgeht, daß für ein gebrochenes n  die 
Potenz mehrere Werte annimmt, während cx  eindeutig 
bleibt. Auch bei den in der neueren Funktionentheorie 
eine große Rolle -spielenden U n i f o r m i s i e r u n g s -  
p r o b l e r n e n  verhält sich der Logarithmus wesentlich 
verschieden von der Wurzel. (Näheres bei F. K l e i n ,  
Elementarmathematik von höherem Standpunkte aus. 
Leipzig, Teubner 1908). Die Zeichen \  a  oder (jz_ sind 
also tatsächlich inkonsequent, während die alte Be­
zeichnung log (oder kürzer lg für die briggischen, l n  

oder l  für die natürlichen Logarithmen) ganz in Ueber- 
einstimmung mit den verwandten Funktionen arc tg x, 
arcsinx bleibt. Es ist demnach nicht sehr wahr­
scheinlich, daß die Wissenschaft diese Neuerung an­
nehmen wird, — warum sollen wir uns ohne zureichen­
den Grund noch weiter von der Wissenschaft entfernen?

Nun könnte man vielleicht sagen, daß aus p r a k ­
t i s c h e n  Gründen eine besonders kurze Bezeichnung 
erwünscht sei, und man wird zugeben müssen, daß für 
den, welcher viel mit Logarithmen arbeitet, die kürzeste 
Bezeichnung die zweckmäßigste wird. Eine solche ist 
aber längst von den Praktikern bei der Landmessung 
erprobt und gebraucht: Beim Schreiben und Sprechen 
verwende man als D e z i m a l z e i c h e n  be i  Z a h l e n  
das  K o m m a ,  b e i  L o g a r i t h m e n  d e n  P u n k t ;  
man kann dann häufig das Zeichen log ganz weglassen 
und z. B. schreiben

ci =  541,5 I a  \ 2.7336 
ß  —  25,09° I siu/?i 9.6274.

Diese sehr zweckmäßige Unterscheidung ist wohl zuerst 
an der Stuttgarter Polytechnischen Schule eingeführt, 
und seitdem sie Eingang gefunden hat in die fünf­
stellige Tafel von Ga u ß  1870 und in das Handbuch 
der Vermessungskunde von .1 o r d a n ,  wird sie in der 
Praxis sehr allgemein befolgt; in Preußen ist sie durch 
die Kataster-Anweisung vom 25. Oktober 1881 amtlich 
eingeführt. Ferner findet man diese Bezeichnung in 
den Tafeln von J o r d a n  (sechsstellig), R e x  und 
S c h ü 1 k e (vierstellig); zugleich mit sehr brauchbaren 
Rechenbeispielen in dem gediegenen Lehrbuch der 
Trigonometrie von H a m m e r  (Stuttgart, Metzler). Im 
Unterricht scheint dies Verfahren in Württemberg all­
gemein üblich zu sein, denn in der Methodik der 
Eleinentar-Matkematik von S c h n e i d e r  (Stuttgart,

*) Vgl. h ierzu  die N achschrift zu dem O t t  eschen  A rtikel, 
Unt.-Bl. XIV, S. 107.

Grub 1908) wird es in den Musterbeispielen überall 
angewandt, obwohl os im Text gar nicht besonders 
erwähnt ist. In den rvorddeutschen Schulen scheint es 
bisher nur vereinzelt Anwendung zu finden, denn trotz­
dem in Preußen die fünfstellige Tafel von Gauß  an 
88 Anstalten und die vierstellige Tafel von S e h ü l k e  
an 63 Anstalten (und an 27 Anstalten außerhalb Preußens) 
eingeführt ist, habe ich in den üblichen Lehrbüchern 
keine Hmdeüttmg darauf gefunden. Vielleicht geben 
diese Zeilen Anlaß, weitere Versuche damit anzustellen.

Der Fall, daß neben dem Logarithmus noch die 
Grundzahl bezeichnet werden muß, kommt im Ver­
hältnis zu den vorigen Fällen äußerst selten vor, auch 
sind die Unterschiede der Schreibarten 1) bis 5) auf 
S. 130 vielleicht mehr durch die Setzer als durch die 
Verfasser bedingt. Da in der Wissenschaft die Be-

b
Zeichnungen 'Joga und log a  vorzuherrschen scheinen, 
so würde ich eine von beiden Formen empfehlen; eine 
Nötigung zu einer bestimmten Schreibweise scheint 
mir nicht vorzuliegen, da auch in der Wissenschaft die 
Einheitlichkeit fehlt, und da Mißverständnisse ausge­
schlossen sind.

B e m e rk u n g e n  ü b e r  d ie  k u b is c h e  G le ich u n g .
Von Dr. P a u l  R i c h e r t  (Berlin).

I.
E i n e  B e d i n g u n g  der  R a t i o n a l i t ä t  a l l e r  

d r e i  Wu r z e l n .
Wenn man sieh alle möglichen kubischen Gleichun­

gen der reduzierten Normalform und mit ganzen 
rationalen Wurzeln derart bildet, daß man die dritte, 
d. h. die einzige positive Wurzel der Reihe nach gleich 
2, 3, 4, 5, • • • setzt, und demnach für
a3= 2  einsetzt: oq =  — 1, x2=  —1, so daß a p —  3 x — 2 =  0
ay- 3 „ X y  2, ag, 1, „ x3— I x -  6 0
a3—4 „ x i ~ - — 3, x 2 —1, „ <*£—13*—12; 0

*3=0

x 3= 6

x3= 7

aq 2, r-> 2 , „ x 3 —  12a: 16 0
a 3—21* —2 0 = 0  

, „ a3— 19a—30=0
aji=- -4, a2 - 1 
* i“  — 3, X o  2
aq 5, x2 — 1, „ a3—3 1 a —30 —0
a< — 4, a2 — 2, * a3—28a—48 - 0
aq 3, s .y -—0, „ a3—2 7 a —54 -0
X \ — — 6, aq= — 1, „ a3—4 3 a —42= 0
aq o ,  X.y

a r —4, a2= ~  3,
a3 —39a—70 0 
a 3—3 7 a —84 0

so bemerkt man, daß keineswegs a l l e  ganzen Zahlen 
für die Größe 3Zq2 auftreten. Es läßt sich aber fol­
gender Satz beweisen:

„Für den  F a l l ,  daß d i e  k u b i s c h e  G l c i -  
„ c h u n g  l aut er  r e e l l e  g a n z z a h l i g e  r a t i o n a l e  
„ Wu r z e l n  h a t ,  m u ß 3 £q2 v o n  der  F o r m 
„3r2- f  s2 s e i n ,  w o r i n  r  u n d  s  g a n z e  ra t i ona l e  
„ Za h l e n  s i nd . “

In der Tat lassen sich alle oben angegebenen 
Faktoren von x  mindestens auf e i n e  Art unter dieser 
Form darstellen. Es ist z. B .: 3 =  3 ■ l 2- f  0 2, 7 =  
3 * 12 -|— 2 2, 12 =  3 - 2 2 - f  0 =  3 12 - f  32, 13 =  3 - 2 2 
- f l 2, 19 =  3 - 12 -f 4 2, 21 =  3 - 2 2 +  32, 28 =  3 - l 2
- f  52== 3 • 22 4- 4 2 =  3 • 3 2 - f  l 2 usw. . . . eine von 
ihnen, die 12 läßt sich sogar auf zwei und die 28 sogar 
auf drei Arten nach dieser Form darstelleh.

B e w e i s .  Soll von einer kubischen Gleichung von 
der Form x3 — 3 fq2 x  — 2 c 3 —  0 der Koeffizient ¿q2 
rational und ganzzahlig sein und soll zugleich das
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Glied mit x2 fehlen, so können die Wurzelu offe.nbar 
nur die Form Qr — j/jf, Tp _j_ j p  »q haben, 
worin entweder nur die oberen oder nur die unteren 
Vorzeichen gelten, d. h. sie können höchstens auf eine 
Irrationalität zweiten Grades steigen. »q und r . ,  sind 
hierin positive ganze und rationale Zahlen.

Hier kann man nun drei Fälle unterscheiden. Ent­
weder ist die erste oder die zweite oder die dritte 
"Wurzel rational. Alsdann muß im ersten Falle

xl  == -  r l! x2 — r l — I r 2) X3 == r \ "i“ I ,-2!
im zweiten Falle
x l —  r i  — 1;,'2! x 2  —  — 2 jq, x3 =  jq - |- ) > 2
und im dritten Falle
Xj =  ?q ]?■<,, x2 — — ?q -f  | j*2, x 3 — 2 ?q

■sein. Setzen wir nun voraus, daß in der obigen Normal­
form der kubischen Gleichung c:! p> 0 ist (was mau ja 
unbeschadet der Allgemeinheit tun kann), so muß in 
allen drei Fällen a.q <p x . ,  0 und mir allein x3 p> 0
sein. Im ersten und zweiten Falle muß dann aber
•»j2< C ?2 sein, weil sonst im ersten Falle nicht x2 und 
im zweiten Falle nicht x , negativ werden kann. Da­
gegen muß im dritten Falle jq2 O  i-2 sein, weil sonst 
nicht x2 negativ werden kann.

Nun ist aber in allen drei Fällen und abgesehen 
von j edem Vorzeichen — 3 b  x2 =  x2 x 3 -{- x3 X y  -j- ,xq x2. 
Mit Rücksicht auf a,q x2 -j- x3 == 0 schreiben wir 
dies für den ersten Fall

— 3 fq— — aq (x2 — x3) —|— x„ x3 ~— — aq — —j— x., x3, 
für den zweiten Fall

—. 3 ¿q2 =  x2 (x3 -)- x t) -J- x3 Xj =  — x22 -j- x3 Xj, 
und für den dritten Fall

— 3 i ,2 =  x3 (Xj +  x„) -(- X j. x2 =  — x32 -)- x L x2. 
Alsdann wird in Erwägung, daß x i  und x,_, negativ 
sind, im ersten Falle

3 ¿q2 =  xx2 — x2 aq =  Xj2 -|- x 2 ■ x3, 
im zweiten Falle (1)

3 ¿q2 — X,2 — X 3 • X, =  X22 -f- X y  ■ x3, 
und im dritten Falle

3 ¿q2 — X32 — Xj ■ X2 =  X32 — aq ■ x2, 
worin X y  und x2 die absoluten Werte der Wurzeln X y  

und x2 bedeuten, so daß x, =  — X y  und x2 =  — x2 ist. 
Nun ist aber nach den obigen Festsetzungen

x 2  —  1 r 2 ri
im ersten Falle und

X y  - - -  ) r2 --  Vy

im zweiten Falle. Folglich wird im ersten Falle 
3 b y -  —  4 >q2 _j_ ()'r2 — >q) { \  r 2 -j- »q) =  3 »q2 -J- r2, 
im zweiten Falle (2)
3  b y -  =  4  »q2 - j-  ( )  r . ,  —  >q ) ( )  r 2 -j- jq )  =  3  ?q- - f -  r 2, 
und im dritten Falle
3 V  =  4 ?q2 -  (jq +  l'r2) (,q -  l'n.) =  3 >q2 +  r..
Man sieht jetzt deutlich den prinzipiellen Unterschied 
zwischen den beiden Gleichungssystemen (1) und (2). 
In (1) erscheint 3 by2 nur in den ersten beiden Fällen 
in der Form einer Summe. Dagegen tritt es im System
(2) in allen drei Fällen als Summe auf.

Nun ist zwar offenbar, daß die Größe 3 b y -  in 
jedem Falle ganz und rational wird, wenn nur die 
Größen «u «., und o3 in der allgemeinen Gleichung 
x3 — 3 d y  x2 -p 3 a 2  x  — a3 =  0 ganz und rational sind. 
Dagegen können die W u r z e l n  der Gleichung offenbar 
nur dann rational werden, wenn r 2 eine Quadratzahl 
ist. Setzt man daher r2 =  s -  und ersetzt man »q kurz­
weg durch r ,  so wird also tatsächlich 3 by2 =  3 r -  -f- s2.

Es sei übrigens noch die Bemerkung beigefügt, 
daß, für den Fall, wo r »  negativ und sein absoluter 

"Befrag kleiner als 3 ?q2 ist, die Wurzeln offenbar 
achsenkomplex sind, während sie für den Fall, wo 
*•„ — 3»q2) > 0  ist, formkomplex sind.

II.
E i n e  b e s o n d e r e  A u f l ö s u n g s a r t  f ü r  den F a l l  

g a n z e r  r a t i o n a l e r  Wu r z e l n .
Man kann die Wurzeln einer kubischen GleichuDg 

x 2 — 3 cq x — -f  3 cto x  — «3 — 0 
leicht so bestimmen, daß aq =  0 wird. Denn da 

3 (f y —~ X y  —j— X, —|— X3, 
d. h. gleich der Summe der Wurzeln ist, so braucht 
man nur die Wurzeln so zu wählen, daß, wenn die 
dritte Wurzel x3 positiv, etwa 7 ist, dann die beiden 
anderen negativ und zwar so groß sind, daß ihre 
Summe gleich der dritten, daß sie also — 1, — 6 oder
— 2, — 5 oder — 3, — 4 sind.

Ebensoleicht kann man aber auch bewirken, daß 
ct., =  0 wird. Da nämlich 3 «2 =  x2 x3 -}- x 3 X y  X y  x2 
und daher

3 «2 x.,x3 - f  x*3Xj - x, <c2   1 1 , 1

ist, so braucht man nur dafür zu sorgen, daß d ie  
S u m m e  d e r  r e z i p r o k e n  W u r z e l n  v e r ­
s c h w i n d e t .  In der Tat, ist etwa x t = — 6,

x., =  — 3, x„ =  2, so ist — v — +  TT =  0 und da-1 j i 6 3 2
her (x +  3) (x +  6) (x — 2) =  x2 +  7 x 2 — 36 =  0. Wie 
inan sieht, ist hier das konstante Glied eine Quadrat­
zahl. Das ist kein Zufall. Diese Eigentümlichkeit tritt 
auch auf, wenn man von der reduzierten Normalform
1) x2 — 3 ¿i2 x  — 2 r3 =  0
der kubischen Gleichung ausgeht. Setzt man nämlich

x  =  7_£ä So wird Gl. 1) zu —  3 ¿.2 7-f2— o c  __ q 
x 2 x , f  x2

oder zu
2) x2s - f  3 ¿q2 x 22 — 4 c32 =  0
und hier haben wir in dem aq> - freien Gliede ebenfalls 
eine Quadratzahl vor uns. Hat nun Gleichung 1) ganze 
rationale Wurzeln, so hat auch Gleichung 2) ebensolche 
Wurzeln. Denn die letztere muß ja immer das Produkt 
von zwei Wurzeln der Gleichung 1) zu "Wurzeln haben. 
Heißt die reduzierte Gleichung z. B.
3) x 3 — 39 x  -  70 =  0,
welche die Wurzeln — 5, — 2, -f- 7 hat, so heißen die

Wurzeln der durch x  —  — definierten Gleichung
x »

4) x„2 - f  39 x.,2 — 702 =  0
— 2 • 7 =  — 14, — 5 • 7 =  — 35, (— 2) • (— 5) =  10.

Diese Gleichungsform gibt nun wieder ein bequemes 
Mittel an die Hand, ohne Kardanische Formel und 
trigonometrische Funktionen eine numerische Auflösung 
der kubischen Gleichung zu bewerkstelligen für den 
Fall, daß die "Wurzeln ganze rationale Zahlen sind. 
Da nämlich die rechte Seite der Gleichung 

X23 +  39x22 =  702 
eine Quadratzahl ist, so muß auch die linke Seite eine 
ebensolche Zahl sein. Nun kann man aber die linke 
Seite in der Form schreiben x2 (x +  39). Hierin ist 
aber der erste Faktor wieder ein Quadrat. Folglich 
muß auch der zweite Faktor ein Quadrat werden.

Da dieser aber einerseits nie negativ, andererseits 
nie größer als 2 c 3 (70) werden darf, so hat man für 
X 2 keine zu große Auswahl. Es darf in unserem Bei­
spiel nicht kleiner als — 38, aber auch nicht größer
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als 31 werden. Unter allen zwischen — 38 und -f- 31 
liegenden ganzen Zahlen kommen aber nur diejenigen 
in Betracht, welche Faktoren von 70 enthalten, da sonst 
der e r s t e  Faktor x22 des Produktes a^2(x3 +  39) nicht 
in 702 aufgeht. Von allen in Betracht kommenden 
Quadratzahlen unter 70 kommen also nur 22, 52 und 72 
in Frage, die gleich x2-j-39 gesetzt werden können. 
Wir erhalten also

a^ -{- 39 =  4 oder x 2 =  — 35 
■i.i —j— 39 — 2o „ «'-> — — 14
x 2 39 =  49 „ =  10

als die drei Wurzeln der Gleichung 4). Alsdann sind 
die Wurzeln der Gleichung 3) x  —  — 2, — 5, 7.

Es kann auch Vorkommen, daß man die Wahl 
zwischen mehr als drei Werten für x . ,  -j- 3 ¿q2 hat. So 
kann beim ersten Anblick der Gleichung 

x3 — 103 x  — 198 =  0 
und der daraus folgenden

x23 +  103 x22 =  1982 =  22 • 34 • 112 
in Erwägung kommen

x „ -j-103 = 1  oder x„ =  — 99 
«-•¡-¡-103 =  9 „ x \ =  —  94
x2 103 =  81 „ x„ =  _  22
x 2 -f- 103 =  121 „ x2 =  -f. 18.

Hiervon ist aber der zweite unmöglich, da sein Prim- 
faktor 47 in 198 nicht enthalten ist.

TJeber d ie  B e re c h n u n g  d e s  D re ie c k s  a u s  d e r  G ru n d ­
lin ie , d e r  H ö h e  u n d  d em  W in k e l a n  d e r  S p itz e .

Von Jul .  B r a u n  (Trier).
In S e h w e r i n g s  Trigonometrie (Freiburg 1900) 

ist S. 44 die Berechnung eines Dreiecks aus der Grund­
linie a ,  dem gegenüberliegenden Winkel a  und dem 
Inhalte J  u. a. in der Weise vorgenommen, daß aus 
der Gleichung

o 7  sin’/? sin /
sin a

2 J
das Produkt sin ß  sin y  =  —¡r sin a  und dann mittels der 

a 1

Gleichung
cos ( ß  — y ) - \ -  cos « =  cos (ß  — y )  — cos ( ß  +  /)= = 2  sin ß  sin y  

der Ausdruck
4 J

1 )  cos (ß  —  y) ==  sin a  —  cos a

gewonnen wird, welcher die Winkeldifferenz ( ß  — -/) 
ermitteln läßt. Dies wird auf einem bequemeren Woge 
durch die Einführung eines Hilfswinkels <p ermöglicht 
gemäß der Gleichung

2) =  cotg <p;

dadurch verwandelt sich I) in
sin (u — w )

3) cos ( ß  — y) =  . - — .
'  sm <p

Wenn in einer geometrischen Aufgabe die 
Rechnung durch Einführung eines Hilfswinkels eine 
bemerkenswerte Umgestaltung erfährt, wie in dem 
vorliegenden Falle, so ist stets die Vermutung gerecht­
fertigt, daß dieser, einstweilen nur der Rechnung 
dienende Hilfswinkel auch eine geometrische Be­
deutung habe. A n  und fü r  s i c h  k a n n  er nach 
den in seiner Definitionsgleichung enthaltenen Angaben, 
etwa in einer Nebenfigur gezeichnet, d. h. geome t r i s ch  
d a r g e s t e l l t  werden. Seine Bedeutung fü r d ie  in  
R e d e  s t e h e n de  A u f g a b e  ist damit aber noch keines­
wegs ausgedrückt. Eine solche sprechen wir ihm erst

dann zu, wenn es gelingt, diesen Winkel mit der 
Hauptfigur innig zu verbinden, so daß er einerseits 
mit gegebenen Stücken, andererseits mit einer gesuchten 
Größe n a c h  g e o m e t r i s c h e n  S ä t z e n  in einen 
inneren Zusammenhang, in ein gegenseitiges Abhängig­
keitsverhältnis tritt. Wo und wie das zu geschehen 
habe, darüber besteht eine gewisse Freiheit; je weniger 
Hilfslinien hierbei in Anspruch genommen werden, um 
so natürlicher ergibt sich der innere Zusammenhang, 
den wir jetzt zwischen dem oben genannten Hilfs­
winkel y ,  den Stücken a ,  a ,  h „  und der Winkeldifferenz 
(ß  —  y) des Dreiecks suchen wollen. Die Höhe ha 
oder einfach h  ersetzt hierbei den Inhalt J .  Da

"-4 =  ^  =  -  , so läßt sich die Definitionsgleichung 2)

in die Gestalt bringen

4)

7t

J"
1

\  \

X

Fällt man auf das Mittellot M N  der Grundlinie B C  

von A  aus die Senkrechte A D  und verbindet noch D

mit C, so wird tg C D M  =  d. h. -je C D M  =  7’. Zu­

gleich ist
<  D C O  =  C O M —  C D 0  =  a  —  <p, 

und nun nach dem Sinussatze 
sin (a — < p): sin <p =  sin D C O  : sin C D 0  =  D O  : O C  —  

D O  : O A  —  cos D O A  == cos O A I I ,
oder

sin (a — <p) : sin 7) =  cos ( ß  — y ) ,  

d .  i. die Gleichung 3), zu welcher für den Winkel <p

noch die Definitionsgleichung 4) hinzutritt. Hiernach 
genügt zur Berechnung eines Dreiecks aus a ,  a, h „  und 
zur Lösung einer Gruppe von verwandten Aufgaben 
die Kenntnis der trigonometrischen Funktionen und des 
Sinussatzes; goniometrische Formeln kommen nicht 
zur Anwendung.

Untersuchen wir nun die Einschränkungen und 
besonderen Fälle der Aufgabe, welche uns auf dem 
betretenen AVege begegnen. Für den AVinkel a  schreibt 
der Begriff des Dreiecks die Bedingung 
5) " 0 <  a <  180°
vor, und für den AVinkel 70 wollen wir einstweilen 
festsetzen, daß erzwischen 0° und 90° gewählt werde; 
er ist dann nach der Definitionsgleichung 4) für jeden 
AATert von a  und h  eindeutig bestimmt und gibt inso­
fern zu keinerlei Bedenken Anlaß. Soll nun aber au s
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cp und  a  nach 3) die Winkeldifferenz ( ß  — y )  erhalten 
werden, so muß die Bedingung

rin ( « - ? )  + 1
sin cp

erfüllt sein. Es wird
sin (a—w) . , ■ , . . «7) ■— ----- — —. + 1 .wennentweder« — cp— cp, d.i.ip—

sin ip ' 2

ist; es wird ferner 
sin (a—cp)

8 )  - sm cp

oder a—ip-j-<p=180°,d.i.a=1800 

= — 1, wenn entweder cp— a — cp, d.i.a==0°,

oder cp —  a  + 7Jr=180(),d.i.ip^900+ (J.

Da nach 5) die Werte « =  0° und a  =  180° be­
reits ausgeschlossen sind, so ist nunmehr die Zulässig­
keit und Bedeutung der Eällo

9) cp =  ■“ und cp —  90° -f  - |

zu untersuchen. Das Verhalten des Ausdrucks

10)
sin (a — <p) sinacosip—cosasimp =sin a cotg cp— eos asin cp sin cp

ist bald aus der einen, bald aus der anderen Gestalt 
leichter zu erkennen; die rechte Seite liefert

11)

asm g cos —

für cp —  ” den Wert 

ce

J° 2 /  „ a  .
—  — I COS2 — —  Sill- -g-1 =  - f  1
n   '

und

12) für cp =  90° ” den Wert

a
sm o /  \

(cos2 sin2 -g) =  1
»c .... ' '

. . « a! sin — cos

in Uebereinstimmung mit 7) und 8). Außerdem läßt sie 
aber erkennen, daß ihr Wert stetig abnehmend von

( +  1) nach (— 1) übergeht, wenn cp von — bis

^90° +  emporwächst. Sinkt indessen cp unter den

Wert -- nach 0° hinab, so wächst cotg cp und erhebt

den Wert von 10) über (-{- 1), wächst hingegen cp über

^90° +  hinaus nach 180° hin, so empfängt cotg cp

numerisch größere, negative Werte und drückt die 
Größe 10) unter (— 1) hinab. Hieraus ergibt sich für 
den Winkel cp die Eingrenzung

i cp ^  900 J13) 2 , 2,
während wir ihn anfangs zwischen 0° und 90° unter­
zubringen versuchten. Betrachten wir ihn zunächst 
für das Intervall

I “- ^ = = 9 0 0 .

Der Wert cp =  ü  ergibt nach 3)

14) cos ( ß  — •/) =  1 und ß  —  y  —  90° — —, 

ferner nach der Definitionsgleichung 4)

15) oJer k = h otsl-
Die Punkte D  und A  liegen für diesen Fall auf 

dem umbeschriebenen Kreise in N .  Das Wachsen des

Winkels cp von — bis 90° bedeutet in der Figur ein

Herabsinken des Punktes D  von N  nach M .  Hierbei 
geht cos [ß  —  y )  in einen positiven echten Bruch über; 
bezeichnet man den absoluten Wert der Winkcl- 
difierenz ( ß  — y )  mit <5, so wird ß  — y  —  ±  <3, je nach­
dem die Spitze A  von N  aus auf dem Bogen nach B  

oder C  hin fortrückt. Wenn der Figur entsprechend 
a  90°, so muß in dem gegenwärtigen Intervall einmal 
16) cp =  a und infolgedessen c o s ( ß  — y )  =  0, ß  — y =  -l-90° 
werden; der Punkt T )  befindet sich dann in 0 und da­
her der Punkt A  in K  oder J .  Denkt man sich in 
der Figur die entsprechenden Linien ausgezogen, so ist 

<  B C K  —  B J I C  —  J B C ,

daher
I C B C  —  B C K  —  I C B C  — J B C  =  90». 

Uebersteigt cp den Winkel a ,  so wird nach 3) und 10)
cos ( ß  — ;•) <C 0 und daher ö  >  90°.

Für den Fall cp =  9U() ergibt die Gleichung 3) 
cos ( ß  — y )  —  — cos a  =  cos (180° — a )  —  cos (a — 180°), 

/ ? - 7  =  ±  (1 S 0 ° -a )  =  ±  (/? +  ;-), d. i. 
j  entweder y =  0° und /f =  180° — a

1'  ̂ oder ß  =  0 °  und y  —  180° —  a.
Der Punkt D  ist in M  angelangt, die Spitze A  auf 

dem Bogen an der einen oder anderen Seite von M N  

der Grundlinie nähergerückt und schließlich in einen 
ihrer Endpunkte, etwa in B  eingetreten; die Richtung 
der Seite A B  hat die Lage der Tangente B T  ange­
nommen und von dem Dreieck A B C  ist nur noch die 
Grundlinie sichtbar. Der absolute Wert <5 der Winkel- 
diflerenz ist in dem Intervall I  von 0° auf 180° — a  

angewachsen, wie das eine in Gedanken auszufülirende 
Verschiebung des veränderlichen Winkels O A I I  er­
kennen läßt; es müßte nur auf B C  in B  nach unten 
das Lot B S  errichtet werden; dann wäre

O B S —  180° — B O M =  180° — a .

In Uebereinstimmung hiermit sagt die Definitions­

gleichung 4) aus, daß die Höhe h  =  — cotgip von ihrem

höchsten Werte cotg ” aus stetig abnimmt, bis sie

verschwindet. Der bisherige Verlauf wird kurz dar­
gestellt durch die zusammengehörigen Ungleichungen

18) ^ ^ c p ^  90°, 180° -

Um die Vorgänge des jetzt zur Besprechung 
kommenden Intervalles

-«> “ cotg" SO .

II 90° iS  Cf : iso °+ :;-

richtig zu verstehen, müssen wir scharf beachten, in 
welchem Sinne der Winkel cp, die Winkel des Drei­
ecks, sowie der Winkel O A H = d  bis jetzt aufgefaßt 
worden sind und diesen ihren Sinn streng festhalten. 
Betrachtet man den Winkel cp von C  aus, indem man 
den Blick über den einen Schenkel nach D  hin richtet, 
so liegt der andere, von D  ausgehende Schenkel D M  

zur linken. So aufgefaßt wächst der Winkel cp von

90° bis 9 0 °+  —, während der Punkt D  von M  nach J s "

rückt. Der Winkel C A B  =  a , von C  aus betrachtet, 
zeigt eine ähnliche Lage, indem der andere, von A  

ausgehende Schenkel A B  links von C A  liegt; daran ist 
festzuhalten, auch wenn der Punkt A ,  über den Kreis­
bogen gleitend, die Ecke B  nach A '  und N ’ hin durch­
schreitet. Für jede Lage des Scheitelpunktes A  hat 
er unverändert denselben Wert; aber der Innenwinkel
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C A B  —  a  des Dreiecks ABC' verwandelt sich in einen 
Außenwinkel C A ' B '  —  a  des Dreiecks A ' B C ,  so daß 
nunm ehr der entsprechende Innenwinkel C A '  B = 180° — a  

wird. Bezeichnen wir diesen mit a ' ; ebenso sei weiter­
hin 4 ; A ' B C  —  ß '  und <; A ' C B  =  ■ /. In der Figur 
sind die bisher besonders hervorgehobenen Richtungen 
durch Pfeilspitzen gekennzeichnet. Diese haben aber 
k e i n e  Gültigkeit für den jetzt zu betrachtenden 
Winkel ß j  bei ihm unterscheiden wir einen festen 
Schenkel B C  und einen drehbaren Schenkel B A ;  

letzterer dreht sich entgegengesetzt dem Sinne des 
Uhrzeigers, während sich der Punkt A  von N  nach B  

hin bewegt, und dabei wächst der Winkel ß  von

N B C  —  ^90° — bis T B C  =  (ISO0 — a ) .  Er wächst

also über (180°— a )  hinaus, wenn wir die Drehung in

demselben Sinne fortsetzen und wird gleich ^180°—

wenn die rückwärts gerichtete Verlängerung des dreh­
baren Schenkels den Punkt N r trifft. Von C  aus be­
trachtet zeigt dieser Winkel den drehbaren Schenkel 
rechts, gleichviel ob der Punkt A  rechts oder links 
von C B ,  d. h. auf dem Schenkel selbst oder dessen 
rückwärts gerichteter Verlängerung liege. Er wird zu 
einem Außenwinkel des Dreiecks A ' B C  und erhält den 
Innenwinkel A ' B C  =  ß '  zum Nebenwinkel. Der

Winkel y  hat von ^90° — bis 0° abgenommen,

während der Punkt A  von H  aus entgegengesetzt dem 
Sinne dos Uhrzeigers nach B  überging; er wird also 
folgerichtig bei einer fortgesetzten Drehung negativ, 
gleich (— •/’) .  Durch die Winkel a ' ,  ß '  und y  des 
Dreiecks A ' B C  haben wir also die Winkel a ,  ß  und y  

folgendermaßen gedeutet:
19) « =  180° — a', ß  =  180° — ß ' ,  y  =  —  y ' .

Daraus folgt durch Addition
20) a -f- ß  +  7 — (ISO» — a') (igoo — ß ' )  -f  (— V) =  180°.

Diese Winkelsumme ist also auch bei der hier 
vorgenommenen Deutung konstant geblieben. Der 
Winkel O A 1 1 — S  hat einen Schenkel Ü A ,  der sich 
um O entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers dreht, 
und einen zweiten Schenkel A H ,  der auf B C  senkrecht 
steht, so jedoch daß für einen in O stehenden und 
nach A  hin blickenden Beobachter der zweite Schenkel A H  

immer links von O A  liegt. Auf dem Wege des 
Punktes A  von N  nach B  ist <5 von 0° auf (180° — a )  

angewachsen; er wächst weiter nach 180° hin, während 
A  von B  nach A7' rückt. Setzen wir
21) -je H A ' O  =  6 ' ,  so ist <5' =  180° — <5.

Nun gilt für das Dreieck A ' B C  die Beziehung 
6 '  — ß '  — y  , oder, indem wir nach den Gleichungen 19) 
und 21) wieder zu den ursprünglichen Winkeln zurück­
kehren
22) 180° — d =  (180° —  ß )  — (— ’/), d.i .  ö  —  ß —  y ,  

und diese Winkeldifferenz wächst von (180° — a) bis 
180°, während A  von B  nach Ar' rückt. Genau das­
selbe Ergebnis folgt aus unseren Gleichungen. Zu dem

Intervall 90° gg 93 sg ^90° -j- gehört nämlich nach 3),

10) und 12) die Eingrenzung
— cos a cos (ß — y )  " ; — 1 oder

cos (180° — et) =2: cos ( ß  — y )  5: cos 180°, d. h.
23) 180° — a ^  ( ß  —  y )  sS 180«.

Der äußerste Wert cp =  ^90° -f  liefert die Be­

stimmung ( ß  — 7) — 180°; da aber außerdem

a + ß  +  y  =  180°,
so folgt nacheinander durch Addition und Subtraktion 

a  -J- 2 ß  =  360°, a  2 y  —  0°, oder

0  =  1 8 0 0 - !  j, =  _ “ , d . h .

24) ß ' =  -“ , y '= . | ,« '= 1 8 0 ° - a .

Die Höhe h  hat mit dem Winkel y  die Eigenschaft 
gemein, beim Eintritt des Punktes A  in B  zu ver­
schwinden und daher im weiteren Verlaufe negativ zu 
werden. Setzen wir die Höhe A ' H  =  D ' M  —  h ' ,  wo 
h '  eine positive Größe bedeutet, so geht die Gleichung 

D ' M  =  M C  ■ cotg C D ' M  über in

h ’ —  |  cotg 9/  == — "  cotg rp =  — h

oder h  —  — W . Während d er  F i g u r  g e m ä ß  l i '  

vom Werte 0 im Punkte B  über die Lage A ' H  hinauf­
wächst nach

N  ' M  =  C M ■ cotg C N ' M  =  C M  ■ tg N ' C M  =  |  • tg 

gehört zu dem Intervall 90° gS 913= 90°-f- ” nach der 

Gl e i c h u n g  h  —  ~  cotg cp die Eingrenzung

25) O ^ Ä ^ - '  cotg^ 9 0 0 + !^ , d.i .  O ^ Ä g l - - f t g ” .

Auch für die Höhe besteht also zwischen der 
Figur und Rechnung voller Einklang. Das Ergebnis 
des zweiten Teilintervall es bringen wir kurz in die zu­
sammengehörigen Ungleichungen

26) 900 «g v  -g  ooo +  “ ) 180« — « rg S  180°,

0 Sä 7t >  C~  tg ~ .

Ein Dreieck des gegenwärtigen Bereiches, welches 
unter anderem dadurch charakterisiert ist, daß es statt 
des vorgeschriebenen Winkels a  den entsprechenden 
Supplementwinkel a  — 180 — « enthält, habe ich in 
einer anderen Abhandlung *) ein v e r k e h r t e s  Dreieck 
genannt; es tritt neben dem r i c h t i g e n  Dreieck auf 
und bildet eine u n e i g e n t l i c h e  Lösung der Auf­
gabe. Wäre statt des Winkels a  sein Sinus gegeben 
sin a  —  y ., wo 0 <C * iS  1, so müßte auch ein Dreieck 
mit dem Supplementwinkel a '  als e i g e n t l i c h e ,  
v o l l b e r e c h t i g t e  Lösung betrachtet werden.

Hiermit ist die geometrische Deutung der Glei­
chungen 3) und 4) für das ganze Intervall

." ^ 7 , - 9 0 0  +  1

vollzogen. Dabei wurde dieses in die zwei Teile I 
und II zerlegt und dem e r s t e r e n  Teilintervall ge­
hörte der Fall cp —  a ,  cos ( ß  — 7) =  0 an, weil wir 
a  <[ 90° voraussetzten. Dieser Fall liegt für einen 
s t u m p f e n  Winkel a  innerhalb des z w e i t e n  Teil­

intervalles, da unter allen Umständen a  <  180°, ” <[ 90°,

und, indem man auf beiden Seiten — addiert,

« <  90° +  J

ist. Der Winkel cp muß also bei seinem stetigen An­

wachsen von 90° bis 90° --}- ■— an einer Stelle gleich «

’) V ergl. U nterrich tsb l. für Hatliem . und N aturw issensch. 
Ja h rg . XIV, Xr. 2.
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werden. Fanden wir für das Ende des ersteren Teil­
intervalles cp —  90° die Gleichung

cos ( ß  — y )  =  — cos a ,  

so bedeutet (— cos a) gegenwärtig einen positiven 
Wert. Er wird gleich Null, wenn a  =  90°; der Wert 
q ; — a  liegt dann an der gemeinschaftlichen Grenze 
der beiden Teiliutervalle, und die zusammengehörigen 
Ungleichungen

27) sS < P 0  900_ j _ UI1d "  cotg 1, >  — “ tg “ 

gehen über in

28) 45«^  cp 1350 und A i l i T —

Die Werte der Höhe h  zwischen (+ |) «nd (~ |)
liefern sämtlich richtige Dreiecke; von einem ver­
kehrten Dreieck kann nicht mehr die Rede sein.

K leinere M itteilungen. 
Ablenkungsm inim um  beim  Prismendurchgang.

Es sei y  der brechende Winkel eines Prismas, 
dessen Glas gegen Luft den Brechungsindex n  aufweist, 
). die durch das Prisma hervorgebrachte Ablenkung, 
ferner mögen die Einfallswinkel und Brechungswinkel 
beim Eintritt und Austritt die Größen <pi  cp., Vi 72 be­
sitzen, so ist bekanntlich
I) sin cpv —  n sin cp{ sin q \ ,  =  n  sin cp2

II) ip y  +  ’/’s —  y  94 - f  7 2 =  y  +
Aus diesen Gleichungen folgt durch Differentiation
III) cos ( p ^ d c f i  — n  c o s d ipt cos cp.2 d  cp2  =  n  cos cp2 d  cp2

IV) +  o
d  },

und für den Fall, wo ). ein Minimum, also - —  =  0 ist,
d  'F i

V) d i p l  —  — d  cp2 rf 7p =  — cl cp2 .

Dividiert man nunmehr die beiden Gleichungen III)
durch einander, so ergibt sich wegen der Gleichungen V)

VI) ^ 1 !  =  ^  »der 
COS ( f . , COS cp.,

1 — sin- <pj 1 — sin2 cpl

1 — sin2 r/>2 1 — sin2 cp.,

, TTTT 1 — n -  sin2 cp, 1 — sin2cp,
V III) ,------ 5- =  r ~  ••'s- , also1 — n2 sin- cp., 1 — sm-1/>2
IX) («2 — 1) (sin2 f/j — sin2 cp.,) =  0.
Da die Möglichkeit n =  1 ausgeschlossen ist, muß

. y "4- ' •

VH)

sm- 0

V-2 =  Ol <fi =  72 =  .r-5-1 n  =  sem-
sin --

Prof. Dr. M ü h l e  i.Posen).

Ein neues Bildnis von Dirichlet. Von einer 
bisher unveröffentlichten Photographie D i r i c h l e t s  
aus des Meisters letzten Lebensjahren, die alle anderen 
durch Schönheit und Lehenstreue übertrifft, soll eine 
Vervielfältigung in Originalgröße, etwa 14/18 cm, in 
Heliogravüre hergestellt werden, falls sich eine ge­
nügende Anzahl von Subskribenten meldet. Die Original­
photographie befindet sich im Besitze von Fräulein 
L o t t e  N e l s o n  in Darmstadt, Moosbergstraße 43; 
Interessenten wollen die gewünschte Anzahl von Exem­
plaren (zum Preise von 2 Mark) bei dieser Dame be­
stellen.

V ereine und V ersam m lungen.
81. Versamm lung der G esellschaft Deutscher 

Naturforscher und Aerzte. Einem Wunsche der 
Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Aerzte ent­
sprechend, wird sich der Verein zur Förderung des 
mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts 
an der Aufstellung des Programms für die Sektion 12 
(mathematischer und naturwissenschaftlicher Unterricht) 
der diesjährigen, im September in S a l z b u r g  statt­
findenden Versammlung beteiligen. Anmeldungen zu 
Vorträgen in der Sektion, die bis Ende April d. J. 
zu bewirken sind, nimmt demgemäß außer dem Ein­
führenden der Sektion auch der Vorstand des genannten 
Vereins an, sie sind zweckmäßig an Prof. P i e t z k e r  
(Nordhausen) zu richten.

lieber die Frage, ob der Verein diese Mitarbeit 
an den Vorbereitungen für die Naturforschcrversamm- 
lung dauernd übernehmen kann, wird die diesjährige 
Hauptversammlung des Vereins Beschluß fassen (s. die 
Tagesordnung dieser Versammlung auf S. 25 und 26.)

Lehrm ittel-Besprechungen.
P hysikalisch e W andtafeln von I;. P f a u n d l e r .

Erste Serie (12 Tafeln) in Mappe M 12. Einzelne
Tafeln M 1.50. Braunschweig, Vieweg & Sohn, 1908.
Die Tafeln stellen eine Probeaerie aus den 150 selbst 

angefertigten Wandtafeln vor, deren sich der Verfasser 
in seinen eigenen Vorlesungen zu bedienen pflegt, sie 
betreffen sämtlich die Wärme (1. isothermen eines 
idealen Gases; 2. Isothermen und Adiabaten eines 
idealen zweiatomigen Gases; 3. Isothermen des Kohlen­
dioxyds; 4. Spannkraft des Wasserdampfcs von — 10° 
bis -j-40° (Relative und absolute Feuchtigkeit, Hygro­
meter); 5. Spannkraft des Wasserdampfes bis 120° mit 
Tabelle; 6. R c g n a u l t s  klassischer Apparat zur Be­
stimmung der latenten Dampfwärme; 7. L i n d e s  und 
H a m p s o n s  Apparate zur Verflüssigung der Luft;
8. Kritische Daten der Gase; 9. Ausdehnung des 
Wassers, des Quecksilbers und anderer Flüssigkeiten, 
Dichtemaximum des Wassers; 10. Darstellung der 
Phasen des Wassers nach G i b b s  in idealer und 
naturgetreuer Darstellung; 11. Tabelle der wichtigeren 
Schmelzpunkte; 12. Tabelle der wichtigeren Siede­
punkte).

Wie diese Aufzählung zeigt, tragen die Tafeln 
einen dreifachen Charakter, einige (6. und 7.) stellen 
die innere Einrichtung gewisser Apparate dar, einige 
(8 , 11 und 12) geben nur Zahlentabelleu, die meisten 
bieten graphische Darstellungen gewisser physikalischer 
Zusammenhänge, zum Teil mit danebengesetzten Ta­
bellen.

Die Grösse der Tafeln ist sehr bedeutend (reich­
lich 140 zu 100 cm), teils im Hochformat, teils im
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Querformat, sie sind also auch aus weiter Entfernung 
gut sichtbar, alle Linien klar und scharf, die Zahlen 
groß und deutlich; überall, wo es angezeigt ist, sind 
verschiedene Farben zur Verwendung gekommen.

Ueber die Gesichtspunkte, die ihn bei der Her­
stellung seiner Tafeln geleitet haben, spricht sich der 
Verfasser in einem kurzen Geleitwort aus, das im 
übrigen auf das von ihm selbst bekanntlich neübearbeitete 
M ü l l e r - P o u i l l e t s e h e  Lehrbuch verweist. Demnach 
sollen die Tafeln keineswegs solche Zeichnungen ersetzen, 
die im Unterricht selbst ohne Schwierigkeit hergestellt 
werden können, während es dabei auf eine beson­
ders große Genauigkeit nicht ankommt; bei derartigen 
Zeichnungen ist gerade die Herstellung vor den Augen 
der Schüler von besonderem pädagogischen Wert.

Nur wo diese Bedingungen nicht erfüllt sind, 
sollen die fertigen Tafeln eintreten, die dem Lehrer 
eine zeitraubende Arbeit ersparen sollen, zum Teil 
auch, soweit es sieh nämlich um Zahlentabellen handelt, 
durch das längere Voranstellen solcher Zahlen der 
gedächtnismäßigen Einprägung zu Hilfe kommen. Mit 
Beeilt betont der Verfasser, daß dem Zweck, den die 
Tafeln verfolgen, durch Projektion von Diapositiven 
nicht ebensogut genügt werden würde.

Den vom Verfasser angegebenen Zweck erfüllen 
seine Tafeln jedenfalls in ganz ausgezeichneter Weise, 
dieser warmen Anerkennung geschieht durch den Hin­
weis auf einige Einzelheiten, wo kleine Verbesserungen 
anzubringen sein dürften, kein Eintrag. Die auf 
Tafel 5 gegebene Tabelle zerfällt in zwei vertikal 
nebeneinander verlaufende Teile, wobei die Ueber- 
siehtlichkeit dadurch erschwert ist, daß die Trennungs- 
linie der beiden Teile sich gegen die Trennungslinien 
der einzelnen Kolonnen beider Teile nicht abhebt; bei 
der im übrigen außerordentlich instruktiven Tafel 9 
ist als Maßstab für die Volumenzunahme des Wassers 
ein Zehntausendtel des Volumens bei 4 angegeben, 
die Zeichnung selbst gibt aber diese Zunahme viel­
mehr in Hunderttausendtein des Volumens.

Doch sind das Kleinigkeiten, die im Unterricht 
leicht verbessert werden können. Im ganzen kann 
man nur sagen, daß der Unterricht hier durch ein 
neues Lehrmittel bereichert wird, das, wenngleich 
zunächst für Hochschulvorträge bestimmt, auch fiir 
den Unterricht an den höheren Mittelschulen in weitem 
Umfange verwendbar und sehr wertvoll, überdies noch 
außerordentlich billig ist. Es ist zu erwarten, daß die 
Schulen von dieser Bereicherung in großer Zahl Ge­
brauch machen werden, die Fortsetzung des Werkes 
über diese erste Probelieferung hinaus ist auf das 
dringendste zu wünschen. P.

Bücher-Besprechungen.
R. Geigenm.U.11 er, L e i t f a d e n  und A u f g a b e n -  

s a m m 1 u n g z u r H ö h e r e  n M a t h e m a t i k.
1. Band, 7. Auflage, Mittweida, Polytechu. Buch­
handlung 1907. Preis geb. 6,00 M. 2. Band, 6. Auf­
lage. Ebenda 190S, Preis 7,00 M.
Um es gleich vorweg zu sagen: ein Werk, das in 

den Kreisen der Studierenden der Technik, die Besucher 
technischer Hochschulen eingeschlossen, weiteste Ver­
breitung verdient!

Der 1. Band enthält die analytische Geometrie der 
Ebene und algebraische Analysis, der 2 . Differential- 
und Integralrechnung mit zahlreichen Anwendungen 
auf technische Probleme. Gerade die letzteren machen

mir das Buch besonders wertvoll, da in den zahlreichen 
Werken über Differential- und Integralrechnung wohl viele 
Anwendungen auf Probleme der Geometrie und Natur­
wissenschaften, selten aber solche mitten aus der In­
genieurpraxis gebracht werden. Seinen im Vorworte 
kundgetanen Ansichten und Plänen bleibt Verfasser 
durch das ganze Buch treu: das, was er bringt, bringt 
er erschöpfend und in klarem, verständlichem S til; 
vieles ausführlicher und breiter, als es manchem, der 
das Schülermaterial, für das das Buch bestimmt, ist, 
nicht kennt, nötig erscheinen wird. Aber aus ureigen­
ster persönlicher Unterrichtserfahrung kann ich ver­
sichern, daß auch Studierende, die mit besserer Vor­
bildung ausgerüstet die Hochschule beziehen, dies Buch 
mit vielem Nutzen lesen werden. So mancher Abiturient 
eines Realgymnasiums oder einer Oberrealschule glaubt 
ja schon „Ahnung zu haben“ von analytischer Geometrie, 
von Funktionen usw., und „schwänzt“ deshalb die betr. 
Hochschulvorträge. Aber wenn dann, etwa in Semester­
prüfungen, ihm auf den Zahn gefühlt wird, dann muß 
er doch einsehen, daß ihm manches fehlt. Geigen­
müllers Buch kann ihm dann, wie wenige andere helfen, 
die klaffenden Lücken auszufüllen. Aber auch dem 
in der Praxis stehenden Ingenieur kann es wertvolle 
Dienste leisten. Ferner dem Lehrer an solchen höheren 
Schulen, an denen in den oberen Klassen die Anfangs­
gründe der Infinitesimalrechnung gelehrt werden. Er 
kann daraus ersehen, wie er dem Schüler, auch dem 
weniger begabten, die neuen Begriffe mundgerecht 
machen soll und in welch mannigfaltiger Weise sie 
sich auf, auch auf dieser Stufe schon verständliche, 
technische Probleme anwenden lassen.

Wenn ich im folgenden einige Wünsche ausspreche 
und Ausstellungen mache, so bin ich mir wohl bewußt, 
daß ich damit nur meiner eigenen subjektiven Meinung 
Ausdruck gebe, ein anderer Leser wäre vielleicht 
anderer Meinung. Aber da der geschätzte Herr Ver­
fasser in seinem Vorworte selbst um Anregungen und 
Verbesseruugsvorschläge bittet, glaubte ich mit meiner 
Meinung nicht zurückhalten zu dürfen.

Was die Figuren anlangt, so sind sie durchweg 
mit großer Genauigkeit und Sorgfalt gezeichnet. Als 
fehlerhalt ist mir nur die Ellipse Fig. 16 im § 16 
Bd. I  aufgefallen. Im § 22 und § 23 desselben Bandes 
sähe ich gern die Gleichung für die Gerade durch einen 
Punkt und für die durch zwei Punkte an der Hand von 
Figuren hergeleitet. Sonst kann über Mangel an Figuren 
nicht geklagt werden. In Hinsicht auf den darge- 
brachten Stoff glaube ich, daß einiges fehlen könnte, 
ich würde z. B. im Bd. I die §§ 78—82 (Cissoide, 
Conchoide, Cassinische Linien) gern missen, im Bd. II  
das Kapitel über die Integration irrationaler Funktionen. 
Dagegen möchte ich den Inhalt des Buches bereichert 
sehen durch ein Kapitel über analytische Geometrie 
des Raumes, das ja nur bis zur Kugel und allenfalls 
bis zum dreiachsigen Ellipsoid zu gehen brauchte. Auch 
vermisse ich ein Kapitel über hyperbolische Funktionen, 
die doch in letzter Zeit immer mehr Bedeutung in der 
Technik gewinnen. Wie elegant läßt sich z. B. die 
kubische Gleichung mit Hülfe von Hyperbelfunktionen 
lösen, zumal wir jetzt die ausführlichen Tafeln von 
Ligowski und die von Burrau haben. Unverständlich 
ist es mir ferner, warum Ellipse, Parabel und Hyperbel 
nicht „unter einen Hut“ gebracht sind (die Bezeichnung 
„Kegelschnitte“ ist nirgends im Buche zu finden!). 
Ich möchte vorschlagen, mindestens noch der Erörte­
rung der allgemeinen Gleichung 2. Grades Aufnahme
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zu gewähVen, ich habe noch stets gefunden, daß meine 
Hörer sich gerade für dies Kapitel besonders erwärmten. 
Wird man doch gerade bei Problemen der Mechanik 
oft auf eine allgemeine Gleichung 2. Grades geführt! 
— § 8 6  Bd. I brächte zweckmäßig die Zahlen 

o, ( p 0  =  57,3°, p '  =  3438', p "  =  206265"), 
die zur Umwandlung von Gradmaß in analytisches 
Winkelmaß (den Ausdruck „Bogenmaß“ würde ich 
gern vermieden sehen, um zu verhindern, daß der Leser 
bezw. Hörer sieh darunter eine Länge vorstellt) dienen, 
indem sie die Einheit des letzteren in Gradmaß ver­
wandeln, so daß z. B. das natürliche Winkelmaß b  für

a "
b  — —r. und a '  =  b  ■ o  

o

wird. Werden diese Zahlen doch so häufig gebraucht, 
daß wir sie auf den meisten Rechenschiebern durch 
einen besonderen Strich in der logarithmisclien Teilung 
festgehaltcn sehen. An einigen Stellen, so z. B. Bd. I 
§ 10, Formel 9 möchte ich für das Behalten von 
Formeln die Regel der „zyklischen Vertauschung“ an­
gegeben sehen. Endlich möchte ich noch die Aus­
merzung einiger entbehrlicher Fremdwörter beantragen, 
w ie: Diameter, Transformation, Direktrix, Fokus, Deri- 
vierte, normal, prinzipiell, kompliziert, homogen.

Allo diese kleinen Ausstellungen können mich, wie 
schon gesagt, nicht abhalten, das Buch allen Studieren­
den, einerlei welcher Vorbildung, und nicht minder 
angelegentlich den Herren Faoligenossen zu empfehlen.

F. H o e h e r  (Hannover).

Thesing, Kurt, B i o l o g i s c h e  S t r e i f z ü g e .  Eß­
lingen und München 1908, .T. F. Schreiber. 364 S., 
74 Abb. und 6 Tafeln. Geb. 7,00 M.
Es ist eine ebenso unbestreitbare wie gesunde Er­

scheinung, daß im Kreise gebildeter Laien das Interesse 
an naturwissenschaftlichen Schöpfungen fortwährend im 
Zunehmcn begriffen ist, und unser Zeitalter darf ein­
mal getrost den Ruhm beanspruchen, mit den Gaben 
der Wissenschaft nicht gegeizt, sondern sie mit vollen 
Händen gestreut zu haben. Während noch vor wenigen 
Jahrzehnten in der deutschen Gelehrtenwelt eine gewisse 
Scheu vor populärer Darstellung und sogar vor einem 
leichtfaßlichen Stil vorherrschte und jeder Ausschlag 
nach dieser Richtung als tadelnswert galt, hat sich in 
letzter Zeit ein gesunder Wandel vollzogen. Allerdings 
spricht man bereits auf verschiedenen Gebieten von 
Ueberproduktion und überflüssigen Büchern. So be­
rechtigt der Kern dieser Anschauung ist, so falsch ist 
eine Verallgemeinerung, wenn sie sicli nur auf Aeußer- 
lichkciten zu stützen weiß. Der etwas allgemein ge­
haltene Titel des mir vorliegenden Buches könnte 
vielleicht die Vermutung entstehen lassen, als handelte 
es sich um eine Erscheinung, die nicht einen eigen­
artigen „Typ“ verkörpere. Doch sei gleich vorweg 
bemerkt, daß wir es hier mit einem seiner ganzen An­
lage und Ausführung nach originellen Werke zu tun 
haben. Die Thesingschen Streifzüge führen nicht nur 
iu das Reich der Tatsachen ein, sondern auch in die Welt 
der Theorien, wie uns schon ein flüchtiger Blick in 
das Inhaltsverzeichnis zeigt: von Thaies bis Lamarck, 
Lebensorscbeinungen und Bedingungen, die Kräfte im 
Organismus,"die Bausteine der organischen Welt, die 
Entstehung des Lebens, die Abstammungslehre, die 
Faktoren der Entwicklung, die Erhaltung des Lebens, 
Fortpflanzung und Vererbung.

Wie schon aus diesen Angaben ersichtlich, be­
handelt das Buch die Hauptfragen der Biologie, und die 
Art und Weise, wie das geschieht, ist besonders an­
erkennenswert. Gleichviel, ob Beobächtungsmaterial, 
Theorien oder Hypothesen vorgeführt weiden, stets 
begegnet- man einer vortrefflichen Stoffsammlung, und 
stets hat man den Eindruck, daß hinter dem Stoff ein 
abwägender, toleranter Fachmann steht, der im übrigen 
seine Selbständigkeit nicht verleugnet. Diese Selbst­
ständigkeit zeigt sich namentlich auch darin, daß der 
Verfasser es liebt, eigene Beobachtungen und Arbeiten 
über weniger bekannte Objekte heranzuziehen. Die 
ganze Art, wie die Methoden der Arbeit und die 
Methoden der Biologie überhaupt dem Leser vorgeführt 
werden, erwecken in ihm den Eindruck eines Erleb­
nisses, und hierin beruht zum Teil der große Wert des 
Buches.

Zu einer zweiten Auflage, die dem gewandt ge­
schriebenen Buche aufs wärmste zu wünschen ist, möchte 
ich den Wunsch äußern, ctaß der Herr Verfasser da 
und dort noch eine durchgreifendere Popularisierung ein- 
treten lassen möge, damit dieses Werk in noch weitere 
Kreise dringen kann.

B a s t i a n  S c ln n id  (Zwickau).

Zur Besprechung eingetroffene Bücher.
(Besprechung geeigneter Bücher Vorbehalten.I 

Abel, O., Bau und Geschichte der Erde. Mit 22(1 Tcxttig. u.t! Farbentaf. u. Kart. Wien 1909, Tenipsky. geb. 5t 4.50. Apel, M., Die Weltanschauung Haeckels kritisch dargestellt. (Moderne Philosophie, Bd. 1). Schöneberg 1909, Bucflverlag der Hilfe. 51 1.—.Archiv für dic Gcschicbte der Naturwisscuschaften und der T e c li n i k. 1,1 (Nov. 1908). Leipzig 1908, Vogel, a Bd. 51 20.-.Arndt, K., Elektrochemie (Aus Natur und Gcisteswelt). Mit 38 Abb. Leipzig 1909, Toubner. geb. 5t 1.25.A r n o 1 d, P., Experimenteller Nachweis der Sätze vom Kräfte­paar (Sonderabdruck aus Nr. 8 d. „Slathem.-Naturw. Bl.“). v. Bardeleben, K., Die Anatomie des Slenschen (Aus Natur u. Geisteswelt). 1. Teil: Allgem. Auatomie u. Entwickclüugs- geschichte. MitGi) Abb. 2. Teil: Das Skelett. Slit53Abb.з. Teil: Das 5Iuskel- u. Gefäß-System. Mit G8 Abb. 4. Teil: Die Eingeweide. Mit 38 Abbild, Leipzig 1908, Tcubncr. ä Bd. 51 1.25.Bardey.E., u. Pietzker.F., Algebraische Gleichungen.G. Aufl. Ebenda, geb. 51 8.—.Behrendscn, Ü., u. Gotting, E., Lehrbuch der 5Iathe- matik nach moderneu Grundsätzen. A. Unterstufe. Mit 280 Fig. im Text. Ebenda, geb. 51 2.80.Berg, A., Einführung in die Beschäftigung mit der Geologie.Mit 3 Abb. im Text. Jena 1909, Fischer. M 1.80. Blätter f. d. deutsche Erziehung, herausgegeb. von Arthur Schulz, Jahrg. 10, Heft 8 bis 12. Birkenwerder 1908, Verlag der Bl. f. d. E.Blume, G., Das Voranschlägen für Hochbauten. Mit 51 Taf. u.17 Tcxtlig. Leipzig 1909, Teulmer. kart. 51 1.80.Boas, J. E. Y., Lehrbuch der Zoologie für Studierende.5. Aufl. Mit (¡03 Abb. Jena 1908, Fischer. 51 12.—. Bock, C. E., Bau, Lebeu und Pflege d. menschlichen Körpers, für Schiller. 13. Aufl., neubenrb. v. W. Camerer. Stutt­gart 1909, Union, Deutsche Verlags-Gesellschaft. 51 1.20. Bo chm. K., Elliptische Funktionen. 1. Teil: Theorie der elliptischen Funktionen aus analytischen Ausdrücken ent­wickelt. Mit 11 Fig. im Text. ’ Leipzig 1908, Göschen, geb. 51 8.60.Bore), E., Die Elemente der 5Iathcmatik. Deutsche Ausg. v. P. Stickel. I. Bd.: Arithmetik u. Algebra. M. 57 Textfig. n. 3 Taf. Leipzig 1908, Teubner. M 8.60.Buesgen, 5L, Der deutsche Wald (Naturwiss. Bibliothek). Mit Abb. u. 2 Tafeln. Leipzig, Quelle .V Meyer, geb. 51 1.80.C 1 a u d e— O s t w a 1 d, Schule der Elektrizität. Mit 400 Abb.и. Tafeln. Leipzig 1909, Klinkhardt. 51 8.—.Couturat, L., Die philosophischen Prinzipien der Slathematik.Deutsch vou Dr. Carl Siegel (Philosophisch-soziologische Bücherei. Bd. Vii). Ebenda. M 8.50.Crantz, P., Lehrbuch der Mathematik für höh. Mädchen­schulen u. Lyzeen. 1. Teil: Für höh. Mädchenschulen. Mit 164 geom. Fig. Leipzig 1909, Teubner. geb. M 2.40. Dannemann, F., Aus der Werkstatt grober Forscher. 3. Aufl. des 1. Bdes. des „Grundriss eiuer Geschichte der Natur­wissenschaften“. Mit 62 Abbild, n. eiuer Spektraltafcl. Leipzig 1908, Engelmanu. 51 0.—.— Naturlehre für höhere Lehranstalten auf Schülerübungen gegründet. II. Teil: Physik. Hannover 1008, Hahn. geh. 51 3.60.
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Darwin, Ü Aufsätze von W. Bölsche, B. Wille, E. David, M. Apel, R. Penzig, F. Naumann (Moderne Philosophie, herausgegeben von M. Apel, Bd. 4). Schöneberg 1909, Buchverlag der Hilfe. 51 1.—.Dekker, Herrn., Naturgeschichte des Kindes. 2. Aufl. Stutt­gart 1908, Verlag des Kosmos (Franckh). 51 1.—.Donnert, E., Die Zelle ein Wunderwerk. (Naturstudien für jedermann.) Heft 2. Mit 20 Abb. Godesberg, Naturwiss. Verl. ¡1 Heft M 0.20.Detmer, W., Da9 kleine pflanzenpliysiologisclie Praktikum.3. veränd. Aufl. Mit 179 Abb. Jena 1909, Fischer. M 7.—.Dintzl, E., Einführung in die Funktionenlehre für Schüler der oberen Klassen der Mittelschulen. Sonderabdruck aus dem Jahresbericht des K. K. Erzherzog Rainer-Gymnasiums in Wien. Wien 1908, Selbstverlag d. Erzh. Rainer-ßymn.v. Drigalski und H. Seebaum, Der Slensch in seinen Be­ziehungen zur Außenwelt. Leipzig 1908, Quelle & Meyer, geb. 51 1.—.Ehrig, GGeometrie für Bangcwerkenschulen. 1. Teil: Geometrie der Ebene. Mit 198 Fig. im Text, zahlreichen Uebungsaufgaben und vielen Beispielen. 2. Aufl. Leipzig 1909, Leineweber, geb. 51 2.80.

L’Enseignement Mathématique, ltevue internationale dirigée par C. A. Lai saut et II. Feh r. XImo Année, Nr. 1,2 Paris 1909, Gauthier-Villars et Genève, Georg & Cie.Escherich, K., Die Termiteu oder weißen Ameisen. Leip­zig 1909, Klinkhardt. M ü.-,Fenkner, H., Arithmetische Aufgaben. Unter besonderer Berücksichtigung von Anwendungen aus dom Gebiete der Geometrie, Physik, Chemie, sowie von Aufgaben über gra­phische Darstellungen. G. verb. Aufl. Ausg. A. Vornehm­lich für den Gebrauch in Gymnasien, Realgymnasien und Ober-Realschulen. 1. Teil: Pensum der ÜIU, 0111 u. UH. Berlin 1939, Salle. M 2.20.Fischer, P. B., Determinanten. (Sammlung Göschen.) Leip­zig 1908, Göschen, geb. 51 0.80.France, J. H., Bilder aus der lnsektenwelt. Erste Reihe. Stuttgart 1908, Kosmos-Verlag (Franckh). M 2.25.— Bilder aus dem Leben des Waldes. Ebenda. M 1.—.Frenndt, K., Ueber die Dreiteilung des Winkels. Thorn 1908, Selbstverlag, geh. 51 1.—.Ga.ideczkn, Lehrbuch der Arithmetik und Algebra für die oberen Klassen der Mittelschulen. 7. umgearb. Aufl. Wien 1908, Tempsky. geb. 5I_3.G0.
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Nur .Tahresaufträge. B ezugsquellen  für Lehrm ittel, Apparate usw. Beginn jederzeit.

Dr.Theodor Schuchardt
Chemische Fabrik, Görlitz. 

Wissenschaftliche Präparats, Reagenspapiere.
Sammlungen von 

Elementen, Präparaten, Alkaloiden, Farb­
stoffen, Drogen usw. für den Unterricht. 

Preisliste zu Diensten.

Verbessertes Gabelelektroskopnach Prof. Busch.
IO M  p e r  P a a r .
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,J. E. E vers, A rnsberg in Westf.

Dr. Heinr. König&Co.,
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Polarisations-, Spektral-, 
Projektions-Apparate, Photometer
u. andere Wlssenschaftl. Instrumente

Preislisten kostenlos.

Influenz-Maschinen
A lfred  W ehrsen

Grösste Spezialfabrik  
B e r lin  SO 33.

Liste 10 gratis.
Es w ird höflichst gebeten, sich bei Bestellungen auf die „ U n t o r r i c h t s b l ä t t e r “  zu beziehen.
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Technologie in tfer Schule!
G eb r . Höpfel,Lelirmittelanstal$ 

B e r l in  X \V . 5 , Birkenstraße 76 
Verlag- von K agerairs u. unseren  
technologischen L ehrm itteln.

Achrom atische

S ch u l-jK iik ro sk o p e
erst. G üte hält stets a. Lager
F. W . S c h ie c k

wJSjll Optische Fabrik

A n a ly s e n  - W a s e nmit konstant. Empfindlichkeit, schnell­schwingend, sowie ehem.-techn. Wagen von anerkan nt un ¡ibertroffenerGenaui g- keit, mit div. Neuerungen, vielfach prämiiert, empfehlen 
A. Verbeek &  Peckholdt, Drcsden-A.Lieferanten vieler üniversitäts- und Hochschullaboratorien, sowie von Gym­nasien, Realschulen, Seminaren usw.Vielfach prämiiert! Katalog gratis! Preislisten kostenlos.

Laboratoriums-Apparate 
Demonstrations - Apparate

für Chemie, Physik usw.

D r .  R o b .  H l u e n c k e
Berlin N. W. 6, Luisenstr. 58.

Apparate für e lektrische Strom- 1 
Spannungs- u.Widerstandsmessungenaller Systeme.
K o m p le t t e  .S c l iu l - S c l ia l t t a f e l i i

sow ie  Meßzimmer-Einrichtungen. 
Spezial fabrik elektrischer Meßapparate 

Gans & G oldschm idtElektrizitäts-Ges. in. b. H., Berlin X 05. |

MaxKohl,A.-9.,Chemnitz, SachsenGrößtes Etablissement auf dem Kon­tinent für die Herstellung von 
: : : Physikalischen Apparaten und : : : 
: : : : chemischen Gerätschaften : : : : 
kompl. Laboratoriums-Einrichtungen mit allen dazu erforderlich.Möbeln usw.Man verlange ausführlichen Katalog und Kostenanschläge.

R. W in k e l ,  G ö t t in g e n
Optische und mechan. Werkstatt.

M ik r o s k o p e
von (len nllerfcinsten bis zu den ein­fachen Schulmikroskopen 
----  in erstklassiger Ausliihrung. ----

Preisliste frei und unbcrcchnet.

G U Icher’s  T h e r m o s ä u le n
-  mit Gasheizung.Vorteilhafter Ersatz f. galv. Elemente. 

—- Konstante elektromotorische Kraft. Ger. Gasverbrauch. Holl. Nutzeffekt. Keine Dämpfe. Kein Geruch. Keine Polarisation, daher keine Erschöpfung. Betriebsstörungen ausgeschlossen. 
Julius Pintsch, Aktiengesellschaft, 
Berlin 0 . 27, Andreasstr. 71—73.

R . J u n g ,  H e i d e l b e r g
Werkstätte für 

w is s e n s c h a f t l .  I n s t r u m e n te

M i k r o t o m e
und M ikroskopier-Instrumente

IU.M 1

F r a n z  H u g e r s h o f f ,
L eipzig.

Apparate für den
C h e m i e  -  U n t e r r i c h t .

------- Einrichtung = =
chemischer Laboratorien.

B o t a n i k

in der Schule

Vielfach preisgekrönt U n n a e a  Kataloge kostenlos — Berlin nw 21

G .  L o r e n z ,  Chemnitz. |  

P h y s ik a l. A p para te . |
Preisliste bereitwilligst umsonst. 8

I hi

Botanische Modellein eigener Werkstatt liergestcllt -— - liefert und empfiehlt =====
R .Brenüßl.G runew ald-Bßrlin.

. .. Preisverzeichnisse --

F r . K l i n g e l f u s s  &  C o .
----------------B a s e l  ------------------

-vi -r- Induktorien mit 
Präzisions-Spiral- 
Statfelwicklunq

L e h rm itte l
für den

n a tu r w isse n sc h . U n terr ich t
liefert in anerkannt erstklassiger Aus­führung zu mäßigen Preisen
Wilh. Schlüter, Halle a. S.

werden kostenlos zu gesandt. — Patent Klingelfuss.— Naturwissensch. Lehrmittel-Institut.

O t t o  H i m m l e r  
Optisch - mechanische Werkstätte

M i k r o s k o p e

B e r lin  N  24.

Robert Müller, Glasbläserei
und Fabrik chem.-phys. Apparate 

E ssen-R uhr, Kaupenstraße 40 48 
empfiehlt seine 

I> o p p e lth c r in o 8 k o p c  und 
A p p a r a t e  fU r  s t r a h l .  W ä r m e  nach Prof. Dr. Looser. 

Preislisten gratis und franko.
f

R ich a rd  M ü lle r -U r i,
Braunscliweig. Glastechnische Werkstätte.

P hysikalisch e uni) chem ische 
V orlesungs-yipparate.

Spezialitäten: Elektro - physikalische und Vakuumapparate bester Art.

Ehrhardt & jVietzger Jfachf.
D arnistadt. ■ ..—........

Apparate für Chemie u. Physik.

E. Leitz, Wetzlar
P r  oj e k t io n sa p p  ar a te
¡Mikroskope, Mikrotome 

Mikrophotographische Apparate 
=  Photographische Objektive =
Prism en -  Feldstecher.

A r n o  H a a k ,  J e n a
Carl ZeiCstrafie 12 

G la s t e c h n is c h e  W e r k s t& tte .

T h e r m o m e t e r
und Glasinsfrnmente fiir Wissen- 

sehaft und Technik.Vollständige Einrichtungen. 
Eigene Werkstätten.

Sauerstoff 1 komprimiert 
W asserstoff ¡o leichten 
Leuchtgas | s “ hlz>"ndern
Sauerstoff-Fabrik Berlin, &. m. b.H.

Berlin B. 11, Tegeler Straße 15.

M p ,  Quil i tz Co.
Berlin NW. 40, Hsldestrasse 55/57

Chemische u. physik. Apparate.

V o r z l lg l .  E r w c r b s g u e l l efür Pensionierte, Rentner, Damen ist ein Origlnal-Kaiser-Panorania, dasldeal aller Anschauungsmittel, stereoplast. Urkunden, das Sehenswert, der Erde, <00 Zyklen, grüsst. Archiv der Welt. An 1 Ulid pädag. Anerkenn. 250Filialen. Ca. 2500 ü.. erford. Prosp. gratis.
Ständige M usterausstellung, Besichtigung er­
beten. — B itten  genau auf F irm a zu achtcu! Grosse illustrierte Preislisten. Hort. A. Fuhrmann, Berlin VV, l’assage. Lichtbilder mit Vorträgen leihweise.

*----------------  Es wird höflichst gebeten , sich bei Bestellungen auf die „U n t e r r i c h 1 sh  1 ä 11 e r “ zu beziehen. —  — ...
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Bei Einführung

neuer fehrbücher
seien der Beachtung der Horren Fachlehrer empfohlen

G eom etrie .
F e n k n e r :

Lehrbuch der Geometrie für den mathe­matischen Unterricht an höheren Lehr­anstalten von Prot'. Dr. Hugo Fenkner in Braunschweig. Mit einem Vorwort von Dr. W. Krumm e, weil Direktor der Ober-Realschule in Braunschweig. Erster Teil: Ebene Geometrie.5. Aull. Preis 2.20 M. Zweiter Teil: Raumgeometrie. 3. Aufl. Preis 1.60M. DritterTeil: Ebene Trigono­metrie. Preis 1.60 M.
L e s a e r :

Hilfsbuch für den geometrischen Unterrichtan höheren Lehranstalten. Von Oskar Lesser, Oberlehrer an der Kliuger- Oberrealschulc zu Frankfurt a. M. Mit01 Fig. im Text. Preis 2 51.
W a lt h e r :

Lehr- und Uebungsbuch der Geometrie fürdie Unter- und Mittelstufe mit Anhang (Trigonometrie und Anfangsgrüude der Stereometrie). Von Dr. Fritz Walther, Oberlehrer am Frauzös. Gymnasium in Berlin. Preis 2.520 M mit Anhang.
A rith m e tik .

F e n k n e r :
Arithmetische Aufgaben. Mit besonderer Berücksichtigung von Anwendungen aus dem Gebiete der Geometrie, Tri­gonometrie, Physik und Chemie. Be­arbeitet von Prof. Dr. Hugo Fenkner in Braunschweig. — Ausgabe A (für 11 stufige Anstalten): Teil I (Pensum der Tertia und Untersekunda). 6. Aull. Preis 2.20 51. Teil IIa (Pensum der Obersekunda). 3. Ata.it. Preis 1.20 5t. Teil II b (Pensum der Prima). 2. Aufl. Preis 2.0Ö 51. — Ausgabe B (für Ostuflgo Anstalten): 3. Auii. Preis geb.2 51. — Ausgabe C (für den Anfangs­unterricht an mittleren Lehranstalten): Preis 1.10 51.

P h y s ik .
H e n a s i:

Leitladen der Physik. Von Dr. J. Hetissl. 16. völlig umgearb. Auii. Mit 190 Holz­schnitten. Bearbeitet von Prof. Dr. E. Giitting. Preis 1.50 5L — 5Iit Anhang „Elemente der Chemie“. Preis 1.80 51.
H e t i s s i :

Lehrbuch der Physik für Gymnasien, Real­gymnasien, Oberrealschulen und andere höhere Bildungsanstalten. Von Dr. J. Heussl. 7. verb. Aufl. Mit 487 Holz­schnitten. Bearbeitet von Prof. Dr. 
E. OBtting. Preis 5 51.

Ch em ie .
L e v in :

Meth. Leitfaden für den Anfangsunterricht in 
der Chemie unter Berücksichtigung der 5Iiueralogie. Von Prof. Dr.Wilh. Lcvin. 5. Aull. Mit 112 Abbildungen. Preis 2 51.

L e v in :

H e r d e r s c h e  V e r la g s h a n d lu n g  z u  F r e ib u r g  im  B r e is g a u .
Soeben ist erschienen und kann durch alle Buchhandlungen bezogen werden:

Deistbech, Df. M ., Leitfaden der mathematischen und physikalischen
Rpnnranhip fin' höhere Schulen und Lehrerbildungs-Anstalten. Dreißigste, UDuyi apillb durohgeschcne, und einunddreißigste Auflage, mit 116 Abbildungen, gr. 8° (VIII u. 186) 51 1.60; geb. in Halbleinwand 51 2.—.

| W J i n p r a l  i p n  Mmeralpräparate; geschliffene Edelsteine, Edel- Iv l l l ld  allC I I, steinmodelle, Meteoriten, Metallsammlungen, 
mineralogische Apparate und Utensilien.

( " i p e f p i n p  Dünnschliffe von Gesteinen, Venvitterungsfolgen ICII I Cj von Gesteinen. Bodenarten. Bodenkarten natür­
licher Gesteine nach Prof. A. Geistbeck, geologische Hämmer. 

P a f r o f  C l i n t o n  Gipsmodelle seit. Fossilien, u. Antliropologica, 
C l o M C I l j  Geotektonische Modelle. Sammlungen für 

allgemeine Geologie. Exkursions-Ausrüstungen. Krist. Polyskop. 
K  r \ / o 4 o l l  r v » / 4  e t  11 aus Holz, Glas und Pappe. Kristall- 
r \ l  y b l d l i m u u e i l ü  optische Modelle.
D i a n n c i i f i v p  ^eu Sco'°g'*scüeu und petrographisohen
U / l( t p U O I  II V C  Unterricht, sowie für physikalische Geographie 

(Erdbeben-Serien usw.).
Der neue mineralogisch-geologische Lehrmittel-Katalog (reich illustr.)

No. XX, steht auf Verlangen portofrei zur Verfügung. 
Motooriton, Mineralien und Potrofakteii, sowohl einzeln als auch 
in ganzen Sammlungen, werden jederzeit gekauft oder im 

Tausch übernommen.

D r. F. K ra n tz , Rheinisches Mineralien-Kontor,
Fabrik und Yorlag mineralogischer und geologischer Lehrmittel. 

Gegründet. B o n n  a . R h . Gegründet 1883.

Verlag der J. B oltzeschen  Buchhandlung in Gebweiler.

Soeben ist erschienen und kann durch jede Buchhandlung bezogen werden :

Sammlung graphischer Aufgaben
.....................fü r  d e n  G e b r a u c h  a n  h ö h e re n  S c h u le n . = =

I. M a th e m a tik
von

D r .  A .  W e i l l ,
Oberlehrer am Gymnasium zu Gebweiler.

Preis M 1.80.
Die Aufgabensammlung ist so eingerichtet, daß sie an den ver­

schiedensten Punkten im Unterricht verwandt werden kann. Sie versucht 
durch positive Angaben, eine systematische Entfaltung des Funktions­
begriffs zu ermöglichen.

Unabhängig, einfach, sicher, sauber, ohne Vor- und Nacharbeit, ohne Vor- und Nach- 
entwioklung, also jederzeit im Moment fertig und beinahe kostenlos im Betriebe, ist

„ Mita“=Reform = Licht.
Die beste Lichtquelle nach Bogeuliclit, beinahe Ivalkliclit erreichend, vorzüg- 

: lieh für Unterricht mit Lichtbildern und lUr Laboratorien. = = = = =

Wer mit einer ange­nehmen u. zuverlässigen Lichtquelle von 40facher Vergrößerungskraft in Familie, Schule und auf Reise arbeiten will, for­dere Prospekt und Ge­brauchsanweisung 10 in jeder größeren Handlung Photograph. Artikel oder direkt von

Siegel p u t z i g e r  
fiach j.

Dresden-A. 42.

Meth. Lehrbuch der Chemie und Mineralogie 
für Realgymnasien und Oberealschulen.Von Prof. Dr.Wilh.Levln. Teil I: Unter­stufe (Sekunda des Realgym., Unter- sekuudader Oberrealschule). 5Jit72Abb.Preis 1.40 51. Teil II: Oberstufe (Pensum der Obersekunda u. Prima). Mit 113 Abb.Preis 2.40 M. Teil III: OrganischeChemie. Mit 37 Abb. Preis 1.65 M . ________________________________________________

Hierzu je eine Beilage der Firmen Otto Salle, Verlagsbuchhandlung in Berlin 9  J . D. Sauer- 
Ulnder’s Verlag in Frankfurt a. Mi •  Julius Springer, Verlagsbuchhandlung in Berlin •  B . G. Teubner, 
Verlag in Leipzig, welche geneigter Beachtung empfohlen werden.

Druck von H. Sievers & Co. Nachf., Braunschweig.


