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Verein zur Forderung des mathemntisclien und naturwissenschaftlichen Unterrichts

Tagesordnung der XVIIf. Hauptversammlung zu Freiburg im Breisgau, Pfingsten 1909.

Montag, 31. Mai, abends 8 Uhr: BegriBungszusammenkunft im Gartensaal ,,Zum Pfauen*
(FriedrichstraBe 61, am Nordende des Bahnhofs.)

Dienstag, 1. Juni, vormittags 9 bis 12 Uhr: Erste allgemeine Sitzung in der Aula der Ober-

realschule (Z&hringerstrafle 15.)

Eroffnung und BegriBung. — Geschéftliche Mitteilungen.

Vortrag Uber Darwins Lehen und Wirken.

Diskussion uUber den biologischen Unterricht in den Oberklassen unter be-
sonderer Beridcksichtigung der Sdéhiilerib ungen. Berichterstatter: Bastian
Schmid (Zwickau.)

12 Uhr: Frihstickspause. (In der Turnhalle der Anstalt wird Frihstick bereit gehalten.)

Nachmittags L bis 3 Uhr: Abteilungssitzungen.

Spaziergang uber den SchloBberg. *

Abends 8 Uhr: Festmahl. (Lokal noch zu bestimmen.)

Mittwoch, 2. Juni, vormittags 9 bis 12 Uhr: Zweite allgemeine Sitzung.

Vortrag von GeiBler (Luzern): Methodische Wege fir dauernden Zusammenhang
der Mathematik mit den Ubrigen Lehrféchern.

Diskussion dber die Meraner Vorschldage in der Praxis des mathematischen
Unterrichts mit besonderer Beridcksichtigung der Anwendungen.
Berichterstatter: H. Schotten (Halle a. S.)

Frihstick wie am Dienstag.

Nachmittags 1 bis 3 Uhr: Geschaftliche Sitzung: Kassenbericht. - \Wahl von drei Vorstands-
mitgliedern an Stelle von Lenk, Pietzker und Bastian Schmid. — Daran anschlieBend eventl.
BeschluRfassung Uber eine Verminderung der Mitgliederzahl des Vorstandes. — Bestimmung
des Ortes der nachstjahrigen Hauptversammlung. — Regelung der Beziehungen des Vereins zu

- der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Aerzte*). — Antrag des Vereins-Vorstandes und
Vereins-Ausschusses auf Erhdhung des Mitgliedsbeitrages auf 5 M. — Sonstige geschaftliche Antrage.

*) Yergl. diese Nummer: Vereine und Versammlungen, S. 41.
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Darnach Besichtigung.
Spaziergang uber Lorettoberg nach Gunterstal (Gasthaus Kyburg).
Im Verlauf des Nachmittags wird Herr Univ.-Prof. Dr. Deecke einen vorbereitenden

Vortrag Uber die zwei in Aussicht genommenen geologischen Exkursionen halten.
(Geologisches Institut, Hebelstralo 4011.)

Donnerstag, 3. Juni: Erste geologische Exkursion nach Baden weil er.

Freltag, 4. Juni: Zweite geologische Exkursion an den Kaiserstuhl.
Beide Ausfliige sind auch als touristische und botanische Ausflige zu empfehlen; auBerdem wird fir
Gelegenheit und Fihrung zu anderen Ausfligen in der Umgebung (Fcldberg und Titisee, Héllontal)
gesorgt werden. Teilnehmer, die schon friher hier ankommen, finden auch schon am Sonntag,
30. Mai und Montag, 31. Mai zu groRBeren oder kleineren Ausfliigen ortskundige Fuhrer. An-
meldung an Prof. . T. M&ah ler, DreikonigstralBe 16.

Angemeldete Abteilungsvortrége:
E. Brocke (Zabern): Ueber die Winkel an einer Geraden, die von zwei anderen geschnitten wird.
E. Grimsehl (Hamburg): Bewegliche Wandtafelzeiclmungen im physikalischen Unterricht.
G. Kewitsch (Freiburg i. Br.): Ueber den Ursprung des Sexagesimalsystems.
A. Leiber (Freiburg i. Br.): Ueber spontane Quer- und Langsteilung bei Hydra.
A. Witting (Dresden): Ueber Kleins Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus.

Alle Sitzungen finden in den R&umen der ,,Oberrealschule mit realgymnasialer Abteilung“
(ZzahringerstralBe 15, Haltestelle der Tramhauptlinie) statt.

Zur Besichtigung wird empfohlen: Minster, Rathaus, das neue Lehrerseminar, das neue Friedrichs-
gymnasium und die neue Oberrealschule.

Das Empfangsbureau befindet sich Montag, 31. Mai, 8 Uhr vormittags bis 6 Uhr nachmittags, im
Hotel Post, Eisenbahnstralc 35, an den Sitzungstagen wahrend der Sitzuogszeitcu in der neuen Oberreal-
schule (Zahringerstrae 15, Tramhaltestelle). Einzeichnungslisten zum Festmahl und den verschiedenen Ver-
anstaltungen liegen im Empfangsburcau auf.

Unterkunft in Freiburg.

Da an Pfingsten der Besuch von Freiburg durch Fremde sehr stark zu sein pflegt, so wird darauf
aufmerksam gemacht, dal vorherige rechtzeitige Anmeldung in den Gasthdéfen unbedingt
notwendig ist.

Die Teilnehmer werden gebeten, sieh ihre Zimmer in den gewilinschten Gasthofen direkt selbst voraus-
zubestellen (Postkarte mit- Antwort!).

Die Besorgung von Zimmern in Privathdusern ist wahrend des Semesters kaum erfolgreich.

Allfallsige Anfragen (Postkarte mit Antwort!) wegen Unterkunft sind zu richten an: Prof. .T. Mahler,
Dreikonigstrale 10.

Gasthofe.
In der N&he des Bahnhofes: o
Bahnhofshotel...........cccccooeueeen. Bismarckstralle 3 Z. m/PUTST M
Hotel Continental zum Pfauen FriedrichstraBe 31 Z. . m. F. 3.00—4.00 M
. Europaischer Hof . . . BahuhofstraRe 18—24 Z.2.50-4.00 M; F. 1.20 M
,» Zahringer Hof.............. BahnhofstralRe 2 Z.m. F. 450—5.50 M
s, Posta.... Eisenhahnstrale 35 Z m. F. 3.00 M
, Viktoria... Eisenbahnstralle 54 Z. 250 M: F. 1.00 M
» Roseneck... Fahnenbergplatz 2 Z.m. F. 3.20—3.50 M
. Salinen..... BertoldstraBe 50 Z.m. F. 280—3.00 M
» National... Wilhelmstralle 48 Z mF. 350 M
Beausejour Werderstralle 8 Z. m. F. 350—4.00 M
Barkhotel ..................................... Werderstralle 4 Z. m.F. 400 IM
In der Stadt:
Hotel G af} ...ccccoveuennene. GartenstraBe 6 Z m. F. 250—3.00 M
» Freiburger Hof . KaiserstraBe 130 Z.m. F. 250—3.00 3L
. Hohenzollern . . Urach/GlnterstalstraBe Z. m. F. 2.50—3.00 31
,» Markgrafler Hof . Gerberau 22 Z m.F. 250 M
Romischer Kaiser Kaiserstrale 120 Z. 250 31; F. 1.00 31
Domhotel zum Geist . . Miinsterplatz 5 Z . m. F. 350 31
Hotel Engel ..o EugelstraBe 3 Z . m. F. 350 31
w Kopfo Engclstralic 5 Z. m. F. 280—3.30 31
Wilder Manu . . Salzstralle 30 Z m. F. 250 31

Eine mdglichst zahlreiche Beteiligung von Damen ist sehr erwiinscht.

Wie alljahrlich, wird der Vereinsvorstand sich auch in diesem Jahre an die Unterrichtsverwaltungen
der Staaten, in denen die Pfingstwoclie nur teilweise schulfrei ist, mit der Bitte wenden, daB die Leitungen der
einzelnen Anstalten zu wohlwollender Bericksichtigung der behufs Teilnahme an der Versammlung eingehenden
Urlaubsgesuche angewiesen werden. Nach den bisherigen Erfahrungen darf auf die Gewahrung dieser Bitte
Uberall mit Sicherheit gerechnet werden.

Der Hauptvorstand. Der Ortsausschuss.
Pietzker. Seitli.
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Die Napoleonsaufgabe.
B Beitrag zur Gearetrie s Zirkels
von Carl Herbst, Dipl.-Ing. (Dortmund).

Vor etwa 40 Jahren stellte in Hamburg ein Mathe-
matiker die Aufgabe:

»Den Mittelpunkt eines Kreises zu finden, unter
alleiniger Benutzung des Zirkels und unter Ausschluf}
von Berlihrungspunkten®.

Er gab an, Napoleon |. habe das Problem seiner-
zeit gelost und einer Gesellschaft von Gelehrten vor-
gelegt.

Ob sich das historisch belegen laRt, vermag ich
nicht mit Bestimmtheit zu sagen. Ich konnte einst-
weilen nur in Erfahrung bringen, daf Napoleon in
der Tat haufig mathematische Unterhaltungen fiihrte
und dabei besonders von der Geometrie des Zirkels
sprach.

So heiflt es beispielsweise in den einleitenden
biographischen Bemerkungen desWerkes von Mas ché-
ron i (Géométrio du Compas, par L. Mascheroni;
Traduite de [I’ltalien par A. M.Carette. Seconde
Edition. Paris 1828) unter anderem wie folgt:

pag.Xl. ,,Mascheroni publiaaPavie, en 1797 (1),
la Géométrie du Compas. Cétait dans les derniers
momens du séjour de Bonaparte en ltalie. Le général,
qui accueillait avec plaisir les savans italiens, avait ou
souvent Masclieroni et s’était entretenu plusieurs
fois avec lui de la Géométrie du Compas. Quand la
paix de Campo-Formio fut signée, Bonaparte vint a
Paris apporter le traité au directoire, et lui présenter
les drapeaux de I’armée d’ltalie. Le lendemain de
cette cérémonie triomphale, qui eut lieu le 20 frimaire
an VI (10 décembre 1797), Bonaparte fut invité par
Francois do Neufchateau a une nombreuse
réunion composée de savans et de gens de lettres,
tous membres de I’Institut. «Le général les étonna
tous, dit le Moniteur du temps, par la variété et
I’étendue de ses connaissances».

Lag range et Lapiace faisaient partie de la
réunion, et dans une conversation que Bonaparte eut
avec ces illustres géometres, et particulierement avec
Laplace, il leur fit connaitre la Goométxle du
Compas, ouvrage aloxs tout nouveau et inconnu en
France, en leur donnant la solution de quelques-uns
des problemes qui se trouvent dans cette production
originale. Apres avoir écouté Bonaparte avec attention,
Laplace, qui avait été son professeur de Mathé-
matiques a l’6cole de Brienne, lui dit en présence de
tous les savans réunis autour deux: «Nous attendions
tout de vous, général, excepté des lecons de Mathé-
matiques».*

pag. XV. ,,Mascheroni voulut se passer
de la regle. On a lieu d’étre étonné du grand nombre
de propositions nouvelles et piquantes qu’ il a su
trouver dans un sujet en apparence épuisé. Ses prin-
cipaux théorémes avaient été apportés en Fx-ance par
le vainqueur et le pacificateur de I'ltalie.”

pag. XVI. ,Avant de quitter la Géométrie
élémentaire, nous parlerons .... de la Géométrie du
Compas, due a I'intéressant etmalheureuxMascheroni,
enlevé par le chagi'in que Ilui causaient les malheurs
de son pays au moment oix les succés des années
francaises, commandées par le héros qui le premier
avait apporté'en France les théoremes les plus curieux
de son livre, allaient lui rendre une patrie qu’il honorait
par ses talens.*

Die Napoleonsaufgabe. S. 27.

Hiernach ist es mehr als wahrscheinlich, daR
Napoleon tatsdchlich die vorliegende Aufgabe gestellt
hat; denn sie gehort in der Tat zu den interessantesten
und eigenartigsten, die das 3l1ascheronisehe Werk
enthalt.

Tritt man ohne besondere Vorkenntnisse an das
Problem heran, so drangt sich zunachst der Gedanke
auf, auf der Peripherie des gegebenen Kreises zwei
diametral liegende Punkte festzulegen und deren Ent-
fernung zu halbieren.

Fir das Halbieren des Abstandes zweier Punkte
m und x gibt 3lascheroni finf Konstruktionen
an, die zum Teil in dem IVerke von A. Adler
(Theorie der geometrischen Konstruktionen, Leipzig
1906) angefuhrt sind. Weitere Losungen zeigen Fig. 1
und 2.

Im folgenden wird zur Abkirzung von der
Adlorschen Ausdrucksweise Gelmauch gemacht, wo-
nach der um einen Punkt p mit pa beschriebene
Kreis durch P(A) bezeichnet wird.

In Fig. 1 liefert /i, [jY(3/)] nach dreimaliger Ein-
tragung des Radius v x = m den Punkta auf der Ge-
raden MX, «knra (3/)] ergibt auf x 2\M(A)] den
Punkt 8, kg (8 (3f)] auf Ji) den Punkt ""c, A7(C(A)]
auf kg den Mittelpunkt von m x.

Beweis: Ist (Fig. 3) » der Schnittpunkt von
MX— m Mmit kg, SO ist AmMps ~ mBA, also

MPIMX="MP.:MB= MB:MA= MX:MA— 1:2
und somit p 3littelpunkt von m x. Als Centriwinkel
ist «E;pBc =2 pvmc = 2a, daher p( = 2in *Sina.

Da ebenfalls ac = 2m ssina, so muB in Fig. 1 k7
durch den 3littelpunkt p von m x gehen.

In Fig. 2 stimmt bis zum Kreise « & die Kon-
struktion mit der von Fig. 1 Uberein. Kreis kg1
gibt dann auf ks den Punkt o, s [D(N)] liefert auf
/ig" den 3littelpunkt von wm x.

Beweis: In Fig. 4 ist nach obigem der Schnitt-
punkt p von k6 und m x der 3littelpunkt von wm x.
Folglich ist

ep—ndlmx und n— ~ m 1,

P= j/im2-(Am)2=\ >n115

Fur das eingeti-agene Af-F-System lauten die Gleichungen
von kg und kg :

ks "m(X+ | + & —")2= "2
A7 o/m I "*)2+ {y +v f— m2
Fir x — — ~m ergeben beide Gleichungen
kg und kg schneiden sich also auf der zu x — —~ ni

gehorigen Vertikalen, so da o x — o e wird und in
Fig. 2 ks durch den 3littelpunkt von m x geht.

Die Fig. 5 und 6 zeigen noch einige Varianten zu
Fig. 1 und sind ohne weiteres verstandlich.

3lit Hilfe der fur die Streckenhalbierung auf-
gestellten Konstruktion lat sich nun die Napoleons-
aufgabe wie folgt 16sen: Um einen beliebigen Punkt A
des Kreises k (Fig. 7) wird mit beliebigem Radius q
der Kreis Jfj beschrieben, welcher k ins und c trifft.
Es lalkt sieh dann nach dem Obigen der 3littelpunkt 1)
von sc = s festlegen und der Eckpunkt e des Recht-
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"eeks ap'cis bestimmen. Ferner |48t sieh AL Uber ce
beschreiben, der von kg [A01)] in r getroffen wird.
kv mit dem Durchmesser e ¢ schneidet im allgemeinen
k in zwei Punkten ¢ und 1. Einer von diesen, in
der Figur Punkt 1 , ist der Schnittpunkt der Sekante c e
und des Kreises k. — Zum Beweise werde zuné&chst
angenommen, 11 sei nur der Schnittpunkt von c e und

A'[; dann ist:,
«FeHE = cre = 90° folglich:
EF2- elimec, dh.ea-= EIL mEC.

Da ea Tangente von «k, ec die ganze Sekante, so
muf hiernach e v der &uRere Sekantenabschnitt sein
und v auch auf k liegen. Da ferner -;cscH — 90°
so ist 8 H ein Durchmesser von k, dessen Halbierung
den gesuchten Mittelpunkt o und den Radius r liefert.

So ist d<r eingangs aufgestellte elementare Ge-
danke folgerichtig durchgefiihrt worden. — Von einer
Ausfiihrung der Konstruktion soll hier Abstand ge-
nommen werden, da das Verfahren infolge seiner
Kompliziertheit wenig zeichnerisches Interesse hat und
von anderen weit in den Schatten gestellt wird. Es
mag genilgen, die Aufgabe theoretisch geldst zu sehen.

p ist die einzige angenommene GroRe, das Ver-

héltnis - ist ausschlaggebend fiir die Gestaltung der

Figur. Fir die Determination kann die Lange r nicht
unmittelbar herangezogen werden, denn sie ist der
Aufgabe nach unbekannt; man ist daher auf die Be-
nutzung abgeleiteter GroRen angewiesen. Eine solche

ist z.B. das Verhaltnis SO. Soll die Konstruktion

moglich sein, so mufl3 zunachst die Bedingung

Vi- ta> i f 2
erfullt werden; ist weiterhin VI —vr > 0,87855, so ist

der zu benutzende Sekantenpunkt der untere Schnitt-
punkt von kg und k. FOr ) 1—u- < 0,87855 ist der

obere Schnittpunkt zu verwenden, fir ) 1—it2= 0,87855
beriihrt A4 den Kreis k. — Eine andere verwendbare
abgeleitete GroRe erhalt man durch Bestimmung d2es

Punktes 5 und durch Messung von A J— p = —

Fihrt man ein , o lassen sich obige Bedingungen

schreiben: y>] 2 und v A 1,7571. — Im (brigen soll

hier des beschrankten Raumes wegen die Wiedergabe
der einzelnen Determinationen unterbleiben.

In Erweiterung des bisherigen Ldsungsprinzips soll
nun die Festlegung von zwei auf einem Durchmesser
liegenden, gleichweit von 0 entfernten Punkten ge-
fordert werden. Dann gelangt man zu dem durch
Fig. 8 gekennzeichneten Weg. Der um a mit p be-
schriebene Kreis Aj liefert aufk die Punkte 8 und c.
Der Kreis AL[D (A)] ergibt auf Axe und r. Der
Mittelpunkt von e r ist der gesuchte Mittelpunkt
von k. — Denn es ist:

pP2= 2mr= [2m wcosal2 also r —2m wC0S2a = .40.
Die Konstruktion ist in Fig. 9 durchgefihrt; fir die
Streckcnhalbierung ist das Verfahren nach Fig. 1 zu-
grunde gelegt.

Geht man von den bisherigen Grundgedanken bei
der Ldésung ab, so findet man weit elegantere Kon-
struktionen. Die Beziehung o-— r wp liefert fir ein
gewahltes o zu einem bekannten p das gesuchte r als

Unterrichtsblatter.
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3. Proportionale, p ist nach Fig. 7 und anderweitig
konstruierbar (s. unten). Fir Auffindung der 3. Pro-
portionalen kann die von Mascheroni aufgestellte
Konstruktion benutzt werden (3laseheroni, S.95),
s. Fig. 10, die ohne weiteres verstandlich ist. Als
Pcripheriewinkel ist

1 D E

2>
also Q-=p -DE —DE —
Fur die 4. Proportionale gibt 3lascheroni (S. 99)
ein anderes Verfahren an; bei gleichen Innengliedern
entsteht daraus die aus Fig. 11 und 12 ersichtliche
Konstruktion. Inheiden istJ3C= p, co — @ .DE — p

und BE — —= r.

) \
Denn es ist:

-7TpAaeE — *:cas, mithin «= g,
Asac~ BEA, alsOp:o — g:BE UNdBE = r;
e liegt auf der Geraden sc. Eine Anwendung von

Fig. 11 zeigt Fig. 13. In dieser ist

AC—EF—p,AD:BE: =p,BG — r.

3lascheroni gibt folgende Konstruktlon (Fig. 14):
Kreis k 1 um a ergibt nach dreimaliger Eintragung
von p den Punkt o« Es wird dann b c= ae ge-
macht und AL[A(A)] beschrieben, der A4in Aschneidet.
8 F ist der gesuchte Radius r. — 3lan erkennt sofort,
daR 3lascheroni (beraus geschickt die 3. Pro-
portionale benutzt. Abgehend von dem 3laschcroni-
scheu Beweis findet man fir die Konstruktion die
folgende Begrindung: Es ist

Dc3p~£ BFf—FVrfffr

P
An Hand von Fig. 15 erhalt man noch folgenden, in
sich geschlossenen analytischen Beweis: Es ist

= 2p-sm1—q- p= 2r wsin 1 P
p— - — = 9psih-Llm also M §A ——-1-1—.
¢ -Sin—i;>

Zu einerweiteren Losung dieser Art fiuhrt Fig. 16.
In dieser ist, wie vorher auf Aj, der Punkt o fest-
gelegt worden. Es ist dannce — FE — b B — p ge-
macht und kg [A(C)] beschrieben, der Axin 1 schneidet.

Zieht man die Gerade ce und die Ubrigen, so findet
man folgende Beziehungen:
Acecr—cre, CG'.q=p :p, cG = —= .

P

Da ec:aAe=ac:cc und mEcea — acc, SO ist

A cea —acc undac = cc = r, demnach ¢ 3littel-
punkt von k. Es ist noch
. p aSina
HG = 2p-Sin«, HE sing -
2 pesin/?
also: He P 1, 116 = HE.

H E p
So entsteht die Konstruktion Fig. 17.
Fig. 18 zeigt eine andere Anwendung des Ver-
fahrens von Fig. 10. Es ist

E J = -~ =g, ¢
A D p

DaeJsitaL aA-eF, soistaL — “~r. Die symmetrisch

liegenden Kreise kg [e (4)] und A6[R(A)] schneiden
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sich folglich im gesuchten Mittelpunkt o wvon «.
Fig. 19 stellt die so liergeleiteto Konstruktion dar. Sie
wird einem franzoésischen Ingenieur Descube (1885)
zugeschrieben und findet sich bei Adler auf S. 119.
Ein fir sieh geschlossener Beweis ist noch folgender
(s. Fig. 20):

p2= ALF2—AO wp — AC-= p mr, AO = r.

Die hier gegebene Ableitung der Des cub eschen
Konstruktion zeigt die Uebereinstimmung des Grund-
gedankens mit dem von 3lascheron i, trotz auRer-
licher Verschiedenheit der beiden Konstruktionen.

Im AnschluB an das Verfahren von Doscube
gelangte ich noch zu einigen anderen L&sungen, die
scharfere Schnittpunkte liefern, im wesentlichen aber
als Varianten zu Fig. 19 anzusehen sind.

So finden sich beispielsweise in Fig. 21 die Kreise
von Fig. 19 wieder. Statt des Kreises kg tritt jedoch
liler der Kreis k-t ¢ (nj). — In Fig. 22 kommen noch
N7 und ks zu den Descub eschen Kreisen hinzu.
Der Beweis ergibt sieh au Hand von Fig. 23. — Die
Gleichungen von AL und « a lauten:

| G (yEne = @
H (X _pf,r —m)2= O
Es ist
p “
m= TR y- 2:-tp=llt7l—M= 4p2_
i
q:|p2—n2 :vaY
20 4- i
rur y — nzr—Wﬂ'dy—-n= 2,V.-in:
und aus L
r- 1 _
xi+a=j/Q-—4:2. 40“'“; =p —
aus 11:
Bp - _\:5.-"2=2 — Di=p _
Also hat der Schnittpunkt ¢ von AL und kg die Ordinate
20V ... . 2Nn—r
vii= - o + Galler 'vml: — r— " nt -
2 R
AD—!/,,—2ii—uj=—n r=ii.j— r.

Somit gellt « 7 durch den Olittelpunkt o, ebenso wie
der frihere Kreis «,;.

Eine weitere Variante ergibt sich aus folgendem:
Fig. 23 liefert die Gleichungen von k1 und kg in der
Form:

1) K i r”+ g = pi
2) Kg =/- (*-p  -+-0[e-»*)* =
FOr i — r -j-x | 3= 2m f-x ] 3 wirdaus 1)
4x.F-4in--f-4 inx } 3= p2und aus 2)
®—p)1+ 0»4-x 13)-= p2
4 do-—2x1p-—in-42.nx j3= p2
2w-{-m|3= | P2—n-
4z- 4ui") 3—}—4in- P-,
Jij und kg ergeben demnach fir y — r -(-x ] 3 das-
selbe x, mithin auch dasselbe y. Daher wird v o — 2x,
wodurch die Konstruktion Fig. 24 bewiesen ist.
Der Punkt 1 148t sich noch auf andere Weise be-
stimmen, wie das in Fig. 25 angegeben ist. Den Be-
weis ersieht man aus Fig. 26.
Fur das gewahlte System wird
Kx [ x--1-8 = ox =

K> (¢ Pozl S|l (y- 61t - ol

rwlp — r- o,

Unterrichtsblatter.

Jahrg. XV. No. 2.

Also: «x- B = 02¢7 - x| 3): r *p2, yi,, X,y 1 3. r,
das beiBt 0 ist Mittelpunkt von «.

Bekanntlicli 14t sich nach dem Prinzip der
reziproken Radien jede aus Geraden und Kreisen be-
stehende Figur umwandeln in eine solche, die nur
Kreise enthalt. In diesem Sinne bieten die angegebenen
Konstruktionen nichts Neues. Die Arbeit zeigt aber
den inneren Zusammenhang der beiden bisher be-
kannten Konstruktionen von 3laseheroni und
Descube; sie zeigt Uberdies, wie mannigfach sich die
vorliegende Aufgabe lésen lait, darf daher auf einiges
Interesse rechnen, wiewohl die einzelnen Entwickelungen
ganz elementar gehalten sind.

W eiteres lUber Funktionalgleichungen
in der Elementarmathem atik.

Von Dr. A. Wendler (Minchen).*)

Die Funktionalgleichungen, auf welche man bei
Behandlung eines Problems gefuhrt wird, treten meist
in Form von Differentialgleichungen auf oder lassen
sich auf solche zuruckfuhren.

Diesen Funktionalgleichuugen kann man solche mit
»begrindeter Form* gegenlberstellen, d.h. solche, bei
denen es der Natur des Problems entsprechend mog-
lich ist, von- vornherein spezielle Ansatze zu formu-
lieren (algebraische Ausdricke z. B. mit einer endlichen
oder unendlichen Anzahl von Gliedern) und die in den
betreffenden Ausdriicken vorkommenden Konstanten
etwa nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten
zu bestimmen.

Die elementare Ableitung der Reihen fur log(l-j-;e)
usw. geschieht ja bekanntlich auf diese OVeise.

Weniger Beachtung scheinen nun bisher diejenigen
Funktionalgleichungen gefunden zu haben, bei denen
die Losung in geschlossener algebraischer Form mdog-
lich ist, wie ich dies an einigen Beispielen aus der
Elementarmathematik in einem friheren Aufsatze dieser
Blatter versucht habe (Jahrg. X1V, Nr. 3, pag. 53). —
Diese Beispiele bezogen sich u. a. auf die Grundformel
der spharischen Trigonometrie, die Berechnung der
Rechtecksflache aus den Seiten, den Proportionallehr-
satz, den Pythagoreischen Lehrsatz und einige Fonnein
aus der abzahlenden Geometrie. — Zur Bestimmung
der unbestimmten Koeffizienten dienen vor allem die
Spezialisierung der Variablen und gewisse Invarianz-
eigenschaften bei symmetrischer und zyklischer Ver-
tauschung, wéhrend bei der Aufstellung des Funktional-
ausdruckes selbst der Begriff der geometrischen
Dimension in erster Linie Fingerzeige gibt.

Einige neue instruktive Beispiele mdgen das noch
weiter erlautern:

I. Der Sehnensatz.

Durch die 3 Punkte
4,8, ¢ in Fig. | st
ein Kreis eindeutig fest-
gelegt und ebenso durch
ihn die Strecke sp = y.

3lau kann somit
(1) y—f(u,x,v) setzen.
Dabei muB f(u,x,v)
von der- 1. Dimension
sein, kdnnte also die

C Fig. 1 Form haben

% S. Unt.-Bl. XIV, S. 53.
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(2) 1=zau bx -\-cv oder die Gleichung auf das rechtwinklige Dreieck anwendet,
(B) y=iauvza+ bx2-{-c«24-dux-»euv f-g vx. denn bxyq (90) — - xy.

Setzt man z. B. in (2) x — 0. so wird y — au, wahrend
ir dann in Wirklichkeit ganz willkirlich werden mufte.
Der durch die Annahme (2) verursachte Widersprach
kénnte noch auf anderem Wege naehgewiesen werden.
Ganz analog kann die Unzulassigkeit der Annahme (3)
nachgewiesen werden. Setzt man aber, um fur y
wieder einen Ausdruck von der 1. Dimension zu er-
halten,

au--}-bx--j-ch-j-dux euv-|-gvx
n pu * gx -(- r v
so ergibt sieb fur x = 0, v— 0:
au2 n
y p i p ’
somit die Unbestimmtheit von y durch die Annahme
a= 0,p = O;furx:O,u—OWird
Cv2 C
y rv r

unbestimmt durchc — 0, r — 0.

3lan hat' also i - bxzﬁ—“-f--;-_;-f--v—_Alg_A—x (5),
Diese Gleichung muR auch die speziellen Falle um-
fassen, wo a8 Durchmesser und co darauf senkrecht
ist und den noch spezielleren Fall, in dem

X = y= mn— v — IC

ist. Fihrt man diese Bedingungen in (5) ein, so er-
halt man ¢ — b-\-d-\-c-\-g usw. Bedenkt man, daB
fir v=y auch v — x wird, so kann mau b -|-d — 0
entnehmen.

) _ 4 - »
Man hat also jetzt // = brz—bu xEreay o (6).
(e -j- ff) x

Es muB ferner mdglich sein, x mit y zu vertauschen,
ohne dalR dadurch v und v gedndert werden. Also
besteht neben (6) die Gleichung

Toobyz—buyo-euv. gvy (6", somit auch:

(et u)U i
bx2—bux-\-gox — bg2—hbuy -]J-ffVvy

oder b (it—y —x) — gv (7). Da diese Form nach
dem Uber (2) Gesagten alsAbhangigkeitsbedingung
nicht bestehen kann, somuR b= g — 0 sein. Man
hat also in (6)...

euv uv

ex X
Der Sehnensatz a3t sich somit ganz aus dem Wesen
des Kreises heraus ableiten ohne Zuhilfenahme der
Satze Uber Peripheriewinkel und der Aehnlichkeit im
besonderen.

Analoges war bei der Ableitung des Pythagoreischen
Lehrsatzes zu bemerken, wo es ebenfalls nicht notig
war, weiter abliegende planimetrische Zwischensatze
anzuwenden, die (berhaupt erst nach Zeichnung von
Hilfslinien sich darbieten.

Il. Flacheninhalt des Dreiecks.

Es ist (Fig. 2) s — fix, ff,z), indem das Dreieck
aus 2 Seiten und dem eingescblossenen Winkel be-
stimmt ist.

Setzt man nun

f= « '<l)+ bXi)mf ) -f- Cif2mq, (2),
so muB dieser Ausdruck, wenn x kleiner und Kkleiner
wird, ; aber konstant bleibt, verschwinden; desgleichen,
wenn bei konstantem : y zu Null wird; d. h. es muR
0 sein.

a— ¢c=

Also T=b mxxj-(p()= 1xy , wenn man

Ferner ist (Fig. 3)

Fig. 3.
1 a(z) 1 q (90—2)
2 “w "i7(90) ~ 2 Bw 7 W oder wegen
< (2) sin (2)

Dsinz: qT%@O—Z{_Sm(QO—""z f

Es ist somit < (z) = sinz, also v —

u—w sm(90—z),, « =
Xysmz.*)

IIl. Das Brechungsgesetz.

Wenn man in der Physik von Funktionalgleichungen
redet, denkt man wohl ausschlieBlich an Differential-
gleichungen.

Als ein Beispiel einer Funktionalgleichung im
eigentlichen Sinn kann die D’Alembertsche Gleichung
fir das Kréafteparallelogramm gelten (s. den friheren
Aufsatz).

Das Brechungsgesetz, dessen rein induktive Ab-
leitung bis auf Snellius herauf so grof3e Schwierig-
keiten bereitet hat, kann offenbar auf Grund der
Fig. 4 duroh eine Gleichung r (x,y, »0)= 0 aus-

Fig. 4.

gedruckt werden, wenn «)2 die mit der Natur der
Medien sich andernde Variable ist, homogenes Licht
vorausgesetzt. 3lan kann sich namlich x und y will-
kirlich gegeben denken und dazu ein 3ledienpaar, das
dem durch a und & bereits fcstgelegten Strahlengang
entspricht, In «i2—+{x,y) sind also x und y von-
einander unabhéngige Variable. Um die Natur der
Funktion ¢ durch eine Funktionalgleichung mehr oder
weniger vollstandig zu bestimmen, muf3 man natirlich
irgendwelche Eigenschaften des Lichtes zur Voraus-
setzung wéhlen. Nimmt man nun die Umkehrbarkeit

e

£ ae
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des Lichtstrahls als Erfahrungstatsache au, so muR
offenbar n2i — f (>1,x) sein, wo w21, da es vom gleichen
Medienpaar abhangt, offenbar eine Funktion von ni2
ist, d. hi «21- tp («i0), somit:

(1) f (2 x)— P(fOLY)m

Da wir hier die Methoden der Differentialrechnung
ausschlieBen, so ist die Funktionalgleiehang (1) auf
direktem Wege zu l6sen, indem man fir ¢ (a,y) eine
passende Annahme macht.

f(x,y) — a@,y)j Wo a eine symmetrische Funktion
der Werte und wobei o (a) = o ist, wirde zwar die
Gleichung befriedigen, entspricht aber nicht der Tat-
sache, daB zu y. wenn es im Medium 1 lage, im
Medium 2 ein x y gehdren miBte, indem Medium 2
als das dichtere vorausgesetzt ist.

Setzt mau aber

oy W)
2) /m(«,?/) = iy
so wird (1) befriedigt, wenn man ¢ («) = -- annimmt.

Ein Widerspruch bei der Annahme (2) mit den Er-
fahrungstatsachen 1aRt sich zunachst nicht auffinden.

- 1 .
= _I und das Gesetz wirde lauten:
"o

(3) F = nr>-

* W
Da erfahrungsgemall x =

Es ist also

F (sin 0)
F (sing)
0 und y ; :0 ein zusammen-

gehoriges Wertepaar ist, so hat man F-v;‘o)—«lzf[]r

jedes Medienpaar; es mu3 somit r (0)= 0 sein.

Denkt man sich nun ein bestimmtes Medienpaar,
also 412 konstant, so muB zu jedem x bei der ge-
wohnlichen Brechung ein y eindeutig sich bestimmen
lassen; es liegt also nahe, r(ic) — ax-\-b zu setzen,
somit wegen r (0)= 0, auch s = o.

Das Gesetz hatte somit die mdgliche Form

X oo siDu
M s YT smee
Sache des Versuches ist es nun, das Gesetz zu prifen.

IV. Die Pendelformel.

Die Bedeutung der Fuuktioualgleichungeu fir die
Ableitung von physikalischen Gleichungen zeigt sich
besondere da, wo es mdglich ist, mit Vorteil sich der
physikalischen Dimensionen zu bedienen. Die unmittel-
bare Anschauung lehrt z. B. sofort, da3 die Schwingungs-
dauer + eines mathematischen Pendels abhéngig sein
mufl von der Pendellange /. dem Ausschlagswinkel a
und einer die Erdanziehung ausdriickenden GroRe, also
moglicherweise dem Gewicht G= m g des schweren
Punktes; also t= f (,a, M mg), bezw. t= 1 (f,m - g),
wenn man bei der Beschrankung auf kleine Winkel
von der Tatsache des Isochronismus Anwendung macht.
Durch Einsetzung der DimensionsgroBen findet man
somit:

(1) 71 M

Man sieht hier auf einen Blick die Invarianz hinsicht-
lich der Masse, ferner dafl diese Funktionalgleichung
erfullt wird, wenn man

setzt.

SR

f(x,y)= cuj/ svin ist-

Es resultiert somit:

Unterrichtsblatter.

Jahrg. XV. No. 2.

@) t= ¢
Bei groferen Flongationen hatte man auller ¢ noch die
Natur einer Funktion « (a) in der Gleichung

o (9)

zu untersuchen. Aus (1) allein wirde nun freilich
nicht hervorgehen, welche LineargroBe in die Formel
eingeht, ob die Pendelldnge selbst oder eine andere
von | so abhdngige 1, daf v = ip(1) eine algebraisch
eindeutige Funktion von der 1. Dimension ist, also z. B.
Héhe oder Basis in dem durch die beiden extremen
Lagen des Pendelfadens bestimmten gleichschenkligen
Dreieck. Diese Fragen beantworten sich leicht durch
Beachtung des tatsdachlichen Schwingungsvorgangs.
Was also hier eine Gleichung von der Art wie (1)
leisten kann, ist naturgemaBR nur die Feststellung der
maoglichen Form des Gesetzes, sowie die Aufdeckung
von Analogien mit physikalischen Gleichungen, welche
der namlichen Dimensionalgleichung (1) genligen, wie

T

z. B. mit der Wegformel s = Jj, « - der allgemeinen

gleichférmig beschleunigten Bewegung. Man wiirde also
so, wenn dies nicht schon von einem anderen Stand-
punkt aus mdoglich ware, auch auf diese Weise auf
den Zusammenhang der Pendelbewegung mit dem
Fall auf der Schiefen Ebene gefiihrt.

Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes und
der Trigonometrie auf die Beweise und Ableitungen
von stereometrischen Lehrsédtzen.

Von Prof. Dr. Chr. Schmehl in Darmstadt.

1. Vorbemerkung.

In der Stereometrie gibt es eine Anzahl von Lehr-
satzen, die gewohnlich mit Anwendung der Satze von
der Inkongruenz zweier Dreiecke bewiesen werden. In
vielen derartigen Féllen lassen sich solche Satze mit An-
wendung einfacher trigonometrischer Formeln beweisen,
und zwar ist diese Beweisfiihrung einfacher und scharfer
als jene. Da die mir bekannten Lehrbicher da-
von keinen Gebrauch machen, so kann ich annehmeii’
dall diese Methode nicht allgemein bekannt ist. Es
mag dies vielleicht davon herriihren, dal es in friheren
Zeiten Ublich war, die Stereometrie vor der Trigono-
metrie durchzunehmen, wodurch naturgemal? die An-
wendung der letzteren ausgeschlossen war. Auch der
pythagoreische Lehrsatz kann oft zu solchen Beweisen
eine zweckmaRige Verwendung finden. Wenn ich im
Nachstehenden eine Anzahl von solchen Sé&tzen zu-
sammenstelle, so kann ich dabei auch auf eine einfache
Beweisflihrung von Satzen hinweisen, die herkémmlich
in mitunter recht umsténdlicher Weise bewiesen werden.

2. Der Neigungswinkel einer Geraden
gegen eine Ebene.
Vor. 1. pPQ +tM X .
2. p1i nichtJ_wmx. also ppqQ = a ist der Nei-
gungswinkel der Schiefen r1i gegen die
Ebene ™ x.
3.0 s+ 1is.
Es sei -sipt1is= y und <siogrs$ = g. Dann ist
0-= b-+ y-
y* 4+ z*~a?
17= 2-f 2

*%Vergl. auch Mach, Die Prinzipien der Mechanik.
Kap. 11.
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ar + y°-+ + = 1?2 + y2+ a2 + C2+ C2
y2+ -2+ N-y- + r+ 2
W= i2+ c2
Daher ist p s P ein rechter Winkel.

C

eosy= —=

Ferner ist
c h 5

B = COSp *COS«
) a

a
oder COSYy= COSa =mCOSR *).

Mit Hilfe dieser Formel konnen folgende Satze
bewiesen werden :

a) Der Neigungswinkel a
als der Winkel 3.

Beweis: Wenn ein echter Bruch, cos«, mit einem
anderen echten Bruche, cose., multipliziert wird, so
wird das Produkt cosa coss (= cosy) Kkleiner als der
Multiplikand.

ist kleiner

Beispiel: Ez 2 -—51

Also ist cosy <p COS 3,

folglich y~> a.
b) Wenn der Neigungsschcnkel*) einer
schiefen Geraden auf einer durch den
FuBunkt der Schiefen in der Ebene ge-

zogenen Geraden senkrecht steht, so steht
auch die Schiefe auf dieser Geraden senk-
rech t

Vor. g = 90°.
Beh. = 900.
Beweis : cosy — cos«ecoss = c0sa s0= 0, also
y —=90°.
c) Wenn zwei durch den FulBpunkt der
Schiefen in der Ebene gezogene Gerade

mit dem Neigungsschenkel gleiche Winkel

bilden, so bilden diese Geraden auch mit
der Schiefen gleiche Winkel.
Vor. gi= g2
Beh. 'fj= ya2.
Beweis: c0S —C0Sa mCOSsy uUNd COSy2= COSa m
cosczm Da cosst— cosgz ist, SO ist cOSy1= COSy2,

also y» —yo.

d) Je grofRer der Winkel ist, den eine
durch den FuBpunkt einer Schiefen in der
Ebene gezogene Gerade mit dem Nei-
gungsschenkel der Schiefen bildet, desto
groBer ist der Winkel, den diese Gerade
mit der Schiefen selbst bildet.

Vor. g2> g v
Beh. y2 > yv

Beweis: c0Sy1 — COSa mCOS®1 und COSy2 —
cos«- coss2. Nun ist cossg., cos /71, und daher auch
cos J2 cos /1, also y2 yv

Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes und der.Trigonometrie. S.
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e) Der groBte von den Winkeln,
eine Schiefe mit Geraden bildet, die durch
-ihren FuBpunkt in der Ebene gezogen

werden, ist der Nebenwinkel desNeigungs-
winkels.
Beweis: Die -Richtigkeit folgt aus dem vorher-
gehenden Satz. Der griufite Winkel ¢ ist ein ge-
streckter, und dann ist y= 180°—a. Oder: cosy —
cosa *coss wird am kleinsten, wenn cos/? am Kleinsten
ist, d.i., wenn cosg = — 1 ist, also s — 180°. Dann

ist y= 180» —a.

3. Lange einer zu einer Ebene gezogenen
Schiefen.

Eine von einem Punkte auRerhalb einer
Ebene zu dieser gezogene schiefe Gerade
ist um so grofRer, je weiter ihr FuBpunkt
von dem FuBpunkte der von dem Punkte
aus gezogenen Senkrechten entfernt st
(und umgekehrt).

Vor. 1. po ! MmN
2.05>0QR
lieh. ps>pTt.
1. Beweis: psa= PQ--\-Qs- und P ifi— PCf-\- QI{\
daos>qB, SOiStPs>rpii.

2. Beweis: tang«="-|, tang/?=-"; daqQs>qRr,

so ist tanga<Mang/?, also a</>m Ferner ist sina =

P . P O . . .
]i)und sin/?= ;daa<a~g, so ist sina< sin/f?
Joli

und daher ps > pPJL
Zusatz. Je groRer eine Schiefe ist, um so kleiner
ist der Neigungswinkel derselben gegen die Ebene.

4. Langste und kiurzeste Seitenlinie eines
schiefen Kegels.

Derjenige Achsenschnitt eines schiefen
Kegels, der auf der Grundflache senk-
recht steht (also durch die Hdéhe geht),
enthalt die langste und die kirzeste
Seitenlinie des Kegels.

Fig. 3.

den
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1. Beweis: Eine beliebige Seitenlinie des Kegels,
z.B. ps = s, kann aus der Achsen, dem zugehdrigen
Halbmesser r und dem von . diesen eingeschlossenen
Winkel « nach dem Kosinussatz berechnet werden. Es
ist s-— a--|-r-—2ar coOsa. s- wird am Kkleinsten,
wenn 2ar cos«, d. h. cosa am grofRten ist. Dies tritt
ein, wenn a der Neigungswinkel der Achse gegen die
Grundflache ist. Dann liegt aber die Seitenlinie 8 s in
dem senkrechten Achsenschnitt, s2wird am gréf3ten, wenn
2ar cosa, d. h. cosa am kleinsten wird, d. h. wenn a
am grofiten wird. Dies tritt ein, wenn a der Neben-
winkel des Neigungswinkels ist.

2. Beweis: Der Fufpunkt der Héhe cs— n, C
hat den kleinsten Abstand s c¢ von dem Umfang der
Grundflache und den gréften Abstand .1¢x von den-
selben, da ¢ auf der Verlangerung eines Durchmessers
liegt. Daher ist nach 3. 8 s die kirzeste und A s die
langste Schiefe von dem Punkte s nach Punkten des
Kreisumfanges. Dies gilt auch, wenn der FufRpunkt
der Héhe auf den Durchmesser A & selbst fallt.

5. Der Neigungswinkel zweier Ebenen.

Konstruktion. Man fille von einem beliebigen
Punkte der Ebene | ein Lot pq auf die Ebene IlI,
falle von dem FuBpunkte desselben @ ein Lot auf die
Durchschnittslinie der Ebenen e u und verbinde den
Punkt 1+ mit 8, dann ist piiQq der Neigungswinkel
der beiden Ebenen.

Beweis: Es ist zu beweisen, dall pr auf der
Durchschnittslinie der beiden Ebenen senkrecht steht.
Mau verbinde einen beliebigen Punkt  derselben mit

p und q. Dann ist
PSS= PQP+QS-
PQ-+QB2— PI112
QS2= QU -hRS-

PS2+PQ2+ Q R2+ Q S2=PQ 2+ Q S2+ IR-+ QR 2+ R Ss
PQH-QB-+ @s2=pPQ2+ Qs2+ QR 3
PS2=PR2+ RS2
Daher ist PRS ein rechter Winkel.

Anmerkung. Diese Konstruktion, die vielfach ge-
braucht wird, z. B. in der Theorie der dreiseitigen
korperlichen Ecke und besonders auch in der dar-
stellenden Geometrie, wird nur in wenigen Lehrbichern

Unteerichtsblatter.
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Beweis: (Fig. 5). Es sei ms:Boc=a und aoc
— b und a»> b. Man fille von ¢ das Lot auf die
Ebene Aos, co und ziehe b e | o8 undborF J_oa
und verbinde e und F mit ¢. Dann sind crFp = a

Fig. 5.
und ceo — & die Neigungswinkel der betreffenden
Flachenwinkel, und es ist zu beweisen, daRl a 3. Es

R . EC . F.C . .
ist sina— und sin6=-""; da«>i, so istec~>
ocC ocC’

. . DC . DC
Fc. Ferneristsina — — und sing — *=-; da rc
nece a,G

Ec, SO ist sina O sin/?, mithin «O &.

b) Die Summe zweier Seiten einer drei-
seitigen korperlichen Ecke ist groBer als
die dritte Seite.

Dieser Satz wird in den Lehrbichern ziemlich
umstandlich bewiesen. Ein Beweis ist eigentlich nur
notig fur den Fall, dal die dritte Seite die grofite der
drei Seiten ist. Wenn man aus drei ebenen Winkeln
(Kreissektoren) eine dreiseitige kdrperliche Ecke bilden
will, so ist dies nicht mdglich fir die Falle, dal die
Summe der beiden Kkleineren Winkel gleich dem
dritten Winkel oder kleiner ist als der dritte Winkel.
Daraus ergibt sich ohne weiteres die Richtigkeit des
Satzes.

c)Die Summe der Seiten einer drei-
und mehrseitigen korperlichen Ecke st
kleiner als vier Rechte.

Auch dieser Satz lalt sich dadurch veranschau-
lichen, daB man drei oder mehr ebene Winkel
(Kreissektoren) aneinanderlegt. Wenn diese 4 r be-
tragen, so fullen sie die ganze Ebene aus. Eine kdrper-
liche Ecke laBt sich nur dann aus solchen Winkeln
bilden, wenn von den gegebenen Winkeln ein Teil
weggenommen wird.

7. Je kleiner der Abstand eines
kreises vom Kugelmittelpunkte ist, desto
groBer ist der Kreis.

erwahnt. Einen Beweis dafur habe ich noch nirgends
gefunden.
6. Satze Uber die dreiseitige korperliche
Ecke.
a) In jeder dreiseitigen korperlichen

Ecke liegt der groRBeren Seite der grdlRere
Flachenwinkel gegeniber.

Kugel-
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und m e
groRer
M F
HIJ
Mithin

Beweis: Wenn m e J_AaB, ME J_cD
< ™ F ist, so ist zu beweisen, dal oj= e

% als 0,= #w- Ls ist sina — ':A—;—und sing =
also nach Vor. sina<”sin/? und daher a< ~s.

ist cos « = i’ﬁ) groBer als cos alsoe s >FopD .

Zusatz. Der Badius q eines Kugelkreises wird am
groRten, wenn a am kleinsten ist (weil dann cosa am
groBten ist). Der kleinste Wert von a ist Null Grad;
in diesem Falle ist der Radius gleich dem Kugelradius,
und ein solcher Kreis ist ein groRter Kreis oder
ein Hauptkreis.

8. Der kiirzeste Bogen zwischen zwei
Punkten auf der Oberfldche einer Kugel.

a) Hilfssatz. Das Verhé&ltnis des
eines Winkels zu dem Sinus eines kleineren

Winkels ist kleiner als das Verhéaltnis des
gréReren Winkels zu dom kleineren Winkel.
Vor. ¢ a
Beh. U/
sina
Beweis: Wenn g = 2a ist, so ist
sine._ 28IN2CS2 - 5 cosa und "
SN a SIN a a
2 cosa ist aber kleiner als 2. Wenn g — 3a ist, so ist

sin3a_ 3sina—4singa_ o .. 8
sin a sina
3 —4sin-a ist kleiner als 3.
L sin45° | 2 450
: = 19 =
Beispiele: sin300= f 309 15 oder
2
1
. 13
sin 60° 60®
; . oder
18:)2<1.5 Gh 304 ' 30®

X=2;)3< 2

6
Die Richtigkeit des Satzes folgt auch aus der Be-

trachtung: Wenn ein Winkel wachst, so wachst sein
Sinus nicht proportional dem Winkel, sondern die Zu-
nahme des Sinus ist geringer als die Zunahme des
Winkels. So wachst z. B. der Sinus in dem Intervall
von 0° bis 30° von 0 bis 0,5, von 30° bis 60° von
0,5 bis 0,866, von 60® bis 90® von 0,866 bis 1.

b) Der kirzeste Bogen zwischen
Punkten einer Kugelflache liegt auf dem
durch diese Punkte gehenden gréfRten
Kreise.

Vor. ap B8 ist ein Bogen eines durch die Punkte
4 und s gehenden groRten Kreises mit dem Zentri-
winkel Acs — a; Aes ist der Bogen eines Parallel-
kreises mit dem Zentriwinkel Are = &-

Beh. Bogen ap s ist kleiner als Bogen AEs.

0 — —

Beweis: Bogen ap 8 ist gleich wo r der

T360°

71r COS cp B
8600 >

) G cA ist. Das Dreieck a p & ist gleichschenklig.

Man lege durch die Spitze P einen grof3ten Kreis senk-

recht zuas; dann ist A app rechtwinklig, und cs ist

2
Kugelradius ist, und Bogen a e s ist gleich

Uber, die Bezeichnung der Logarithmen.

Sinus

S. 35.

A =90®—+f, < apD = 1 8 Und AD = \ a. ZWi-

schen diesen besteht die Relation:

sin\ a = sin(90° — () =sini & oder

sin / a= sin/ g =cos (f. Wenn sin / & mit cos ¢ mul-

qo'T
ATAN

"N

Fig. 7.
tipliziert wird, so ist das Produkt sin 1-a kleiner als der

Multiplikand sin 1p Folglich ist auch 1.4 < und

a</?. Ferner istcos< = und daher Bogen APP =

sinN?
. .1
271r & wSiN/-a sin g
——  Nun ist nach dem Hill <
. T
360 esin —¢ sin 98
.1
sin =-a
also O . und daher auch >«
-a sin7?  °© sthhlg
27nr e wSin Za
Folglich ist Bogen aAes — - groBer als
360 sin 5 b

der Bogen Ap s — “ a0 "

Heber die Bezeichnung der Logarithmen.
Von A. Schilke (Kénigsberg i. Pr.)*).
In dieser Zeitschrift 1908, S. 129**) und 130, wurde

zweYorgeschlagen, auf einer Versammlung des Vereins eine

Einigung Uber die Bezeichnung der Logarithmen her-
beizufiihren. Die dortigen Vorschlage mdchte ich nach
zwei Richtungen hin erganzen. F. Klein hat mehr-
fach hervorgehoben, dal der Unterricht zu wenig
Rucksicht auf die Wissenschaft und auf die prak-
tischen Verhéaltnisse nimmt, und der hierin
liegende Vorwurf scheint mir so ernst, dal man bei
Gelegenheit versuchen sollte, friheres Versaumnis gut
zu machen; auf keinen Fall aber dirfte es sich emp-

ai d Atil%%l AFIWf
EF% HietP el e L
L] c 4 d
(& [SOE |SUHIN)
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fehlen, durch Einfihrung von neuen bisher wenig be-
achteten Vorschlagen eine weitere Trennung herbei-
zufuihren.

Fragen wir uns noch einmal, ob wirklich ein Cfrund
vorliegt, das Zeichen log fiir unzweckmafig und in-
konsequent zu erklaren, und ein neues Zeichen zu
erstreben, welches dem Wurzelzeichen entsprechend
gebildet ist? Nach der Ublichen Darstellung in der
Schule tritt allerdings der Logarithmus nur als Um-
kehrung der Potenz auf, in der Wissenschaft wird

[ g oder als Umkehrung der Exponen-

X
tialfunktion eingefihrt*), und in beiden Fallen ist
keine Beziehung zum Wurzelzeichen vorhanden, denn

wenn man von der Potenz (1+ —) zum Grenzwert,
nj
zur Exponentialfunktion c¢r — lim (1 §4—:) Ubergeht,
«==o00\ n/
so andern sich die Verhaltnisse wesentlich, wie schon
daraus hervorgeht, dal fir ein gebrochenes n die
Potenz mehrere Werte annimmt, wahrend cx eindeutig
bleibt. Auch bei den in der neueren Funktionentheorie
eine grolle Rolle -spielenden Uniformisierungs-
problernen verhélt sich der Logarithmus wesentlich
verschieden von der Wurzel. (Naheres bei F. Klein,
Elementarmathematik von hoherem Standpunkte aus.
Leipzig, Teubner 1908). Die Zeichen \ a oder (jz_ sind
also tatsachlich inkonsequent, wéhrend die alte Be-
zeichnung log (oder kiirzer Ig fir die briggischen, in
oder 1 fur die natiirlichen Logarithmen) ganz in Ueber-
einstimmung mit den verwandten Funktionen arc tg x,
arcsinx bleibt. Es ist demnach nicht sehr wahr-
scheinlich, daR die Wissenschaft diese Neuerung an-
nehmen wird, — warum sollen wir uns ohne zureichen-
den Grund noch weiter von der Wissenschaft entfernen?

Nun konnte man vielleicht sagen, da aus prak-
tischen Grinden eine besonders kurze Bezeichnung
erwinscht sei, und man wird zugeben mussen, daf fir
den, welcher viel mit Logarithmen arbeitet, die kiirzeste
Bezeichnung die zweckmaligste wird. Eine solche ist
aber langst von den Praktikern bei der Landmessung
erprobt und gebraucht: Beim Schreiben und Sprechen
verwende man als Dezimalzeichen bei Zahlen
das Komma, bei Logarithmen den Punkt;
man kann dann haufig das Zeichen log ganz weglassen
und z. B. schreiben

ci= 5415 | a \2.7336

g — 25,09° I siu/?i 9.6274.
Diese sehr zweckmaBige Unterscheidung ist wohl zuerst
an der Stuttgarter Polytechnischen Schule eingefiihrt,
und seitdem sie Eingang gefunden hat in die finf-
stellige Tafel von GaufR3 1870 und in das Handbuch
der Vermessungskunde von lordan, wird sie in der
Praxis sehr allgemein befolgt; in PreuBen ist sie durch
die Kataster-Anweisung vom 25. Oktober 1881 amtlich
eingefiihrt. Ferner findet man diese Bezeichnung in
den Tafeln von Jordan (sechsstellig), Rex und
Schilke (vierstellig); zugleich mit sehr brauchbaren
Rechenbeispielen in dem gediegenen Lehrbuch der
Trigonometrie von Hammer (Stuttgart, Metzler). Im
Unterricht scheint dies Verfahren in Wirttemberg all-
gemein Ublich zu sein, denn in der Methodik der
Eleinentar-Matkematik von Schneider (Stuttgart,
Unt.- B)IV l. hlerzu d|e Nachschrift zu dem Otteschen Artikel,
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Grub 1908) wird es in den Musterbeispielen Uberall
angewandt, obwohl os im Text gar nicht besonders
erwdhnt ist. In den rvorddeutschen Schulen scheint es
bisher nur vereinzelt Anwendung zu finden, denn trotz-
dem in PreuBen die fiinfstellige Tafel von GauBl an
88 Anstalten und die vierstellige Tafel von Sehilke
an 63 Anstalten (und an 27 Anstalten auBerhalb Preuf3ens)
eingefihrt ist, habe ich in den Gblichen Lehrbichern
keine Hmdelttmg darauf gefunden. Vielleicht geben
diese Zeilen AnlaB, weitere Versuche damit anzustellen.

Der Fall, daR neben dem Logarithmus noch die
Grundzahl bezeichnet werden muf}, kommt im Ver-
haltnis zu den vorigen Fallen auBerst selten vor, auch
sind die Unterschiede der Schreibarten 1) bis 5) auf
S. 130 vielleicht mehr durch die Setzer als durch die
Verfasser bedingt. Da in der Wissenschaft die Be-

b
Zeichnungen 'Joga und log a vorzuherrschen scheinen,
so wirde ich eine von beiden Formen empfehlen; eine
Notigung zu einer bestimmten Schreibweise scheint
mir nicht vorzuliegen, da auch in der Wissenschaft die
Einheitlichkeit fehlt, und da MiRRverstandnisse ausge-
schlossen sind.

Bemerkungen uUber die kubische Gleichung.
Von Dr. Paul Richert (Berlin).

l.
Eine Bedingung der Rationalitat aller
drei Wurzeln.

Wenn man sieh alle méglichen kubischen Gleichun-
gen der reduzierten Normalform und mit ganzen
rationalen Wurzeln derart bildet, daR man die dritte,
d. h. die einzige positive Wurzel der Reihe nach gleich
2, 3, 4, 5, seesetzt, und demnachfir
a3=2 einsetzt: oq= —1, x2= —1, sodal ap— 3x— 2= 10

ay- 3 ’ Xy 2, &, 1, , X3—ix- 6 0
az—4 xi~-—3,x2 —1, , ~ <E-13*—-12; 0
aq 2, r> 2, , x3—12a 16 0
*3=0 aji=- -4,a2 - 1 a3—21*—20=0
*i% —3, xo 2, , a3—19a—30=0
X3=6 aq 5x2 —1, ,, a3—31a—30-9
a< —4,a2 —2, a3—28a—48 -0
aq 3,s.y-—0, ,, a3—27a—54 -0
x3=7 x\——6,aq=—1, , a3—43a—42=0

a3—39a—70 0

aq o, Xy
a3—37a—84 0

ar —4,a2=~ 3,

so bemerkt man, daf keineswegs alle ganzen Zahlen
fir die GroRe 3Zq2 auftreten. Es laRt sich aber fol-
gender Satz beweisen:

»Fur den Fall, daf die kubische Glci-
»chung lauter reelle ganzzahlige rationale
»Wurzeln hat, muB 3£ von der Form
,»3r2-fs2sein, worin r und s ganze rationale
,Zahlen sind.*

In der Tat lassen sich alle oben angegebenen
Faktoren von x mindestens auf eine Art unter dieser
Form darstellen. Es ist z. B.: 3= 3m2-f02 7=
3*12-22, 12= 3-22-f0= 3 12-f32 13= 3-22
-fl2 19= 3-12-f42 21 = 3-22+ 32 28= 3-12
-f 52==3224-42= 332-f 12 usw. . eine von
ihnen, die 12 lalt sich sogar auf zwei und die 28 sogar
auf drei Arten nach dieser Form darstelleh.

Beweis. Soll von einer kubischen Gleichung von
der Form x3—3fg2x —2c3— 0 der Koeffizient ¢
rational und ganzzahlig sein und soll zugleich das
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Glied mit x2 fehlen, so konnen die Wurzelu offe.nbar
nur die Form Qr —j/jf, Tp jj p »q haben,
worin entweder nur die oberen oder nur die unteren
Vorzeichen gelten, d. h. sie kénnen hdochstens auf eine
Irrationalitat zweiten Grades steigen. »q und r., sind
hierin positive ganze und rationale Zahlen.

Hier kann man nun drei Féalle unterscheiden. Ent-
weder ist die erste oder die zweite oder die dritte
"Wurzel rational. Alsdann muB im ersten Falle

oo xl== -rlt x2—rl—1Ir2 X3=r\"i“l1-2
im zweiten Falle

x1— ri— 3,20 x2— —2]jq, x3= jg-|-)>2
und im dritten Falle

Xj= x I, x2——7-f |2, x3—27
msein.  Setzen wir nun voraus, daB in der obigen Normal-

form der kubischen Gleichung c!p> 0 ist (was mau ja
unbeschadet der Allgemeinheit tun kann), so muf in
allen drei Fallen ag<p x., 0 und mir allein x3p>0
sein. Im  ersten und zweiten Falle mufl dann aber
»j2<C 7?2 sein, weil sonst im ersten Falle nicht x2 und
im zweiten Falle nicht x, negativ werden kann. Da-
gegen muB im dritten Falle jg2O i2 sein, weil sonst
nicht x2 negativ werden kann.

Nun ist aber in allen drei Fallen und abgesehen
von jedem Vorzeichen — 3b = x2x3-{-Xx3xy -j- XqX2.
Mit Rucksicht auf aq x2-j-x3==0 schreiben wir
dies fiir den ersten Fall

— 3 fg—aq (x2— xJ +x,, X3~——ag—jx., X3,
fir den zweiten Fall

—3¢R= X2(x3-)-xt)-J-x3 Xj = —X2-j-x3X],
und fiir den dritten Fall

—3i,2= X34 *+ X,,) -(- Xj.x2= —x3R-)-xLX2
Alsdann wird in Erwéagung, dal xi und x, negativ
sind, im ersten Falle

3R = XR—xX2 agq= Xj2-|- x2m3,
im zweiten Falle ()]
3iR—X2—x3X, = X2-f-xy &3,
und im dritten Falle
3R —XR— Xj 2= XR— aq =x2,
worin xy und x2 die absoluten Werte der Wurzeln xy
und X2 bedeuten, so daR x, = —xy und x2= —x2 ist.
Nun ist aber nach den obigen Festsetzungen
tl-lr2 i
im ersten Falle und
Xy --- )I"Z— Vy
im zweiten Falle. Folglich wird im ersten Falle

3by-— 432 _j_('r2—>q) (\r2-j-»q) = 3»R-J-r2

im zweiten Falle 2
3by-= 4»q2-j- Or.,— >) 0 r2-j- jq) = 37?g--f-r2,
und im dritten Falle

3V = 422- (jg+ I'!)(q- I'n)= 3>+ r..

Man sieht jetzt deutlich den prinzipiellen Unterschied
zwischen den beiden Gleichungssystemen (1) und (2).
In (1) erscheint 3by2 nur in den ersten beiden Fallen
in der Form einer Summe. Dagegen tritt es im System
(2) in allen drei Fallen als Summe auf.

Nun ist zwar offenbar, dal die GroBe 3by- in
jedem Falle ganz und rational wird, wenn nur die
GroRen «u «., und 03 in der allgemeinen Gleichung
x3—3dy Xx2-p3azx —a3= 0 ganz und rational sind.
Dagegen kénnen die Wurzeln der Gleichung offenbar
nur dann rational werden, wenn r2 eine Quadratzahl
ist. Setzt man daher r2= s- und ersetzt man »q kurz-
weg durch r, so wird also tatsachlich 3by2 = 3r- -f-s2

Bemerkungen uber die kubische Gleichung.

"Befrag kleiner als 37?22 ist,

S. 37.

Es sei Ubrigens noch die Bemerkung beigeflgt,
daB, fur den Fall, wo r» negativ und sein absoluter
die Wurzeln offenbar
achsenkomplex sind, wahrend sie fir den Fall, wo
%,—3»q2)>0 ist, formkomplex sind.

I1.
Eine besondere Aufldsungsart far den Fall
ganzer rationaler Wurzeln.
Man kann die Wurzeln einer kubischen GleichuDg
X2—3CQxf'f3ct0X—«3—0
leicht so bestimmen, daB ag= 0 wird. Denn da
3 (fy ==Xy —j—X, —’—)(3,

d. h. gleich der Summe der Wurzeln ist, so braucht
man nur die Wurzeln so zu wahlen, daB, wenn die
dritte Wurzel x3 positiv, etwa 7 ist, dann die beiden
anderen negativ und zwar so groB sind, daB ihre
Summe gleich der dritten, daB sie also — 1, — 6 oder
—2, — 5 oder —3, —4 sind.

Ebensoleicht kann man aber auch bewirken, dal

ct,= 0 wird. Da namlich 3«2= x2x3 -} x3xy xy X2
und daher
3«2 X, X3-fX3Xj -x, < 11,1

ist, so braucht man nur dafiir zu sorgen, dafl die

Summe der reziproken Wurzeln ver-
schwindet. In der Tat, ist etwa xt= —86,
X., = —13,x,,7 2, §oist —y—3+IFO0 und da-

her (x + 3) (x + 6) (x —2) = x2+ 7x2—36= 0. Wie
inan sieht, ist hier das konstante Glied eine Quadrat-
zahl. Das ist kein Zufall. Diese Eigentimlichkeit tritt
auch  auf,wenn manvon der reduziertenNormalform
1) X2—3¢i2x —2r3= 0

der kubischen Gleichung ausgeht. Setzt man namlich

x= 7f£4 S wird GI. 1) zu — 3¢27f2—o0c __q
X2 X, f X2

oder zu

2) X% -f 3¢px2—4cR= 0

und hier haben wir in dem ap- freien Gliede ebenfalls

eine Quadratzahl vor uns. Hat nun Gleichung 1) ganze

rationale Wurzeln, so hat auch Gleichung 2) ebensolche

Waurzeln. Denn die letztere muf3 ja immer das Produkt

von zwei Wurzeln der Gleichung 1) zu "Wurzeln haben.

Heilt die reduzierte Gleichung z. B.

3) x3—39x - 70= 0,

welche die Wurzeln — 5, — 2, -f-7 hat, so heiBen die

Wourzeln der durch x — — definierten Gleichung
X»

4) X,2-f 39x.,2—702= 0

—2e7= — 14, —57= —35 (—2)*(—5) = 10.

Diese Gleichungsform gibt nun wieder ein bequemes
Mittel an die Hand, ohne Kardanische Formel und
trigonometrische Funktionen eine numerische Auflésung
der kubischen Gleichung zu bewerkstelligen fiir den
Fall, daB die "Wurzeln ganze rationale Zahlen sind.
Da namlich die rechte Seite der Gleichung

XZB+ 39x22= 702
eine Quadratzahl ist, so muf? auch die linke Seite eine
ebensolche Zahl sein. Nun kann man aber die linke
Seite in der Form schreiben x2(x + 39). Hierin ist
aber der erste Faktor wieder ein Quadrat. Folglich
mul} auch der zweite Faktor ein Quadrat werden.

Da dieser aber einerseits nie negativ, andererseits
nie groBer als 2 c3 (70) werden darf, so hat man fur
x2 keine zu grofRe Auswahl. Es darf in unserem Bei-
spiel nicht Kleiner als — 38, aber auch nicht groRer
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als 31 werden. Unter allen zwischen — 38 und -f- 31
liegenden ganzen Zahlen kommen aber nur diejenigen
in Betracht, welche Faktoren von 70 enthalten, da sonst
der erste Faktor x2 des Produktes a2(x3+ 39) nicht
in 702 aufgeht. Von allen in Betracht kommenden
Quadratzahlen unter 70 kommen also nur 22, 52 und 72
in Frage, die gleich x2-j-39 gesetzt werden konnen.
Wir erhalten also
a™-{-39= 4 oder x2= —35

wii j39—20 , >——14

X2 39=49 = 10
als die drei Wurzeln der Gleichung 4). Alsdann sind
die Wurzeln der Gleichung 3) x — —2, —5, 7.

Es kann auch Vorkommen, daf man die Wabhl
zwischen mehr als drei Werten fir x., -j- 3 (@ hat. So
kann beim ersten Anblick der Gleichung

x3—103x —198= 0
und der daraus folgenden
XZB+ 103 x2= 1982= 2234112
in Erwagung kommen

X,,-j-103=1 oder x,,= — 99
«-*j-j-103= 9 w x\= — 94
x2 103= 81 , X,= _ 22
x2-f-103= 121 ,, x2= -f. 18

Hiervon ist aber der zweite unmdoglich, da sein Prim-
faktor 47 in 198 nicht enthalten ist.

TJeber die Berechnung des Dreiecks aus der Grund-
linie, der Hohe und dem Winkel an der Spitze.
Von Jul. Braun (Trier).

In Sehwerings Trigonometrie (Freiburg 1900)
ist S. 44 die Berechnung eines Dreiecks aus der Grund-
linie a, dem gegeniiberliegenden Winkel a und dem
Inhalte J u. a. in der Weise vorgenommen, dal aus
der Gleichung

07 sin’/?sin /
sina

. . 25 . .
das Produkt sins siny = —Jgrsm a und dann mittels der
a

Gleichung
COS (8 —y)-\- COS «= €OS (8 —y) —COS(’ + /)==2sing Siny
der Ausdruck

45
1) COS(® — y)==  SiNa — COSa

gewonnen wird, welcher die Winkeldifferenz & —-/)
ermitteln 1&4Rt. Dies wird auf einem bequemeren Woge
durch die Einfihrung eines Hilfswinkels ¢ ermdglicht
gemal der Gleichung

2) = cotg <p;
dadurch verwandelt sich 1) in
_ sin(u—w)
3) cos (8 —Y) = s
Wenn in einer geometrischen Aufgabe die

Rechnung durch Einfiilhrung eines Hilfswinkels eine
bemerkenswerte Umgestaltung erféahrt, wie in dem
vorliegenden Falle, so ist stets die Vermutung gerecht-
fertigt, daB dieser, einstweilen nur der Rechnung
dienende Hilfswinkel auch eine geometrische Be-
deutung habe. An und fir sich kann er nach
den in seiner Definitionsgleichung enthaltenen Angaben,
etwa in einer Nebenfigur gezeichnet, d. h. geometrisch
dargestellt werden. Seine Bedeutung fir die in
Rede stehende Aufgabe ist damit aber noch keines-
wegs ausgedruckt. Eine solche sprechen wir ihm erst
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dann zu, wenn es gelingt, diesen Winkel mit der
Hauptfigur innig zu verbinden, so da er einerseits
mit gegebenen Stiicken, andererseits mit einer gesuchten
GroRe nach geometrischen S&tzen in einen
inneren Zusammenhang, in ein gegenseitiges Abhangig-
keitsverhaltnis tritt. Wo und wie das zu geschehen
habe, dartber besteht eine gewisse Freiheit; je weniger
Hilfslinien hierbei in Anspruch genommen werden, um
so naturlicher ergibt sich der innere Zusammenhang,
den wir jetzt zwischen dem oben genannten Hilfs-
winkel y, den Stiicken a, a, n,, und der Winkeldifferenz
(R - y) des Dreiecks suchen wollen. Die Hohe ha

oder einfach n ersetzt hierbei den Inhalt ;. Da
"-4= N = - | so lalt sich die Definitionsgleichung 2)

in die Gestalt bringen

4)
Tt

g

1

A\

X

Fallt man auf das Mittellot m N der Grundlinie s ¢
von A aus die Senkrechte Ao undverbindet noch D

mitC, so wird tgcom = d. h -jecom= 7. Zu-

gleich ist
< DCO= COM-— CDO =
und nun nach dem Sinussatze
sin (@—<p): Sine= sinbco :sincbo = po
DO : 0OA — COSDOA ==C0OSOAII,

a— <p,
loc —

oder

sin (@— <p) :sin7)=
d. i.die Gleichung 3), zu welcher fur den Winkel <
noch die Definitionsgleichung 4) hinzutritt. Hiernach
geniigt zur Berechnung eines Dreiecks aus a, a, h, und
zur Losung einer Gruppe von verwandten Aufgaben
die Kenntnis der trigonometrischen Funktionen und des
Sinussatzes; goniometrische Formeln kommen nicht
zur Anwendung.

Untersuchen wir nun die Einschrankungen und
besonderen Falle der Aufgabe, welche uns auf dem
betretenen AVege begegnen. Fir den AVinkel a schreibt
der Begriff des Dreiecks die Bedingung
5) " 0< a< 180°
vor, und fir den AVinkel % wollen wir einstweilen
festsetzen, daR erzwischen 0° und 90° gewahlt werde;
er ist dann nach der Definitionsgleichung 4) fir jeden
ANert von a und n eindeutig bestimmt und gibt inso-
fern zu keinerlei Bedenken Anla. Soll nun aber aus

COS (R —),
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o und a nach 3) die Winkeldifferenz (z —y) erhalten
werden, so mu3 die Bedingung

rin («-?) +1

sin op
erfillt sein. Es wird
7 Emsi(r_?ib__)_')r 1.Wennentwgder«—cp—cp, d.i.ipz—«

oder a—ip-j-<p=180°,d.i.a=1800
ist; es wird ferner

sin (a—cp) _

= —1,wennentwedercp— a — ¢p, d.i.a==0°,
SM cp

oder cp— a + 7Jr=180(,d.i.ip”900+ (J

Da nach 5) die Werte «= 0° und a = 180° be-
reits ausgeschlossen sind, so ist nunmehr die Zulassig-
keit und Bedeutung der Eéllo

9) cp= M und op— 90° -f-|

zu untersuchen. Das Verhalten des Ausdrucks
sin (a— sinacosip—cosasim .
10) ( @ P Psin acotg cp—eosa
Sin cp SN cp
ist bald aus der einen, bald aus der anderen Gestalt
leichter zu erkennen; die rechte Seite liefert

11) fir oo — 7 den Wert
ce
° /[ ,a .
asm g cos— — — lcos? —— Sill--g-1= -f 1 und
n .
12) fir .= 90° ” den Wert
a
L« a sm o / ) \
I'sin —cos (cos2 sin2-g) = 1
€ ... ' '

in Uebereinstimmung mit 7) und 8). AuBerdem laf3t sie
aber erkennen, daR ihr Wert stetig abnehmend von

(+ 1) nach (— 1) Ubergeht, wenn ¢ von — bis

~90° + emporwachst.  Sinkt indessen ¢ unter den

Wert -- nach 0° hinab, so wéchst cotg ¢ und erhebt
den Wert von 10) tber (-{- 1), wachst hingegen cp Uber
~90° + hinaus nach 180° hin, so empfangt cotg o

numerisch grofere, negative Werte und driickt die
Groéfle 10) unter (— 1) hinab. Hieraus ergibt sich fur
den Winkel ¢ die Eingrenzung

13 2 i@~ 900 P

wahrend wir ihn anfangs zwischen 0° und 90° unter-
zubringen versuchten. Betrachten wir ihn zunachst
fur das Intervall

| “N==900.
Der Wert o= U ergibt nach 3)

14) cos (e —e)= lund g — y — 90°——
ferner nach der Definitionsgleichung 4)
oler k=h otsl-

Die Punkte o und a liegen fur diesen Fall auf
dem umbeschriebenen Kreise in n. Das Wachsen des

Uber die Berechnung des Dreiecks aus der Grundlinie usw. S. 39.

Winkels ¢ von — bis 90° bedeutet in der Figur ein

Herabsinken des Punktes o von n nach m. Hierbei
geht cos [8 — y) in einen positiven echten Bruch Uber;
bezeichnet man den absoluten Wert der Winkcl-
difierenz (8 —y) mit § so wird 8 —y — + <} je nach-
dem die Spitze A von n aus auf dem Bogen nach s
oder c hin fortrickt. Wenn der Figur entsprechend
a  90° so muB in dem gegenwartigen Intervall einmal
16) = aund infolgedessen cos(z —y) = 0,8 —y= -1-90°
werden; der Punkt 1) befindet sich dann in 0 und da-
her der Punkt A in k oder ;. Denkt man sich in
der Figur die entsprechenden Linien ausgezogen, so ist
< BCK — BJIC — JBC,
daher
ICBC — BCK — IcBc —JBc = 90».

Uebersteigt ¢ den Winkel a, so wird nach 3) und 10)
cos (8 — ;) <CO und daher s > 90°.

Fir den Fall o= 9U( ergibt die Gleichung 3)
COS (8 —y) — — C0Sa = cOS (180°—a) — cos (a — 180°),

[?-7 =+ (1S0°-a)= £ (?+ ;), d.i.

i entweder y= 0° und /f= 180°—a

1" ™ oder g = o° und y — 180° — a.

Der Punkt o ist in m angelangt, die Spitze A auf
dem Bogen an der einen oder anderen Seite von m n
der Grundlinie nahergeriickt und schlieflich in einen
ihrer Endpunkte, etwa in 8 eingetreten; die Richtung
der Seite A8 hat die Lage der Tangente s 1 ange-
nommen und von dem Dreieck asc ist nur noch die
Grundlinie sichtbar. Der absolute Wert $ der Winkel-
diflerenz ist in dem Intervall 1 von 0° auf 180°—a
angewachsen, wie das eine in Gedanken auszufiilirende
Verschiebung des verénderlichen Winkels o a1 er-

kennen laBt; es miRte nur auf sc in 8 nach unten
das Lot s s errichtet werden; dann wére
oBs— 180°—som = 180°—a.

In Uebereinstimmung hiermit sagt die Definitions-

gleichung 4) aus, daf} die H6he n = —cotgip von ihrem

héchsten Werte  cotg ” aus stetig abnimmt, bis sie

verschwindet. Der bisherige Verlauf wird kurz dar-
gestellt durch die zusammengehdrigen Ungleichungen

18) ~~cp ~ 90°

Um die Vorgange des jetzt zur
kommenden Intervalles

SO.
Besprechung

180° - ~> “ cotg™

11 90°iS cf: iso°+:;-

richtig zu verstehen, mussen wir scharf beachten, in
welchem Sinne der Winkel ¢p, die Winkel des Drei-
ecks, sowie der Winkel o an =d bis jetzt aufgefalit
worden sind und diesen ihren Sinn streng festhalten.
Betrachtet man den Winkel ¢ von ¢ aus, indem man
den Blick uber den einen Schenkel nach o hin richtet,
so liegt der andere, von o ausgehende Schenkel b m
zur linken. So aufgefaBt wachst der Winkel ¢ von

90° bis 90°+ — wahrend der Punkt o von m nach ss*

rickt. Der Winkel cas = a, von c aus betrachtet,
zeigt eine ahnliche Lage, indem der andere, von a
ausgehende Schenkel as links von ca liegt; daran ist
festzuhalten, auch wenn der Punkt a, Uber den Kreis-
bogen gleitend, die Ecke 8 nach A+ und ~ * hin durch-
schreitet. FUr jede Lage des Scheitelpunktes a hat
er unverandert denselben Wert; aber der Innenwinkel
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cas — a des Dreiecks ABC' verwandelt sich in einen
AuBenwinkel ca's' — a des Dreiecks a'sc, so daB

nunmehr der entsprechende Innenwinkel ca's =180° —a
wird. Bezeichnen wir diesen mit a'; ebenso sei weiter-
hin 4;A'8c — ¢ und<;Aa'cs = wul In der Figur
sind die bisher besonders hervorgehobenen Richtungen
durch Pfeilspitzen gekennzeichnet. Diese haben aber
keine Giltigkeit fir den jetzt zu betrachtenden
Winkel &j bei ihm unterscheiden wir einen festen
Schenkel sc und einen drehbaren Schenkel B ;
letzterer dreht sich entgegengesetzt dem Sinne des

Uhrzeigers, wahrend sich der Punkt A von n nach s
hin bewegt, und dabei wachst der Winkel & von
NBC — NO0°— bis tec = (ISO0—a). Er wachst

also Uber (180°— a) hinaus, wenn wir die Drehung in
demselben Sinne fortsetzen und wird gleich ~180°—

wenn die rickwarts gerichtete Verlangerung des dreh-
baren Schenkels den Punkt wr trifft. Von c aus be-
trachtet zeigt dieser Winkel den drehbaren Schenkel
rechts, gleichviel ob der Punkt a rechts oder links
von ce, d.h. auf dem Schenkel selbst oder dessen
rickwarts gerichteter Verlangerung liege. Er wird zu
einem AuBenwinkel des Dreiecks A s c und erhalt den
Innenwinkel a'8c = &' zum Nebenwinkel. Der

Winkel y hat von 790°— bis 0°

wéhrend der Punkt A von v aus entgegengesetzt dem
Sinne dos Uhrzeigers nach & (berging; er wird also
folgerichtig bei einer fortgesetzten Drehung negativ,
gleich (—.r. Durch die Winkel a*, g+ und y des
Dreiecks a '8 ¢ haben wir also die Winkel a, & und y
folgendermallen gedeutet:

19) «= 180°—a', s = 180°— g, y= — y-
Daraus folgt durch Addition

20)a-f-g + 7— (ISO»—a')  (igoo—¢") -f (—V)= 180°.

Diese Winkelsumme ist also auch bei der hier
vorgenommenen Deutung konstant geblieben. Der
Winkel oa11— s hat einen Schenkel ua, der sich
um O entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers dreht,
und einen zweiten Schenkel A+, der aufsc senkrecht
steht, so jedoch daB fir einen in O stehenden und
nach » hin blickenden Beobachter der zweite Schenkel a
immer links von oa liegt. Auf dem Wege des
Punktes A von n nach 8 ist $von 0° auf (180°—a)
angewachsen; er wachst weiter nach 180° hin, wahrend
A von 8 nach A7 ruckt. Setzen wir
21) -jen Ao = 6, SO ist = 180°— &

Nun gilt fir das Dreieck a'sc die Beziehung
6'— &' — y, oder, indem wir nach den Gleichungen 19)
und 21) wieder zu den urspringlichen Winkeln zuriick-
kehren
22) 180° —d= (180°— &) —(—1), d.i. s — B — y,
und diese Winkeldifferenz wachst von (180°—a) bis
180°, wahrend a von s nach Ar rickt.Genau das-
selbe Ergebnis folgt aus unseren Gleichungen. Zu dem

abgenommen,

Intervall 90°gg Bsg "90° -j- gehort namlich nach 3),

10) und 12) die Eingrenzung
—cosa cos(B—y)";—1 oder
cos (180° — et) =2:cos (v —y) 5: cos 180°, d. h.

23) 180°—a ™ (8 — y) SS 180«.
Der auBerste Wert o = 790° -f liefert die Be-

stimmung (8 —7) — 180°; da aber auf’erdem

Unterrightsblatter.
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a+ B + y= 1800,
so folgt nacheinander durch Addition und Subtraktion
a-J}2p = 360° a  2y-— 0° oder

0= 1800-! = _ «.d.h.

24) o=

Die H6he n hat mit dem Winkel y die Eigenschaft
gemein, beim Eintritt des Punktes A in 8 zu ver-
schwinden und daher im weiteren Verlaufe negativ zu
werden. Setzen wir die H6he A'H = bp'M — n', WO
h eine positive Grole bedeutet, so geht die Gleichung
Uber in

y'=.[,«'=180°-a.

D'M = Mc mCOtgcD'™M
h— | cotgd ==— ~ cotgrp= —n
oder h — —w. Wahrend der Figur gemafB i

vom Werte 0 im Punkte s {ber die Lage a '+ hinauf-

wachst nach

N'M = cMmuacOtgcN'M = cM atgN'cM = | etg

gehort zu dem Intervall 90°gS 913=90°-f- ” nach der
Gleichung n — - cotg ¢ die Eingrenzung

25) ONAA-

Auch fir die HO6he besteht also zwischen der
Figur und Rechnung voller Einklang. Das Ergebnis
des zweiten Teilintervalles bringen wir kurz in die zu-
sammengehorigen Ungleichungen

26) 900«gv -g 000 + ““) 180« —«rgs

cotg”900+!~, d.i. O~Agl--ftg”.

180°,

0San> etg~.

Ein Dreieck des gegenwartigen Bereiches, welches
unter anderem dadurch charakterisiert ist, daB es statt
des vorgeschriebenen Winkels a den entsprechenden
Supplementwinkel a — 180 — « enthalt, habe ich in
einer anderen Abhandlung*) ein verkehrtes Dreieck
genannt; es tritt neben dem richtigen Dreieck auf
und bildet eine uneigentliche Losung der Auf-
gabe. Ware statt des Winkels a sein Sinus gegeben
sina— y, wo0<C*iS 1 so miRte auch ein Dreieck
mit dem Supplementwinkel a* als eigentliche,
vollberechtigte Losung betrachtet werden.

Hiermit ist die geometrische Deutung der Glei-
chungen 3) und 4) fur das ganze Intervall

STAT,-900 + 1

vollzogen. Dabei wurde dieses in die zwei Teile |
und Il zerlegt und dem ersteren Teilintervall ge-
horte der Fall ¢p— a, cos® —7)= 0 an, weil wir
a <[ 90° voraussetzten. Dieser Fall liegt fir einen
stumpfen Winkel a innerhalb des zweiten Teil-

intervalles, da unter allen Umstanden a < 180°, ™ <[ 90°,
und, indem man auf beiden Seiten — addiert,

«< 90°+ J
ist. Der Winkel ¢ muf® also bei seinem stetigen An-

wachsen von 90° bis 90° -} m—an einer Stelle gleich «

) Vergl. Unterrichtsbl. fir Hatliem. und Naturwissensch.
Jahrg. X1V, Xr. 2.



1909. No. 2.

werden. Fanden wir fir das Ende des ersteren Teil-
intervalles ¢ — 90° die Gleichung
COS (B —y) = —COSa,

so bedeutet (—cosa) gegenwadrtig einen positiven
Wert. Er wird gleich Null, wenn a = 90°; der Wert
q:— a liegt dann an der gemeinschaftlichen Grenze
der beiden Teiliutervalle, und die zusammengehdrigen
Ungleichungen

27) sS<p0900_j_WUid - cotg 1> — “tg*“
gehen Uber in
28) 45« ¢p 1350 und AQLIT —

Die Werte der Hohe n zwischen (+ |) ({‘d("' |)

liefern sémtlich richtige Dreiecke; von einem ver-
kehrten Dreieck kann nicht mehr die Rede sein.

Kleinere Mitteilungen.
Ablenkungsminimum beim Prismendurchgang.

Es sei y der brechende Winkel eines Prismas,
dessen Glas gegen Luft den Brechungsindex n aufweist,
). die durch das Prisma hervorgebrachte Ablenkung,
ferner mogen die Einfallswinkel und Brechungswinkel
beim Eintritt und Austritt die GroBen <pi cp., Vi 72 be-
sitzen, so ist bekanntlich
|) Sin cpv — N SiN cpg sinq\, = n Sincp2
“) ipy + Ts— y 94 -f72=y +
Aus diesen Gleichungen folgt durch Differentiation
I11) cos(prdcfi—nC O Sdipt COSp2d cp2= n COScp2d cp2

V) + 0
. . d} .
und fir den Fall, wo ). ein Minimum, also Ak 0 ist,
d Fi
V) dipl— —d cp2 rf7p: — cl cp2.

Dividiert mannunmehr die beiden Gleichungen I11)
durch einander, so ergibt sich wegen der Gleichungen V)

VI ~nit=~n der
) (f., mcpq ?
1—sin-<pj 1—sin2cpl
VH) 1—sin2r2  1—sin2cp.,
VI T 1—n- Sinz_cp, l—Singcp, |
1) ThTsinTe, 1—smpp: &0
1X) («2— 1) (sin2f/j —sin2cp.) = 0.
Da die Mdglichkeit n= 1 ausgeschlossen ist, muf
sm- 0
v2= O <i= 72=%B1 o= sem-
sin --

Prof. Dr. MUhle i.Posen).

Kleinere Mitteilungen. — Vereine und Versammlungen. S. 41.

Ein neues Bildnis von Dirichlet. Von einer
bisher unverdffentlichten Photographie Dirichlets
aus des Meisters letzten Lebensjahren, die alle anderen
durch Schoénheit und Lehenstreue ubertrifft, soll eine
Vervielfaltigung in OriginalgroRe, etwa 14/18 cm, in
Heliograviire hergestellt werden, falls sich eine ge-
niigende Anzahl von Subskribenten meldet. Die Original-
photographie befindet sich im Besitze von Fraulein
Lotte Nelson in Darmstadt, MoosbergstraBe 43;
Interessenten wollen die gewiinschte Anzahl von Exem-
plaren (zum Preise von 2 Mark) bei dieser Dame be-
stellen.

Vereine und Versammlungen.

81. Versammlung der Gesellschaft Deutscher
Naturforscher und Aerzte. Einem Wunsche der
Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Aerzte ent-
sprechend, wird sich der Verein zur Forderung des
mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts
an der Aufstellung des Programms fir die Sektion 12
(mathematischer und naturwissenschaftlicher Unterricht)
der diesjahrigen, im September in Salzburg statt-
findenden Versammlung beteiligen. Anmeldungen zu
Vortragen in der Sektion, die bis Ende April d. J.
zu bewirken sind, nimmt demgemaR aufler dem Ein-
fuhrenden der Sektion auch der Vorstand des genannten
Vereins an, sie sind zweckmafRig an Prof. Pietzker
(Nordhausen) zu richten.

lieber die Frage, ob der Verein diese Mitarbeit
an den Vorbereitungen fir die Naturforschcrversamm-
lung dauernd Ubernehmen kann, wird die diesjahrige
Hauptversammlung des Vereins Beschlul fassen (s. die
Tagesordnung dieser Versammlung auf S. 25 und 26.)

Lehrmittel-Besprechungen.
Physikalische Wandtafeln von I;. Pfaundler.

Erste Serie (12 Tafeln) in Mappe M 12. Einzelne

Tafeln M 1.50. Braunschweig, Vieweg &Sohn, 1908.

Die Tafeln stellen eine Probeaerie aus den 150 selbst
angefertigten Wandtafeln vor, deren sich der Verfasser
in seinen eigenen Vorlesungen zu bedienen pflegt, sie
betreffen samtlich die Warme (1. isothermen eines
idealen Gases; 2. Isothermen und Adiabaten eines
idealen zweiatomigen Gases; 3. Isothermen des Kohlen-
dioxyds; 4. Spannkraft des Wasserdampfcs von — 10°
bis -j-40° (Relative und absolute Feuchtigkeit, Hygro-
meter); 5. Spannkraft des Wasserdampfes bis 120° mit
Tabelle; 6. Rcgnaults klassischer Apparat zur Be-
stimmung der latenten Dampfwarme; 7. Lindes und
Hampsons Apparate zur Verflussigung der Luft;
8. Kritische Daten der Gase; 9. Ausdehnung des
Wassers, des Quecksilbers und anderer Flissigkeiten,
Dichtemaximum des Wassers; 10. Darstellung der
Phasen des Wassers nach Gibbs in idealer und
naturgetreuer Darstellung; 11. Tabelle der wichtigeren
Schmelzpunkte; 12. Tabelle der wichtigeren Siede-
punkte).

Wie diese Aufzahlung zeigt, tragen die Tafeln
einen dreifachen Charakter, einige (6. und 7.) stellen
die innere Einrichtung gewisser Apparate dar, einige
(8, 11 und 12) geben nur Zahlentabelleu, die meisten
bieten graphische Darstellungen gewisser physikalischer
Zusammenhange, zum Teil mit danebengesetzten Ta-
bellen.

Die Grosse der Tafeln ist sehr bedeutend (reich-
lich 140 zu 100 cm), teils im Hochformat, teils im
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Querformat, sie sind also auch aus weiter Entfernung
gut sichtbar, alle Linien klar und scharf, die Zahlen
groB und deutlich; Uberall, wo es angezeigt ist, sind
verschiedene Farben zur Verwendung gekommen.

Ueber die Gesichtspunkte, die ihn bei der Her-
stellung seiner Tafeln geleitet haben, spricht sich der
Verfasser in einem kurzen Geleitwort aus, das im
Ubrigen auf das von ihm selbst bekanntlich nelibearbeitete
Miller-Pouilletsehe Lehrbuch verweist. Demnach
sollen die Tafeln keineswegs solche Zeichnungen ersetzen,
die im Unterricht selbst ohne Schwierigkeit hergestellt
werden koénnen, wahrend es dabei auf eine beson-
ders groBe Genauigkeit nicht ankommt; bei derartigen
Zeichnungen ist gerade die Herstellung vor den Augen
der Schiiler von besonderem padagogischen Wert.

Nur wo diese Bedingungen nicht erflllt sind,
sollen die fertigen Tafeln eintreten, die dem Lehrer
eine zeitraubende Arbeit ersparen sollen, zum Teil
auch, soweit es sieh namlich um Zahlentabellen handelt,
durch das langere Voranstellen solcher Zahlen der
gedachtnismaRigen Einpragung zu Hilfe kommen. Mit
Beeilt betont der Verfasser, daR dem Zweck, den die
Tafeln verfolgen, durch Projektion von Diapositiven
nicht ebensogut genligt werden wirde.

Den vom Verfasser angegebenen Zweck erfillen
seine Tafeln jedenfalls in ganz ausgezeichneter Weise,
dieser warmen Anerkennung geschieht durch den Hin-
weis auf einige Einzelheiten, wo kleine Verbesserungen

anzubringen sein dirften, kein Eintrag. Die auf
Tafel 5 gegebene Tabelle zerféllt in zwei vertikal
nebeneinander verlaufende Teile, wobei die Ueber-

siehtlichkeit dadurch erschwert ist, dal die Trennungs-
linie der beiden Teile sich gegen die Trennungslinien
der einzelnen Kolonnen beider Teile nicht abhebt; bei
der im Ubrigen auBerordentlich instruktiven Tafel 9
ist als Mal3stab fiir die Volumenzunahme des Wassers
ein Zehntausendtel des Volumens bei 4 angegeben,
die Zeichnung selbst gibt aber diese Zunahme viel-
mehr in Hunderttausendtein des Volumens.

Doch sind das Kleinigkeiten, die im Unterricht
leicht verbessert werden konnen. Im ganzen kann
man nur sagen, dal der Unterricht hier durch ein
neues Lehrmittel bereichert wird, das, wenngleich
zunachst fir Hochschulvortrage bestimmt, auch fiir
den Unterricht an den héheren Mittelschulen in weitem
Umfange verwendbar und sehr wertvoll, Gberdies noch
auflerordentlich billig ist. Es ist zu erwarten, dal die
Schulen von dieser Bereicherung in groBer Zahl Ge-
brauch machen werden, die Fortsetzung des Werkes
Uber diese erste Probelieferung hinaus ist auf das
dringendste zu wiinschen. P.

Blcher-Besprechungen.

R. Geigenm.U.1ler, Leitfaden und Aufgaben-
sammlung zur Hoheren Mathematik

1. Band, 7. Auflage, Mittweida, Polytechu. Buch-

handlung 1907. Preis geb. 6,00 M. 2. Band, 6. Auf-

lage. Ebenda 190S, Preis 7,00 M.

Um es gleich vorweg zu sagen: ein Werk, das in
den Kreisen der Studierenden der Technik, die Besucher
technischer Hochschulen eingeschlossen, weiteste Ver-
breitung verdient!

Der 1. Band enthélt die analytische Geometrie der
Ebene und algebraische Analysis, der 2. Differential-
und Integralrechnung mit zahlreichen Anwendungen
auf technische Probleme. Gerade die letzteren machen

0 NTERRICHTSBLATTER.
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mir das Buch besonders wertvoll, da in den zahlreichen
Werken Uber Differential- und Integralrechnungwohl viele
Anwendungen auf Probleme der Geometrie und Natur-
wissenschaften, selten aber solche mitten aus der In-
genieurpraxis gebracht werden. Seinen im Vorworte
kundgetanen Ansichten und Planen bleibt Verfasser
durch das ganze Buch treu: das, was er bringt, bringt
er erschopfend und in klarem, verstandlichem Stil;
vieles ausfuhrlicher und breiter, als es manchem, der
das Schilermaterial, fur das das Buch bestimmt, ist,
nicht kennt, nétig erscheinen wird. Aber aus ureigen-
ster personlicher Unterrichtserfahrung kann ich ver-
sichern, dall auch Studierende, die mit besserer Vor-
bildung ausgerustet die Hochschule beziehen, dies Buch
mit vielem Nutzen lesen werden. So mancher Abiturient
eines Realgymnasiums oder einer Oberrealschule glaubt
ja schon ,,Ahnung zu haben* von analytischer Geometrie,
von Funktionen usw., und ,,schwanzt*“ deshalb die betr.
Hochschulvortrage. Aber wenn dann, etwa in Semester-
prifungen, ihm auf den Zahn gefuhlt wird, dann muR
er doch einsehen, da ihm manches fehlt. Geigen-
mudllers Buch kann ihm dann, wie wenige andere helfen,
die klaffenden Licken auszufillen. Aber auch dem
in der Praxis stehenden Ingenieur kann es wertvolle
Dienste leisten. Ferner dem Lehrer an solchen héheren
Schulen, an denen in den oberen Klassen die Anfangs-
grinde der Infinitesimalrechnung gelehrt werden. Er
kann daraus ersehen, wie er dem Schuler, auch dem
weniger begabten, die neuen Begriffe mundgerecht
machen soll und in welch mannigfaltiger Weise sie
sich auf, auch auf dieser Stufe schon verstandliche,
technische Probleme anwenden lassen.

Wenn ich im folgenden einige Wiinsche ausspreche
und Ausstellungen mache, so bin ich mir wohl bewuf3t,
dal3 ich damit nur meiner eigenen subjektiven Meinung
Ausdruck gebe, ein anderer Leser ware vielleicht
anderer Meinung. Aber da der geschétzte Herr Ver-
fasser in seinem Vorworte selbst um Anregungen und
Verbesseruugsvorschlage bittet, glaubte ich mit meiner
Meinung nicht zuriickhalten zu dirfen.

Was die Figuren anlangt, so sind sie durchweg
mit groBer Genauigkeit und Sorgfalt gezeichnet. Als
fehlerhalt ist mir nur die Ellipse Fig. 16 im § 16
Bd. | aufgefallen. Im § 22 und § 23 desselben Bandes
sahe ich gern die Gleichung flir die Gerade durch einen
Punkt und fir die durch zwei Punkte an der Hand von
Figuren hergeleitet. Sonst kann tber Mangel an Figuren
nicht geklagt werden. In Hinsicht auf den darge-
brachten Stoff glaube ich, daR einiges fehlen konnte,
ich wirde z. B. im Bd. I die 88 78—82 (Cissoide,
Conchoide, Cassinische Linien) gern missen, im Bd. Il
das Kapitel Gber die Integration irrationaler Funktionen.
Dagegen mochte ich den Inhalt des Buches bereichert
sehen durch ein Kapitel Gber analytische Geometrie
des Raumes, das ja nur bis zur Kugel und allenfalls
bis zum dreiachsigen Ellipsoid zu gehen brauchte. Auch
vermisse ich ein Kapitel tber hyperbolische Funktionen,
die doch in letzter Zeit immer mehr Bedeutung in der
Technik gewinnen. Wie elegant lalt sich z. B. die
kubische Gleichung mit Hulfe von Hyperbelfunktionen
lI6sen, zumal wir jetzt die ausfuhrlichen Tafeln von
Ligowski und die von Burrau haben. Unverstandlich
ist es mir ferner, warum Ellipse, Parabel und Hyperbel
nicht ,,unter einen Hut" gebracht sind (die Bezeichnung
»Kegelschnitte® ist nirgends im Buche zu finden!).
Ich mochte vorschlagen, mindestens noch der Erorte-
rung der allgemeinen Gleichung 2. Grades Aufnahme
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zu gewahVen, ich habe noch stets gefunden, dal? meine
Horer sich gerade fir dies Kapitel besonders erwarmten.
Wird man doch gerade bei Problemen der Mechanik
oft auf eine allgemeine Gleichung 2. Grades gefuhrt!
— 886 Bd. | brachte zweckmaRig die Zahlen
0, (po = 57,3° p' = 3438', p- = 206265"),

die zur Umwandlung von Gradmall in analytisches
WinkelmaR (den Ausdruck ,,BogenmalR*“ wirde ich
gern vermieden sehen, um zu verhindern, dal3 der Leser
bezw. Horer sieh darunter eine L&nge vorstellt) dienen,
indem sie die Einheit des letzteren in Gradmal} ver-
wandeln, so dal} z. B. das natirliche Winkelmal » fiir

an
b— —r. uUnd a' = b wo
0

wird. Werden diese Zahlen doch so haufig gebraucht,
da wir sie auf den meisten Rechenschiebern durch
einen besonderen Strich in der logarithmisclien Teilung
festgehaltcn sehen. An einigen Stellen, so z. B. Bd. |
§ 10, Formel 9 mdochte ich fur das Behalten von
Formeln die Regel der ,,zyklischen Vertauschung* an-
gegeben sehen. Endlich mdchte ich noch die Aus-
merzung einiger entbehrlicher Fremdwdrter beantragen,
wie: Diameter, Transformation, Direktrix, Fokus, Deri-
vierte, normal, prinzipiell, kompliziert, homogen.

Allo diese kleinen Ausstellungen kénnen mich, wie
schon gesagt, nicht abhalten, das Buch allen Studieren-
den, einerlei welcher Vorbildung, und nicht minder
angelegentlich den Herren Faoligenossen zu empfehlen.

F. Hoeher (Hannover).

Thesing, Kurt,
lingen und Minchen 1908, .T. F. Schreiber.
74 Abb. und 6 Tafeln. Geb. 7,00 M.

Es ist eine ebenso unbestreitbare wie gesunde Er-
scheinung, dafl im Kreise gebildeter Laien das Interesse
an naturwissenschaftlichen Schopfungen fortwahrend im
Zunehmen begriffen ist, und unser Zeitalter darf ein-
mal getrost den Ruhm beanspruchen, mit den Gaben
der Wissenschaft nicht gegeizt, sondern sie mit vollen
Héanden gestreut zu haben. Wahrend noch vor wenigen
Jahrzehnten in der deutschen Gelehrtenwelt eine gewisse
Scheu vor popularer Darstellung und sogar vor einem
leichtfaRlichen Stil vorherrschte und jeder Ausschlag
nach dieser Richtung als tadelnswert galt, hat sich in
letzter Zeit ein gesunder Wandel vollzogen. Allerdings
spricht man bereits auf verschiedenen Gebieten von
Ueberproduktion und uberflissigen Bichern. So be-
rechtigt der Kern dieser Anschauung ist, so falsch ist
eine Verallgemeinerung, wenn sie sicli nur auf Aeul3er-
lichkciten zu stitzen weiB. Der etwas allgemein ge-
haltene Titel des mir vorliegenden Buches kdnnte
vielleicht die Vermutung entstehen lassen, als handelte
es sich um eine Erscheinung, die nicht einen eigen-
artigen ,,Typ“ verkorpere. Doch sei gleich vorweg
bemerkt, dal wir es hier mit einem seiner ganzen An-
lage und Ausfiihrung nach originellen Werke zu tun
haben. Die Thesingschen Streifziige fuhren nicht nur
iu das Reich der Tatsachen ein, sondern auch in die Welt
der Theorien, wie uns schon ein flichtiger Blick in
das Inhaltsverzeichnis zeigt: von Thaies bis Lamarck,
Lebensorscbeinungen und Bedingungen, die Krafte im
Organismus,”die Bausteine der organischen Welt, die
Entstehung des Lebens, die Abstammungslehre, die
Faktoren der Entwicklung, die Erhaltung des Lebens,
Fortpflanzung und Vererbung.

Biologische Streifzige. ER-
364 S,

Zur Besprechung eingetroffene Biucher. S. 48.

Wie schon aus diesen Angaben ersichtlich, be-
handelt das Buch die Hauptfragen der Biologie, und die
Art und Weise, wie das geschieht, ist besonders an-
erkennenswert.  Gleichviel, ob Beobachtungsmaterial,
Theorien oder Hypothesen vorgefihrt weiden, stets
begegnet-man einer vortrefflichen Stoffsammlung, und
stets hat man den Eindruck, daR hinter dem Stoff ein
abwagender, toleranter Fachmann steht, der im Gbrigen
seine Selbstandigkeit nicht verleugnet. Diese Selbst-
standigkeit zeigt sich namentlich auch darin, daf3 der
Verfasser es liebt, eigene Beobachtungen und Arbeiten
Uber weniger bekannte Objekte heranzuziehen. Die
ganze Art, wie die Methoden der Arbeit und die
Methoden der Biologie Giberhaupt dem Leser vorgefiihrt
werden, erwecken in ihm den Eindruck eines Erleb-
nisses, und hierin beruht zum Teil der groBe Wert des
Buches.

Zu einer zweiten Auflage, die dem gewandt ge-
schriebenen Buche aufs warmste zu wiinschen ist, méchte
ich den Wunsch &auBern, cta? der Herr Verfasser da
und dort noch eine durchgreifendere Popularisierung ein-
treten lassen moge, damit dieses Werk in noch weitere
Kreise dringen kann.

Bastian Sclnnid (Zwickau).

Zur Besprechung eingetroffene Blcher.
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Kleiner Wechselstrom-Rpparat
far Unterrichtszwecke

UnerléaRliches pddagogisches Hilfsmittel im Physikunterricht

Wichtig fur hohere Mittelschulen, Gymnasien,
sowie Seminare und Burgerschulen. =

*[ Man verlange Prospekt und kleine Broschire:

-Was soll an Hand des kleinen Wechselstrom-
Apparates den Schiler gelehrt werden?* -—----meemmeen

fluto -Teil-Gesellschaft m. b. H.

Berlin SW. 48, Wilhelmstr. 131/132.
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Richard Muller-Uri,
Institut f. glastechnische Erzeug-
nisse, chemische u. physikalische

Apparate und Geratschaften.

Braunschweig, Schleinitzstrasse 19
liefert auch
samtliche
JJpparate
nach dem
methodischen
Lehrbuch der
Chemie und
M ineralogie v.
Prof.Dr. Willi.
Levin —genau
nach den Angaben desHerrn Verfassers.

Gegen Einsendung von UO Tr. erhalten

Sic ziTtl Proben oder gegen Nachnahme

von 15 M eine Probcklste mit 12 Flaschen
unserer preiswerten

JViersteiner Weine

weil}, rot od. sortiert franko jeder deutschen
Eisenbahnstation. Im Fasse per Liter
M 1.— und héher ab hier.

Graflich von Schweinitz’sches
Weingut, Nierstein a. Rh. 120.

ajtfttONs-Apallj,
fur Schulzwecke
Man verlange gratis u. cﬂ
franko Prospekt Mach

DasWeltall

Illustrierte Halbmonats-Zeltschrift (Ur
Astronomie und verwandte Gebiete.

Herausgeber Dr. 1'. S. Archenhold,
Direktor der Treptow-Sternwarte.

Zu beziehen bei jedem Postamt, in jeder
Buchhandlung und bei dem Verlage der Treptow-
Sternwarte, Treptow-Berlin. — Bezugspreis:
Deutschland und Oesterreich vierteljahrlich
M B.— Ausland vierteljahrlich M 4.—

Vortrage u. Abhandlungen

herausgeg. vom Verlage der Treptow-
Sternwarte unter Leitung von
Dr.F. 8. Arclicnholtl.

Heft 15. Hinrichs, Gustavus D., Die
Amana-Meteoriten . 3l 2—
Heft 16. Schiaparelli, G. V., Yenusbeob-
achtungen und Berechnungen der
Babylonier.... M 150
Heft 17. Stavenhagen, W., Kgl. Haupt-
mann a. D., Lieber Himmelsbeob-
achtungen in militarischer Be-
leuchtung oo M 150
Heft 18. Loewenfeld, Dr. Kurt, Aus mei-
nen Handschriftenmappen; (Briefe
berihmter Astronomen und Phy-
STKEI) i M 250
Heft 19. Bergholz, Prof. Dr., Das Jay-
pur-Observatoriuin und sein Er-
bauer Von Kapitdn A. ff. Garrett
Heft 20 Foerster, W., Prof., Die Freude
a. d. Astronomie . . .. 31 1—

Samtliche Hefte, auch Heft 1—15, sind
sowohl durah E’(ede Buchhandlung, als
auch direkt zu beziehen vom

Verlag der Treptow-Sternwarte,

Treptow-Berlin.
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Berlin NW.. LuisenstraBe 43. Frankfurt a. M., Neue Mainzerstralle 24.
St. Petersburg. London. New-York. Chicago. ——-
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Demonstrations- und
Schulzwecke, sowie fir
physikal. Projektionen
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Verlas: vanOttoSaUe; Berlin W.57
. . . Herdersche Verlagshandlung zu Freiburg im Breisgau.
Bei Einfuhrung Sden ist erschienen ud kamndurchalle Budhhendlungen bezogen werdant

neuer fehrbiicher ™S miERa iRt i

seien der Beachtung der Horren Fachlehrer empfohlen

Geometrie.

W Ji ral, Mmeralpraparate; geschliffene Edelsteine, Edel-
‘V[]”TB a|l€|nl, steinmogele, Met%oriten, Metallsammfungen,

mineralogische Apparate und Utensilien.
("ipe [8‘ n E: Dunnschliffe von Gesteinen, Venvitterungsfolgen
Il ] von Gesteinen. Bodenarten. Bodenkarten nattr-
licher Gesteine nach Prof. A. Geistbeck, geologische Hammer.

PafrofClinton Gipsmodelle seit. Fossilien, u. Antliropologica,
CloM C I1j Geotektonische Modelle. Sammlungen fir
allgemeine Geologie. Exkursions-Ausristungen. Krist. Polyskop.
r\/o4oll rv»/4 etll  aus Holz, Glas und Pappe. Kristall-
\lybldlimuueilu optische Modelle.
iannciifivp ~eu  Sco'g*sciieu und petrographisohen
/1(tpuo 1 nvc Unterricht, sowie fir physikalische Geographie
(Erdbeben-Serien usw.).

Der neue mineralogisch-geologische Lehrmittel-Katalog (reich illustr.)
No. XX, steht auf Verlangen portofrei zur Verfiigung.
Motooriton, Mineralien und Potrofakteii, sowohl einzeln als auch
in ganzen Sammlungen, werden jederzeit gekauft oder im

Tausch UGbernommen.

Dr. F. Krantz, Rheinisches Mineralien-Kontor,
Fabrik und Yorlag mineralogischer und geologischer Lehrmittel.
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Arithm etik. Gegrundet. Bonn a. Rh. Gegriindet 1883.
Fenkner: Verlag der J. Boltzeschen Buchhandlung in Gebweiler.
Aritrm{ij he 1Aufgaben.
an (9 HE Ti- Soeben ist erschienen und kann durch jede Buchhandlung bezogen werden :
[~ Te .
el ARsem  SaM| hischer  Aufgab
dnmiung grapniscner Aulfaden
a i ¥ e fur den Gebrauch an héheren Schulen. = =
I. Mathematik
vn
Dr. . W.eill, .
Cherleher am Giesium U Gloneiler,
Preis M 1.80.

Die Aufgabensammlung ist so eingerichtet, dal} sie an den ver-
schiedensten Punkten im Unterricht verwandt werden kann. Sie versucht
durch positive Angaben, eine systematische Entfaltung des Funktions-

- begriffs zu ermdglichen.

w Unabhéangig, einfach, sicher, sauber, ohne Vor- und Nacharbeit, ohne Vor- und Nach-
entwioklung, also jederzeit im Moment fertig und beinahe kostenlos im Betriebe, ist

Lehrpu, er, ik -m N R |\/I|t “= efor :\IBCJ‘It .
SorLEl P Delbese Udt({ﬂ}e r'edi%l idtt, tar;g’el lldl it emeidend, vorzio-
- : lieh Unterricht mit Lichtbildern und IUr Laboratorien. = = = = =
E. OBtting. 51
Chemie.

Levin:

Meth.__Lehrbuch der _Chemi uond Minieralgie Slegel p u tZ Ig e r
\ .

e fiachi

Dresden-A. 42.

Hierzu je eine Beilage der Firmen Otto Salle, Verlagsbuchhandlung in Berlin 9 J. D. Sauer-
Ulnder’s Verlag in Frankfurt a. Mi ¢ Julius Springer, Verlagsbuchhandlung in Berlin « B. G. Teubner,
Verlag in Leipzig, welche geneigter Beachtung empfohlen werden.

Duk von H Sievers &Go. Nachf., Baursahweig



