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Vereins-Angelegenheiten.

Vortragsanmeldungen fiir die nachstjahrige Pfingstversammlung — und zwar sowohl fir
die allgemeinen, wie fUr die Abteilungssitzungen — sind aucli jetzt schon sehr erwinscht. Sie sind
entweder an den Hauptvorstand z.H. des Vorsitzenden Direktor Prof. Dr. Thaer (Hamburg,
Oberrealschule vor dem Holstentore) oder an den Ortsausschu in Posen z. H. des Herrn Prof.
Dr. Spies (Helmholtzstralle 2) zu richten, der an Stelle des als Direktor nach Bromberg ver-
setzten Herrn Prof. Dr. Thie me vorlaufig die Geschaftsfihrung im Ortsausschu3 Gbernommen hat.

Die Meraner Vorschlage
in der Praxis des mathematischen Unterrichts.

Verhandlungen
auf der Hauptversammlung in Freiburg (Br.).

1. Bericht
erstattet von H. Schotten (Halle a. S.).

M. H. Es liegt mir zunachst am Herzen, einetn
Irrtum zu begegnen, der immer wieder auftaucht und
der geeignet ist, der Anerkennung und WVerbreitung
der sogenannten Meraner Vorschlage entgegenzuwirken.
Es ist das der Irrtum, daf der dem Bericht der Unter-
richtskommission angehdngte Lehrplan eine bindende
Vorschrift bedeute. Das ist absolut nicht der Fall;
dieser Lehrplan soll nur eine von vielen Mdglichkeiten
darstellen, wie man die Ideen der Unterrichtskommission
in die Wirklichkeit umsetzen kann, ohne mit den
bestehenden Lehrplanen in einen allzu scharfen Gegen-
satz zu geraten. Ich habe personlich aber ofter die
Erfahrung machen missen, dal mau aus dem er-
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wéhnten Irrtum heraus Stellung gegen die Meraner
Vorschldge Uberhaupt uRhm. Das ist sehr bedauerlich,
und ich wollte daher zunachst die heutige Gelegenheit
benutzen, um diesem Irrtum mdoglichst entgegenzutreten.
Der den Meraner Ausfiihrungen angehédngte Lehrplan
bedeutet durchaus nicht die Hauptsache der Arbeit
der Unterrichtskommission, deren Wert liegt vielmehr
in den dem Lehrplan vorangehenden Ausfiihrungen,
die sich teils auf den Inhalt, teils auf die Methodik
des mathematischen Unterrichts beziehen.

Es ist leicht mdoglich, diesen Inhalt durch zwei
Schlagworte zu charakterisieren, die — wie mau wohl
behaupten kann — schon eine allgemeine, einheitliche
Bedeutung gewonnen haben. Danach handelt es sich
hei dem mathematischen Unterricht um die Starkung
des raumlichen Anschauungsvermdgens und
um die Pflege des funktionalen Denkens.

Was zunadchst das funktionale Denken betrifft, so
ist es nicht tberall so aufgefalt worden, wie es auf-
gefallit werden sollte. Es handelt sich darum, die
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Variabilitdt der GroBen — seien es arithmetische oder
geometrische —, ihre gegenseitige Abhéngigkeit und
ihren wechselseitigen Zusammenhang den Schiilern zum
Bewuftsein zu bringen: und sie daran zu gewdhnen,
gerade auf diese ,Lebendigkeit* der GréRen zu achten
und ihr Denken auf die Betrachtung des ,Verander-
lichen* einzustellen. Dies kann im Unterricht schon
von Sexta an betrieben werden; schon dort muR dem
Schiiller klar gemacht worden, wie z. B. eine Summe
abhéngig ist von einem der Aenderung unterworfenen
Summanden, wenn der andero konstant bleibt; wie
eine Differenz sich &ndert hei konstantem Minuend
und variablem Subtrahend, und umgekehrt bei ver-
&nderlichem Minuend und konstantem Subtrahend.
Das Erstgenannte gilt fiir die Rechnungen der zweiten
Stufe, wo bei dieser Betrachtung besonders die Briiche
einem viel intensiveren Verstandnis der Schiler ent-
gegengebracht werden. Dabei wird man natirlich das
Wort Punktion noch génzlich vermeiden kdénnen.
Aber der ganze Unterricht mufR durchtrankt sein mit
der Betrachtung der verdnderlichen GréRen und den
Eolgen, die daraus entspringen; dberall muB der
Schiler sich des Einflusses der ver&nderlichen GroRen
bewulRt werden.

Das ist im geometrischen Unterricht noch viel
leichter mdglich, wenn man nicht die Betrachtungen
an feste Figuren ankniipft, sondern immer und uberall
mit der Betrachtung beweglicher Gebilde anfangt.
Schlieflich wird man ja natirlich eine feste Figur
zeichnen missen, sie wird aber dann ganz anders an-
gesehen werden, nicht als die allein mdgliche, sondern
als eine der unendlich vielen méglichen, als ein Sonder-
fall. Gerade bei diesen Betrachtungen wirden sich
dann die Uebcrgangs- und Grenzfalle, die uns besondere
Satze liefern, in heller Klarheit herauskristallisieren und
ein lebendiges, verstandnisvoll erfaltes Eigentum der
Schiler werden. DaR dabei das logische Moment nicht
zu kurz kommt, dazu bietet sich reichlich Gelegenheit.

Ueber die Wirkungen der Meraner Vorschlage
auf die Resultate des mathematischen Unterrichts 4Rt
sich naturgemaR noch kein abschlieBendes Urteil fallen,
da noch keine Generation vorhanden ist, die von
Anfang au nach diesen Grundsétzen unterrichtet worden
ist. Wenn sich aber hier und da Schwierigkeiten in
den oberen Klassen ergeben, so muB man eben be-
denken, dalR die Schiler nicht in dem gewiinschten
Sinne vor- und durchgebildet sind. Wird das erst
allgemein der Fall sein, dann wird auch der Wider-
stand gegen die Einfihrung der Anfdnge der In-
finitesimalrechnung, der noch hier und da auftaucht,
vollig verschwinden: dann werden diese den natirlichen
AbschluBR des gesamten mathematischen Schulunterrichts
bilden.

Als ein vorzigliches Hilfsmittel fiir die mathe-
matische Erziehung im Meraner Sinne mufl dann noch
die fortgesetzte Uebuug in der graphischen Darstellung
erdrtert werden; ein Hilfsmittel, das auch in den
Meraner Vorschldgen stark betont wird.

SchlieBlich gilt es noch, sich mit einem anderen
Bestandteil der Meraner Forderungen auseinander-
zusetzen, der eine gleich starke Betonung wie die
graphischen Darstellungen erfahrt, mit den sog. ,,An-
wendungen®“. Ich muB gestehen, daf ich diese Be-
zeichnung fir nicht sehr glicklich gewéhlt halte. Es
ist nicht recht klar, was man darunter alles verstehen
soll. Nach meiner Ueberzeugung ist eigentlich nur
ein Gebiet vorhanden, wo mau von einer direkten An-
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wendung sprechen kann, das ist die mathematische
Geographie, ein in sich abgeschlossenes Gebiet, in
dem die sphérische Trigonometrie ,,angewendet” wird.
Ueborall sonst handelt es sich in der Tat nicht um
solche Anwendungen, es ware daher besser gewesen,
von praktischen Uebungsbeispielen zu sprechen, die
sich Uberall an die realen Verhéltnisse des Lehens und
der Natur anschlieBen sollen. Es ist jedoch an-
zuerkennen, daf auch schon vor den Meraner Vor-
schlagen damit begonnen worden ist, die alten ge-
kiinstelten Beispiele, die sich auf gedachte, nie wirklich
vorkommende Verhaltnisse bezogen, aus den Aufgaben-
sammlungen auszumerzen, dal man angefangen hat,
praktischere Aufgaben zu geben, die sich an den
Gedankenkreis der Schiler anlehnen und ihrem Ver-
stdndnis offensteheu. Es ist aber immer noch mehr zu
betonen, daB durch die Wahl der Aufgaben die Schiiler
dazu erzogen werden sollen, den Zusammenhang der
Mathematik mit dem Lehen und den Wissenschaften,
die der Naturbetrachtung gewidmet sind, klar zu
erkennen, damit sie befahigt werden, Uberall, wo es
moglich und nétig ist, ihre mathematischen Kenntnisse
anzuwenden.

Il. Diskussion.

Hierfir schlagt der Vorsitzende Seith (Freiburg)
die folgende Disposition vor:

1. Ziele des Unterrichts:

a) Pflege der Raumanschauung.
b) Erziehung zum funktionalen Denken (zu-
gleich logische Schulung.)

2. Methode :

a) Graphische Darstellung.
b) ,,Anwendungen“.
3. Infinitesimalrechnung auf der ,h6heren” Mittel-
schule.
Die Versammlung stimmt dem zu.

Bei der weiteren Diskussion stellt sich dann die
Notwendigkeit heraus, die Puukte 1. und 2. im Zu-
sammenhdange zu behandeln.

Lorey (Minden): In der Literatur wird wieder-
holt der Meraner Lehrplan als Klein-Gutzmerscher
Lehrplan bezeichnet und dadurch der Eindruck hervor-
gehoben, als wenn den praktischen Schulmannern von
Universitatsprofessoren, die nicht vor einer Klasse ge-
standen haben, etwas aufoktroyiert wirde. Aus diesem
Grunde halte ich es fiir meine Pflicht, jedenfalls auch
im Sinne von Klein, ausdricklich zu betonen, daR
der Meraner Lehrplan durch eiue gemeinsame Arbeit
von praktischen Schulmannern und Universitats-
professoren entstanden ist.

Troutlein (Karlsruhe) tritt ein fir einen vor-
bereitenden geometrischen Unterricht, der die Sinne
auszubilden und Stoff fiir die spatere Arbeit herbei-
zuschaffen hat. Aus der Geschichte erklart sich der
noch vielfach gebrauchliche Lehrgang nach Euklid mit
der Stereometrie am Ende. Im Gegensatz hierzu ist
eiue frilhe und systematische Ausbildung des rdaum-
lichen Anschauungsvermdgens dringend nétig. Ein-
gehen auf warum und weil ist dabei nicht ausgeschlossen,
wohl aber das Euklidische Beweisverfahren. Auch in
die wissenschaftlichere Behandlung der Planimetrie
gehoreu raumliche Vorstellungen, namentlich in die
Aehnlichkeitslehre.

Schotten (Halle a. S.) bemerkt, daB nach seiner
Ansicht trotz desHenriei-Treutleinsehen Buches
die Symmetrie noch nicht genligend beachtet werde;
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sodaun regt er an, lber die Bedeutung und Anwendung
der Modelle Mitteilungen zu machen.

Lorey (Minden): Die Symmetrie findet sich in
dem ausgezeichneten Buche von llonrici-Trcut-
lein. Eswirde mich interessieren, welche Erfahrungen
man mit dem propadeutischen Unterricht in der Quinta
der Oberrealschulo gemacht hat.

GeilRler (Luzern): Es ist gewil nichts dagegen
zu sagen, daf die sinnliche Anschauung geklart und
ausgebildet wird. Aber es handelt sich hier — wie
auch ausdriicklich bei dom Meraner Bericht gesagt ist
— um die wichtigen eigentlichen Ziele des mathe-
matischen Unterrichts und die wichtigen, in die
Mitte zu stellenden Forderungen. Und dabei sollte
man nicht bei der bloR wiinschenswerten Ausbildung
des Anschauungsvermdgens und dem funktionalen
Denken usw. stehen bleiben, und nicht auf diese
die praktischen Vorschlage beschranken, sondern von
vornherein etwas anderes stets praktisch bericksichtigen,
was mindestens ebenso wichtig ist. Der Schiler soll
nicht in der Art an die sinnliche Auffassung gewdhnt
werden, dall er dabei Beinen Drang zur genauen Vor-
stellung (statt Wahrnehmung), seinen Drang zum Fragen
irgeudwie vergift. Vielmehr soll man stets zugleich
die damit zusammenhéngende abstrahierende Féhigkeit
mit ausbilden. Achnlich sollte er ja nicht die Ein-
bildung erhalten, daR es einfach und leicht sei, funk-
tional zu denken, er sollte von friih auf merken, daR
das Leben, ebenso wie der Stoff der anderen Fécher
groe Schwierigkeiten bietet und nur in seltenen, ein-
fachen Fallen mit mathematischer Abh&ngigkeit dar-
gestellt werden kann. Also Vorsicht, Bescheiden-
heit, Beschrankung und weiterer Blick
vom Einfachsten zum Komplizierten des
Lebens ist stets als Wichtigstes mit auszubilden.

Bode (Frankfurt a. M.) hat selbst propadeutischen
Unterricht in V (1—2 Stunden) gegeben und ist grund-
satzlich dafir, selbst den Rechenunterricht in VI dem
wissenschaftlich gebildeten Mathematiker zu Ubertragen.
Der Schiiler soll durch den propadeutischen geome-
trischen Unterricht rdumliche Anschauung, Uebung im
Zeichnen und Hunger nach wissenschaftlicher Erkenntnis
bekommen. Bisher sei der Erfolg ein sehr erfreulicher,
es gebe jetzt in 1V viel weniger Leistungen, die mit
4 und 5 zu zensieren seien.

Treutlein teilt auf Herrn Loreys Frage mit,
seine bezlglichen 15jéhrigen Erfahrungen héatten er-
gehen, dal jeder mathematische Praktikant und Real-
lehrer herangebildet und gewohnt werden kann, den
propadeutischen Unterricht wissenschaftlich, wenn nicht
gut, doch befriedigend zu erteilen. Zur systematischen
Ausbildung des Anschauungsvermdégens sind Modelle
anfangs durchaus ndtig, allmahlich werden sie so Uber-
flissig, wie in Prima schlieRlich der Lehrer selbst. Die
Schiiler schneiden Papierfiguren im Unterricht mit der
mitgebrachten Schere aus. Zur Wiederholung dienen
die groR ausgefiihrten Modelle der Schule. Dabei wird
der sprachliche Ausdruck gepflegt, Ilu 1V werden
graphische, oder — besser gesagt — zeichnerische
Darstellungen von Funktionen (auf Rechen-, nicht mm-
Papier) gut verstanden. Viele sind nicht ndtig, aber
man muB bestandig auf sie zurlickkommen.

Lorey: Die Bodcschen AeuRerungcn sind sehr
liberzeugend und ich selbst hege keinen Zweifel, daB,
von einem Mathematiker gegeben, der propadeutische
Unterricht in Geometrie ausgezeichnet wirkt; die groRe
Schwierigkeit besteht aber darin, dal man an den Real-
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anstalten vielfach diesen Unterricht in V durch semina-
ristische Lehrer geben lasse, auch aus Mangel au
Mathematikern.

Masuch (Rogasen) betont die Unterscheidung
zwischen sinnlicher und reiner Anschauung, der An-
schauung a priori im K an tischen Sinne, und stellt
die Ausbildung des rdaumlichen produktiven Anschau-
ungsvermdogens, das sich von der gewonnenen empirischen
Anschauung, der Anschauung a posteriori, unabhangig
macht, als ein hohes Ziel des mathematischen Unter-
richts hin. Dies sei auch hei den Meraner Vorschlagen
gemeint worden.

Schotten erklart, daR auch er durchaus fur den
propadeutischen Unterricht in Quinta eintrete.

Brocke (Zabern): Als Schiler von Max Simon
will ich nicht versdumen, auch an dieser Stelle auf die
,Didaktik und Methodik*“ meines hochverehrten
Lehrers, namentlich die 2. Aufl. von 1908, hinzuweisen.
Auf Einzelfragen mochte ich, wie gesagt, nicht cin-
gehen. Als eine erfreuliche Erscheinung aber konsta-
tiere ich, daB eine fruchtbare Einwirkung der durch
den Artikel Simons in den Sudwestdeutschen Schul-
blattern 1907 inaugurierten Wendung der Diskussion
der Meraner Vorschlage, die ich seihst erstmalig als
solche feststellte und in gewisser Weise fortzusetzen
unternommen habe*), unverkennbar ist. Was dio
MiRverstandnisse betrifft, von denen Herr Prorektor
Lorey vorhin sprach, wie auch Herr Direktor
Schotten in seinem Vortrdge, so besteht in diesem
Punkte eine gewisse Gegenseitigkeit. Eine Erdrterung
personlicher Spannungen gehort jedoch nicht hierher
und ist auch unserer groBen Sache nicht dienlich.

Grimsehl (Hamburg): An der Oberrealschulo
Uhlenhorst-Hamburg wird der propadeutische Unterricht
gegeben, wenu der Rechenunterricht in V in den
Hénden des Mathematikers liegt, dagegen nicht, wenn
der Elementarlehrer den Unterricht erteilt.

GeiBler: Es scheint mir nicht gemeint zu sein,
daB man durch AeuBlcrung verschiedener Ansichten
Vorschriften winsche; Freiheit ist wunschenswert, aber
auch fir den Schiiler. Dieser findet sehr viel zu fragen,
und man soll nicht durch bestimmtes Verlangen, z. B.
gewisse Auffassung des Grenzbegriffes, etwa das Fragen
unterdriicken oder an eine gewisse Darstellung ge-
wohnen. Wenn auch der Schiler schon einmal
merken darf und soll, welch ein Mittel man durch
Differentialquotienten in der Hand hat, so soll er doch
stets und hei jedem guten Unterricht fihlen und sein
Geflihl bewahren dirfen, daB hier noch sehr viel zu
denken ist, auch Ucbersinnliches. Dann wird um so
mehr der Hunger entstehen, zu denken und auf .der
Universitdat nach Grindlichkeit und weiterer Vertiefung

zu suchen, sich selbst kritisch zu entscheiden, welcher
Auffassung wohl der Vorzug zu geben sei.
Trcutiein hat Reallehrer gefunden, die den

vorbereitenden Geometrieunterricht sehr gut zu geben
wuften. Dieser stort nicht den spateren wissenschaft-
lichen Betrieb, erzieht vielmehr nach und nach einen
Heihunger nach streng logischer Erkenntnis.

Loewy (Freiburg) fiihrt aus, ihm erscheint der
propédeutische Unterricht absolut notwendig; mit ihm
knipft man an die besten Traditionen der Vergangen-
heit an, an Newton und Helmholtz, nach denen
die Geometrie in der Empirie ihre Basis hat. Der
propadeutische Unterricht hat die Schiler nicht nur

*) Vergl. die Verhandlungen der Versammlung deutscher
Philologen und Schulménner in Basel, 1907,
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mit dom aus der Erfahrung stammenden Arbeitsmaterial
der Geometrie bekannt zu machen, sondern soll ihnen
auch Lehrsédtze vorfihren, um die Sehnsucht nach Mehr
zu wecken. (Sundara Row, Geometrien! exercises in
paper folding, G. 0. Young and AV. E. Young, der
kleine Geometer, deutsch von S. u. E. Bernstein). In
Zusammenhang mit diesem propddeutischen Unterricht
spricht Redner (ber den mathematischen Unterricht
in der Prima, der auch in gewisser Weise propadeutisch
sein soll. Er muRte gewisse Ausblicke auf Fragen
geben, die Gber den Lehrstoff hinausgeheu, und auch
fir den Universitatsunterricht vorbereiten. Z. B. Be-
sprechung des Problems der Quadratur des Kreises,
seine Losbarkeit hei unendlich h&aufiger Anwendung

des Zirkels mittelst der Reihe Vi 1— M 4- 5

Kreisteilung, Unmaoglichkeit der algebraischen Auflésung
der Gleichung fiinften Grades. Bei Besprechung solcher
allgemeiner Fragen konnte auch vielleicht mehr als
bisher das Geflihl fiir die Schonheit der Mathematik
geweckt werden; hier ist ebenso wie fir die Freude
an der Natur die Anleitung erforderlich. Aiikutipfcnd
an Herrn Schotten, der die mathematische Geographie
als einziges abgeschlossenes Anwendungsfeld der Mathe-
matik bezeichnet hat, wird die Versieherungsmathematik
genannt. Sie sollte ohne Wahrscheinlichkeitsrechnung
nur mit Hilfe des Begriffs dos Durchschnitts dureli-
gefulirt werden. lhre Wichtigkeit erhellt daraus, daf
die deutschen Versicherungsanstalten jahrlich mehr
Pramien oinnehmen, als der preufische Staat direkte
Steuern.  An die verschiedenen Sterblichkeitstafeln
lassen sich Bemerkungen uber die Aenderung der Sterb-
lichkeit infolge Hygiene und verschiedener Lebens-
bedingungen anknipfen.

Lorey: Das von Herrn Prof. Loewy erwahnte
Buch ,,Der kleine Geometer* ist von dem mathematischen
Ehepaare Young verfalt und aus der Erziehung seiner
sechs Kinder entstanden.

Der Vorsitzende Soith schlagt vor, jetzt zur Be-
sprechung der Infinitesimalrechnung (Uberzu-
gehen.

Treutlein halt fiur angezcigt, diese wenigstens
in der Gymuasialprima zundachst geschichtlich und geo-
metrisch darzustellen, erst nachher abstrakt.

Grimseh 1. Au den Ohcrrealsehulen in Hamburg
ist die Infinitesimalrechnung seit dem Bestehen der
Oberrealschule cingefiihrt mit dem besten Erfolg. Die-
jenigen Lehrer, die den Unterricht gegeben haben,
werden ihn niemals wieder aufgeben; sie verzichten
lieber auf irgendwelche anderen Kapitel der Mathematik,
als auf die Infinitesimalrechnung. Die Physik anderer-
seits zwingt zur Einflihrung der Infinitesimalrechnung.
Die Begriffe ,,Geschwindigkeit, Beschleunigung“ usw.
sind DiffVrentialquotienten, Man soll sich auch nicht
vor dem Worte fir den Begriff furchten.

Bode ist aus einem Gegner ein Freund der Ein-
fihrung der Infinitesimalrechnung geworden. Sie kann
in 0 Il oder U1 bei den kubischen Gleichungen mit
dem Tangentenproblem begonnen werden. Das Buch
von Burkhardt, anschauliche Behandlung einzelner
Aufgaben mit viel Zeichnen, ist zu empfehlen.

Liroth (Freiburg) bemerkt, dak man die Infinite-
simalrechnung auf die Archimedische oder Leibniz-
selie Art behandeln konne, auf strengere oder weniger
strengere Weise, dal man im ersten Jahre mit Inte-
grationsproblemeii beginnen misse, daB aber nur die

UNTERRICITSBLATTER.

Jahrg. XV. No. 5.

praktischen Lehrer ber die zweckmaRBigste Art eht-
scheiden kénnten.

Lorey: Auch ich kann nur Ginstiges berichten
und zwar vom Gymnasium in Gorlitz, wo ich bis
Ostern d J. als Oberlehrer tatig war. Ich bin mit dem
letzten Jahrgang bis zur Taylorsehen Entwicklung ge-
kommen und habe damit guten Erfolg erzielt. Warnen
mufR ich aber vor der doch zuweilen drohenden Gefahr,
dal ein formales Darauflosdifferentiieren in die Schulcu
ciuzielit. Mit Rucksicht auf die von Herrn Geheimrat
Liuroth erwédhnten Schwierigkeiten des Infinitesimal-
begriffeS mache ich auf die treffliche Arbeit von Hessen-
berg in den Abhandlungen der Friessclien Schule
aufmerksam, die die Mystik der unendliehkleinen
GroRen beseitigt.

Seith warut vor oberflachlichem Betrieb, da sonst
die Schiler den Eindruck einer lickenhaften Wissen-
schaft bekommen.

K. T. Fischer (Miuchen): Es ware besser, statt
LInfinitesimalrechnung®“ das Wort ,Grenz-
begriff“ einzufiihren; dabei wére die Behandlung des
Grenzbegriffes nur dann und so weit aufzunehmen, als
derselbe hei geometrischen oder physikalischen Ueber-
legungen sieh aufdraugt. Am Gymnasium wird eiue
strenge mathematische Behandlung nicht mdglich sein.

Schotten konstatiert eine erfreuliche Ueberein-
stimmung fir die Einflhrung der Infinitesimal-

rechnung in die héheren Schulen; dagegen fordert
er fiir die Behandlung individuelle Freiheit des
Lehrenden.

Thaer (Hamburg): Differentiieren und Inte-

grieren zahlreicher Funktionen ist zwar nicht not-
wendig, aber nicht schadlich. Besonders ist dies als
Sicherheitsventil fiir solche Herren zu empfehlen, die
mm doch einmal sich und die Jungen plagen missen,
sei es mit planimetrischen Konstruktionsaufgaben oder
mit quadratischen Gleichungen mit mehreren Unbe-
kannten. In bezug auf die Strenge ist doch wohl
festzuhalten, daB wir nur so streng sein werden, als
wir einerseits dem Verstdndnis der Schiler zumuten
kénnen, andererseits selbst imstande sind. Nachdem
Herr Prof. Study den Lehrern die Fahigkeit abge-
sprochen hat, in Differentialrechnung unterrichten zu
kénnen, ist es mir personlich zweifelhaft geworden, oh
ich die Begriffe mit der notigen Strenge erfallt habe.
Die verschiedenen Methoden, die heute angegeben sind,
sind aber wertvolle Anregungen, aber nicht als bindende
Vorschriften anzusehen.

Loewy bemerkt, dal auch die Geometrie in
unseren Schulen nicht streng gelehrt wird und gelehrt
werden kann. (Z. B. Schnittpunktsatze, Messen, AehiG
lichkcit). Die Infinitesimalrechnung brauchte also viel-
leicht auch nicht, wie Herr Direktor Seith verlangt,
absolut streng gelehrt zu werden. Die Voranstellung
der Differentialrechnung scheint vielleicht empfehlens-
wert, um dem Schiler den flr die Naturwissenschaften
unentbehrlichen Geschwindigkeitsbegriff an erster Stelle
zu geben. Mit den Elementen der Differentialrechnung
— es brauchen nicht alle Funktionen differentiiert zu
werden — kann mail bereits in der Natur herrschende
Gesetze der Oekonomie (Brechungsgesetz, Refiexions-
gesetz) ableiten; derartige Kenntnisse sollten allgemein
werden.

Grimseh 1 konstatiert, in Uebereinstimmung mit
Schotten, daB alle einig sind in der Ueberzeugung,
daB die Infinitesimalrechnung nétig sei. Es
handele sich nur um die Namen ,,Differentialquotieiit*
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und ,Integral“. Er pladiert daher, das Ding heim
rechten Namen zu nennen. Er schrankt die Bedenken
Bo des ein, daB ein zusammenhangender Lehrgang der
Infinitesimalrechnung schadlich wére. Es soll die Diffe-
rentialrechnung nicht als abgeschlossenes Gebaude ein-
gefiihrt werden, aber nachdem der Begriff des Diffe-
rentialquotienten geniigend eingefiihrt ist, sollen die
einzeln zusammengetragenen Bausteine zu einem einheit-
lichen Ganzen verbunden werden. Dadurch lerne der
Schiiler, daR das bessere Werkzeug ihn zu besseren
Leistungen befahigt. Der Schiler erhdlt dadurch
Hunger nach mehr, wenn er sieht, da die Schulmathe-
matik nicht die Gesamtheit der ganzen Mathematik
bildet. Die Strenge der mathematischen Behandlung
ist nur relativ. Sie soll stets so weit gefiihrt werden,
wie es bei der Bildungsstufe der Schiiler maglich ist,
doch werden wir nie auf der Schule zu einer absoluten
Strenge kommen. Je hoher der Schiler in seiner
Bildung gekommen ist, je weiter kann man die Strenge
treiben. Zu der Bemerkung des Direktors Th aer, daf
viele Lehrer sich und den Schilern das Leben unbe-
quem machen, durch besondere Tufteleien, z. B. bei
geometrischen Konstruktionen oder bei quadratischen
Gleichungen mit mehreren Unbekannten, mochte er
darauf liinweisen, daB die Ursache vielfach in dem
Bestreben mancher Lehrer zu suchen sei, in den Ver-
offentlichungen der Abiturientenaufgaben in den Jahres-
berichten durch schwierige Aufgaben zu imponieren.
Er halte es darum fir erwinscht, dal diese Veroffent-
lichungen unterbleiben.

K. T. Fisch er betont wiederholt, man solle nicht
Differential- und Integralrechnung unterscheiden, son-
dern das beiden Charakteristische, Gemeinsame und an
der Schule Neue, ,den Grenzwert“ als Schlagwort
nehmen, um den Stoff zu charakterisieren. Die Archi-
medische- Methode der Flachenrechnung wird auch
den Mathematiker befriedigen und dirfte im Hinblick
auf die historische Entwicklung im Bereiche der Auf-
nahmeféahigkeit des Primaners liegen. Mathematik soll
als abstrakte Wissenschaft des Denkens rein und Kklar
der Naturwissenschaft gegenibcrgestellt werden.

Seith gesteht dem Physiker, aber nicht dem
Mathematiker das Hecht zu, die Schwelle zu uber-
schreiten, wo die Ueberlegung problematisch wird, und
weitere Folgerungen anzuschlieRen. Gerade die Schiler,
die nicht Mathematik weiterstudieren, sollen von ihrem
einwandfreien Aufbau den Eindruck eines Kunstwerks
ins Leben mitnehmen.

Zum SchluB ging die Diskussion auch auf mehrere
Punkte ein, die in dem der Diskussion vorangegangenen
Vortrag von Geifller (s.Unt.-Bl. XV, Nr. 4, S. 80)
beriihrt worden waren. Da der Vortragende selbst
nicht mehr anwesend war, beschrénkte sich die Debatte
auf Hervorhebung einiger allgemeiner Gesichtspunkte,
doch wurde ausgesprochen, da das Schweigen zu ver-
schiedenen Bemerkungen des Herrn Geifler nicht
als Zustimmung aufzufassen sei. Im Einzelnen bemerkte

Poske: Die Bemerkungen des Herrn Geil3ler
zu den Meraner Vorschlagen sind, auch soweit sie eine
Kritik zu enthalten scheinen, nicht geeignet, jenen
Vorschlagen Abbruch zu tun. Namentlich ist bezig-
lich des funktionalen Denkens (genauer: des Denkens
in funktionalen Beziehungen) zu sagen, daB die funk-
tionale Auffassung keineswegs auf praktische Dar-
stellungen beschrénkt bleiben soll, sondern daf diese
nur eine Veranschaulichung und eine unentbehrliche
Vorstufe bedeuten. Und ebensowenig reden die

die ton zweianderen geschnitten wird.
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Meraner Vorschldge einer unbegrenzten Tragweite des
funktionalen Denkens das Wort; allerdings stellt die
funktionale Auffassung einen Leitgedanken dar, der
selbst bis zu den letzten Problemen, wie dem der Be-
ziehung zwischen Kaorperlichem und Geistigem hin-
fihrt, ohne daB jedoch mit der Aufdeckung funktionaler
Beziehungen das Wesen dieses Zusammenhanges auf-
geklart ware. Hier leitet vielmehr gerade das funk-
tionale Denken bis aD die Grenze, wo sich Erforsch-
liches und Unerforschliches scheiden und wo die
»2Ahnung“ beginnt, die der Vortragende vom Unter-
richt ferngehalten wissen wollte. — Herr GeilRler
hat weiter gegen die Meraner Vorschlage eingewendet,
daB mit der Erziehung zur r&umlichen Anschauung
und der Gewo6hnung an funktionales Denken die Ziele
des mathematischen Unterrichts nicht ausreichend be-
zeichnet seien. Indessen wollten die Meraner VVorschldge
ja keine Didaktik des mathematischen Unterrichts geben,
sondern nur die Stellen bezeichnen, au denen vor allem
eine Reform des mathematischen Unterrichts wiinschens-
wert erschien. Es ist selbstverstandlich, daB mit der
radumlichen Anschauung die Bildung klarer Vor-
stellungen Hand in Hand geht (die Meraner Vorschldge
betonen geradezu die hieraus entspringende Schulung
des logischen Denkens), und ebenso, dal die Gewdhnung
an funktionales Denken fiir sich noch nicht die Ldsung
aller schwierigen Probleme bedeutet, obwohl sie die
Vorbedingung fir deren Inangriffnahme darstellt. —
Der Vorwurf endlich, daf der Studienplan der Unter-
richtskommission der Naturforscher und Aerzte die
Studierenden an ihrer philologischen Ausbildung hindere,
beruht auf einer vélligen Verkennung des Planes.
Dieser sucht im Gegenteil die Anzahl der Fachvor-
lesungen in den ersten sechs Semestern auf ein Mini-
mum herabzusetzen, um den Studierenden die Pflege
allgemeiner Bildungsfacher und insbhesondere . auch
philologische Studien zu ermdglichen. Nicht Gering-
achtung, sondern hohe Wertschatzung der philologischen
Bildung hat bei dem Entwurf dieses Studienplanes
mitgewirkt.

Heber die Winkel an einer Geraden,
die von zwei anderen geschnitten wird.
Vortrag auf der Hauptversammlung zu Freiburg i. Br.*)
von E. Brocke (Zabern).

Es handelt sich um die Frage einer ratio-

nellen Einteilung und Bezeichnung der
bekannten 16 Winkelpaare. Da diese Frage
vor kurzem in den vorliegenden Unterrichtsbléattern

mehrfach behandelt wurde,**) so erschien die dies-
jahrige Hauptversammlung als der rechte Ort, die
Frage in ihrem ganzen Umfange von neuem aufzu-
rollen. —

Der erste Teil gab eine Einfihrung in das Problem.
Zundchst wurde die bisherige Entwickelung und der
gegenwadrtige Stand der Frage geschildert und erdrtert;
insbesondere wurde Schottens Dreiteilung be-
sprochen. Sodann wurde die Liicke festgestellt, die in
der Schulmatbematik wie in der wissenschaftlichen
Elementarmathematik im Hinblick auf das Thema
nach wie vor besteht, und zu dieser Tatsache Stellung

*) S. Unt.-Bl. XV, 3, S. 64 . .
. Die obigen Ausfuhrun%en geben nur einen, allerdings
die Hauptpunkte deutlich Eeraushebenden Auszug aus dem
Vortrag, der in ausfihrlicher Bearbeitung in Schottens
Zeitschr. f. math. u. nat. Unterricht erscheinen -wird.

**) S. Unt.-Bl. XV, 1. S.18.
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genommen. Endlich wurde, nach einer Rechtfertigung
der sprachlichen und sachlichen Fassung des Themas,
das zugehdrige Problem formuliert, was hier, wie ge-
sagt, nur fiir den Kern der Sache geschehen soll.

Betrachtet man namlich die Zusammenhénge
zwischen der GroBenbeziehung der zwei Winkel irgend
eines Paares und der der Ubrigen Paare und ferner
der gegenseitigen Lage der zwei Geraden zu einander
samt den Umkehrungen, so bemerkt man, dal eine
Einteilung in zwei Klassen zu je acht und
eine dazu passende Bezeichnung notwendig
und ausreichend ist, um die betreffenden Lehrsatze
maoglichst einfach und natirlich, kurz und doch voll-
standig, formal und inhaltlich streng richtig aussprechen
zu kdnnen. DemgemalR lautet das Problem: Wie er-
kennt man diese zwei Klassen ohne GréBen-
vergleichung? Wie erkennt man, ob ein be-
liebiges Winkelpaar zur einen oder zur anderen Klasse
gehdrt?  Welches sind die dementsprechend
passendsten Bezeichnungen und Namen fir
diese beiden Klassen? —

Der zweite Teil sollte die Grundlegung, Entwicke-
lung und Wirdigung einer L&sung bieten, mufite aber
aus Mangel an Zeit kursorisch behandelt werden.

An der Hand der Figur zweier einander schneiden-
der Geraden wurden auch fir die Figur des Themas
dieVoraussetzungen und Bedingungen, die Anknipfungs-
momente und Gesichtspunkte fir die aufzustellenden
Kriterien gewonnen.

Abgesehen von der Figur und den 16 Winkel-
paaren, wird, was sich als zweckmdRig bewahrt, als
weitere Voraussetzung festgesetzt, dal als zugeordnete
oder entsprechende Schenkel je zwei solche gelten,
welche entweder beide in der einen Geraden oder
beide nicht in der einen Geraden liegen. (Bei der
zweiten Art liegt der eine Schenkel in einer der zwei
Geraden, der andere in der anderen.) Die Bedingung,
die zu erfillen ist, verlangt, daR jedes der aufzu-
stellenden Kriterien zu einer und derselben bekannten
Zweiteilung der 16 Winkelpaare zu je 8 fiihren soll.
Nebenbedingungen sind Einfachheit und Natirlichkeit.
Als Anknipfungsmomente sind offenbar die Stlicke
des Winkels zu betrachten, ndmlich Scheitel, Schenkel
und Flache. Der Scheitel moge jedoch — dies soll
als weitere einschrankende Festsetzung beachtet
werden — nicht als unmittelbares Ankniupfungsmoment
dienen, sondern nur eine sekundare Rolle spielen, da
seine direkte Benutzung etwas Gesuchtes und Unnatir-
liches an sich hat, obwohl es mdglich ist, zugehorige
Kriterien aufzustellen. Diese Festsetzung steht also
mit der vorher aufgestellten Nebenbedingung im Ein-
klange.  Als Gesichtspunkte endlich, . unter denen
Schenkel und Flachen beschrieben und verglichen
werden sollen, kommen Lage und Bewegung gleicher-
mafen zur Anwendung.

Auf diesem Boden lassen sich folgende vier Kri-
terien aufstellen:

Das erste Kriterium betrachtet die Lage
der Winke 1f I1sichen. Dabei fragt man sich, ob
sie auf derselben oder auf verschiedenen Seiten der
einen bezw. der zwei anderen Geraden liegen. Danach
gibt es acht Winkelpaare von der Eigenschaft, dal
die zwei Winkel jedes Paares zu der einen Geraden
ebenso liegen, wie zu den beiden anderen, was von
den acht dbrigen nicht gilt.

Das zweite Kriterium betrachtet die Lage
der Schenkel, namlich ihre Richtung. Dabei

Unterrichtsblatter,
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fragt man sich, ob die entsprechenden Schenkel gleich
oder entgegengesetzt gerichtet sind. Danach gibt es
acht Winkelpaare von der Eigenschaft, daR bei jedem
Paare die zwei Schenkel in der einen Geraden zu ein-
ander ebenso liegen, wie die in den beiden anderen
Geraden, was von den acht tbrigen nicht gilt.

Das dritte Kriterium betrachtet die Be-
wegung der Schenkel und zwar ihre Drehung
um die Scheitel. Dabei werden die Winkel beschrieben
und zwar entweder von der einen Geraden oder von
den beiden anderen aus. Danach gibt es acht Winkel-
paare von der Eigenschaft, daf bei jedem Paare die
Drehung eines Schenkels des einen Winkels in dem -
selben Sinne erfolgt, wie die des entsprechenden
Schenkels des anderen Winkels, wahrend sie hei den
acht dbrigen im entgegengesetzten Sinne
erfolgt.

Das vierte Kriterium betrachtet die Be-
wegung der Winkelflachen. Dabei werden die
Winkel zur Deckung gebracht, was stets durch eine
Drehung in der Ebene — auch die Verschiebung ist
ja in gewissem Sinne eine Drehung — geschehen kann;
Gbrigens je nach den GroBen- oder Lagenbeziehungen
ganz oder nur teilweise. Danach gibt es acht Winkel-
paare von der Eigenschaft, daR der eine Winkel jedes
Paares derart mit dem anderen (ganz oder nur teil-
weise) zur Deckung gebracht werden kann, daf die
entsprechenden Schenkel (beider oder nur der ersten
Art) sich decken, wéhrend bei den acht Ubrigen eine
Deckung nur derart moglich ist, daB die nichtent-
sprechenden Schenkel zur Deckung gelangen. Die
Drehungsmittelpunkte der ersten Gruppe sollen ,,Ortho-
centra®“, die der zweiten ,,Paracentra“ heiBen.

Das erste Kriterium wird man kurz das der
Fldchenlage, das zweite das der Schenkel-
richtung nennen, das dritte ist das des Drehungs-
sinnes, das vierte endlich kénnte das Kriterium der
Deckuugsmoglichkeit genannt werden.

Als Name n fur die Winkel der beiden Klassen
oder Gruppen, die fir alle vier Kriterien (wie auch in
anderer Hinsicht) passen, schldgt der Verfasser die

folgenden vor: Die Winkel jedes Paares der
ersten Klasse heiBen ,,homologe“ oder ,ent-
sprechende®, die der zweiten Klasse ,an-

liomologe* oder ,nichtentsprechende® Winkel.
Auf diese Weise ist dem Bedurfnisse nach einer wissen-
schaftlichen (internationalen) Terminologie geniigt und
auch fir passende deutsche Worte gesorgt, falls man
solche gebrauchen will.*) —

Was die Wirdigung der vorstehenden LOsung an-
geht, so sei hier vor allem auf folgenden Sachverhalt
hingewiesen. In den aufgestellten Kriterien handelt
es sich um die Seiten oder Halbebenen, welche jeder
Geraden in der Ebene zugehoren, um die Seiten oder
Halbgeraden, welche jedem Punkte auf einer Geraden
zugehdren, und um ausgezeichnete Bewegungen von
Geraden oder Halbgeradeu wie auch der ganzen Ebene
oder geradlinig begrenzter Teile derselben (Halbebenen,
Winkel) in der Ebene der Figur. Das sind gewisse
der vom Verfasser sogenannten symmetrischen und
symmetriebildenden Eigenschaften der Grundgebilde.

~*) Die Frage nach besonderen Namen, die den einzelnen
Kriterien angepalt sind oder gar zu weiteren Einteilungen
der beiden Klassen selbst gehéren wirden, bleibe hier ganz
aus dem SFleI. Uebrigens hat der Verfasser zum Zwecke
einer deutlichen und “vollstandigen Einsicht in alle Ein-
teilungsmaglichkeiten graphische Tabellen aufgestelii,

deren "Vorflhrung, wie Tm Vortrage, so auch an dieser Stelle
unterbleiben muR.



1909. No. 5.

Ferner kommt ebenfalls auf Schritt- und Tritt, schlieB-
lich auch in den Bezeichnungen und Namen, das
allgemeine Prinzip des Entsprechens zur
Anwendung. Fir dieses Prinzip, welches sich fir die
Geometrie als das der Benutzung symmetrischer
Beziehungen spezialisiert, ist der Vortragende
schon friher mehrfach in Wort und Schrift einge-
treten.*)

Sodann sei gerade hier ganz besonders betont,
dal es selbstverstandlich ist, daB fir die Zwecke des
Unterrichts, namentlich des Anfangsunterrichts, je nach
dem Alter der Schiler oder dem Stande der Klasse
oder des betreffenden Schiilers, nach empirischen Be-
trachtungen und Messungen, diese Einteilungskriterien
und Namen durch Mittel bekannter Art, wie Kolorie-
rung, Schraffierung, Bogen und Pfeile, Buchstaben,
passende Vergleiche, tberhaupt durch geschickte Be-
zeichnung und Darbietung veranschaulicht, nahegebracht,
schmackhaft und verdaulich gemacht werden kénnen
und missen. Man wird die Bezeichnungen so
wahlen, dal die gleichb ezeichneten Winkel
der ersten, die verschiedenbezeichneten
der zweiten Klasse angehdren. Eine solche
geschickte Bezeichnung erleichtert nicht bloR die
Durchfiihrung der Kriterien, sondern vermag sie sogar
in gewissem Grade zu ersetzen, was fir die geo-
metrische Praxis von Vorteil ist, weil dadurch das
abstrahierende Denken auf ein Minimum reduziert wird.

Auch durfte klar sein, daB durch die aufgefundene
Losung der Freiheit des Lehrers in rein inhalt-
lich-sachlicher Hinsicht (Zuganglichkeit einer gréReren

Zahl von Satzen, Uebungen und Anwendungen) wie
noch mehr in formaler und methodischer Hinsicht
(nach Auswahl und Behandlung) ein ganz be-

deutend weiterer Spielraum geschaffen ist,
als er bisher bestand, wo ja, wie im ersten Teile
naher ausgefiihvt wurde, in beiderlei Hinsicht Unvoll-
stdndigkeit und Unklarheit, Einseitigkeit und Unsicher-
heit weit verbreitet waren und noch sind.

SchlieBlich sei noch darauf aufmerksam gemacht,
da die aufgestellten Kriterien, die vorgeschlagenen
Namen und die erwahnten Bezeichnungen, wie schon
fur die Figur zweier sich schneidender Geraden, so
erst recht, natirlich in entsprechender Variation, fir
die Figur zweier Paare sich schneidender Geraden
sich eignen und dort dieselben Vorteile bieten. —

Die Bedeutung und Tragweite der aufgefundenen
Losung konnte hier nur kurz gekennzeichnet werden.
Der enge Zusammenhang mit den unterrichtlichen
R eform bestrehungen dirfte ohnedies auch in
diesem Auszuge deutlich erkennbar sein. Der Vortrag
schlo®R mit einer Aufforderung zur Diskussion, die
dann auch in anregender und lebhafter Weise statt-
fand und an demselben Tage auf dem néchtlichen
Wege vom Festmahle nochmals aufflackerte.

* Siehe dartber die ,Verhandlungen der <9. Versammlung
deutscher Philologen und Schulméanner in Basel vom 2L bis
27. September 1907+ (Leipzig 1908, Teubner) S. 182f. und S. 187
und den ,Bericht (ber eine In Basel veranstaltete Besprechun
der Reformvorschldge der Unterrichtskommission der Gesell-
schaft deutscher Naturforscher und Aerzte® von M arcel
GroBmann in der Zeitschr. f. math. u. nat. Unterricht,
39. Jahrg. 1908, S. 79 ff. — Eine Darlegung, wie sich das an-
gefuhrté Prinzip flur den arithmetisch-algebraischen Unter-
richt sperzialisiert, hat der Verfasser in Arbeit und wird dem-
nédchst erscheinen.

Uber Funktionalgleichungen
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in der Elementarmathematik.

Ueber Eunktionalgleichungen in der
Elementarmathematik.
Von A. Wen dl er (Erlangen).
(SchluB.)

In diesen Blattern (XIV, Nr. 3, pag. 53 und XV,
Nr. 2, pag. 30) habe ich in zwei Aufsitzen die Be-
handlung elementarniathematisclier Fragen mit Hilfe
von Funktionalgleichungen versucht. Die folgenden
Zeilen sollen nun einer abschlieBenden kritischen Be-
leuchtung dieser Versuche dienen, deren Zweck und
Ziel dadurch, wie ich hoffe, vollig klargclegt wird.

Zunachst einige Bemerkungen tiber die Funktional-
gleichungen Uberhaupt:

Als Funktionalgleichungen bezeichnen wir alle
diejenigen Gleichungen, welche Eigenschaften von
Funktionen ausdriicken und auf Grund dieser Aussage
deren Form ganz oder teilweise zu bestimmen erlauben.
Dabei lassen sich etwa folgende Kategorien unter-
scheiden: 1. Differenzengleichungen. II. Differential-
gleichungen und solche Funktionalgleichungen, welche
sich durch Difl'erentiations- und Eliminationsprozesse auf
Differentialgleichungen zurickfiihren lassen. HL Funk-
tionalgleichungen, deren Behandlung sich auf die Cauchy-
BiemannscheFuuktionentheorie griindet. IV. Funktional-
gleichungen, auf welche unter Einfiihrung symbolischer
Bezeichnungen die Methoden der Gruppentheorie An-
wendung finden.

Vom Standpunkt der gewohnlichen Elementar-
mathematik aus waren alle diese Hilfsmittel natur-
gemadR auszuschlieBen, worauf ich ja auch in der Ein-
leitung zum ersten Aufsatz hingewiesen habe. Die
einzige allgemeinere, noch als elementar zu bezeichnende
formale Methode, ist die hei einer einzigen Funktion
mit einer Unbekannten 6fter anwendbare Methode der
unendlichen Reihen, wie sie z. B. hei Bardey zur Ab-
leitung der Reihe log (1 x) m=A xB x~ -\ sich
findet. Im dbrigen muB man sich bei einer rein
elementaren Behandlung eben darauf beschranken,
unter mdoglichster Ausnutzung der Methode der un-
bestimmten Koeffizienten von Fall zu Fall Ldsungen
zu finden, wie ich es an einzelnen Beispielen versucht
habe. Da solche Ldésungen dann meist nur partikular,
mit Ricksicht auf das gegebene Problem nur als
maoglich, héchstens wahrscheinlich anzusehen sind, so
konnen sie selbstverstdndlich auch nicht zur licken-
losen Ableitung mathematischer Sétze benutzt werden.
Dazu wiirde vielmehr gehdren, daB die aufgestellte
Funktionalgleichung notwendig und hinreichend erkannt
und vollstandig geldst werden koénnte.

Welchen Zweck kann dann die versuchte funktionale
Behandlungsweise nach einer so weitgehenden Ein-
schrankung noch haben? Wir alle kennen die Tat-
sache, dal die Auffindung eines unbekannten Weges
in der Mathematik vielfach erleichtert wird, wenn man
das wirkliche oder auch nur wahrscheinliche Resultat

bereits im voraus kennt. Bei der funktionalen Be-
handlung steht gerade diese heuristische Seite im
Vordergrund. Die zu einer strengen Begriindung

ndtigen Spezialuntersuchungen erscheinen dabei nicht
nur nicht entbehrlich, sondern werden geradezu heraus-
gefordert und in bestimmte Richtung gelenkt. DaR
die Beweiskraft des Verfahrens in den einzelnen Féllen
verschieden groR ist und nicht alle Probleme fir die
versuchte Behandlung gleich ginstig liegen, ist ganz
natlirlich und kann an den mitgeteilten Beispielen ge-
prift werden. Es kommt eben bei all diesen, noch
leicht zu vermehrenden Beispielen wesentlich darauf
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an, wieweit die Voraussetzungen reichen. So ist es
z. B. eine durchaus begriindete Annahme, daB die
Winkelsumme W eines Polygons in der Ebene von
der Anzahl n der Ecken abhdngt. Hypothetisch dagegen
— und dquivalent mit dem Parallelenaxiom — ware
die Annahme, daB W nur eine Funktion von n sei.
LaRt man diese Annahme zu, so ist es leicht, eine
Funktionalgleichung aufzustellen und sie rein elementar
vollstandig zu lésen. Dagegen wiirde die von vornherein
recht wohl zuldssige Annahme, daR W auch eine
Funktion von der Flache des Polygons sei, auf eine
Funktionalgleichung fiihren, deren elementar leicht
angebbare Ldsung zunédchst nur als moéglich und mit
Ricksicht auf den zuerst betrachteten Fall als wahr-
scheinlich zu betrachten ist und formell mit dem
Resultat Ubereinstimmt, das man bei der Berechnung
des Flacheninhalts eines von groften Kreisen gebildeten
Kugelpolygons findet.

Was nun die Physik betrifft, so geht aus den drei
mitgeteilten Beispielen hervor, in welchem Sinne hier
Funktionalgleichungen unter Beschrankung auf eine
rein elementare Behaiullungsweise mit Vorteil An-
wendung finden kdénnen. Welche Rolle dabei der
Begriff der physikalischen Dimension spielen kann,
mag noch etwas eingehender erdrtert werden:*)

Auf Grund willkirlicher Abmachung erhalten
bekanntlich die (abgeleiteten) physikalischen Grofen
neben der Zahl, welche sie mit einer GroRe der nam-
lichen Art vergleicht, gewisse Namen; das sind die
Dimensionalausdriicke, welche algebraische Funktionen
von gewissen, passend gewéhlten Grundeinheiten sind.
Handelt es sich nun darum, eine neue physikalische
GroRe durch die einmal gewahlten Einheiten (z. B.
Lange (L), Masse (Ai), Zeit (T) im C.- G.- ;’.-System)
auszudricken, so kommen hauptsachlich Proportional-
gesetze von der Form Y = ceXjeX2+X3mmin Be-
tracht, wobei die X /m Ausdriicke bedeuten, die in
bekannter Weise von den gewdhlten Grundeinheiten
abhéngen. Ist Y noch unbestimmt, so macht man
gewdhnlich aus dem Proportionalgesetz ein .Gleichheits-
gesetz und bestimmt dabei zugleich die Dimension
von V, indem man c— 1 wahlt (bezw. als reine Zahl
voraussetzt). Sei nun Y bestimmt und etwa ein X
unbestimmt, so gibt dies zu prinzipiellen Bemerkungen
Anla, die vorteilhaft an die Beispiele

1 ' Ire’
Kratt = —mné bezw. = —5-

<r k r
fir das magnetische, bezw. elektrostatische Grundgesetz
augekniipft werden.**)
Zunachst folgt hieraus:

Im|= <vjcmVig'ltsec— und |«| = k'k cnaltg'li sec—!.
Eine Zurlckfuhrung auf die drei mechanischen Grund-
einheiten ist also nur mdglich, wenn man tber u oder
k Annahmen zuldft, z. B. daB K< eine reine Zahl ist.
Sieht man nun von dieser physikalisch nicht be-
griindeten Annahme ab, so ist eine Zuriickfihrung auf
die drei mechanischen Einheiten als nicht gelungen zu
betrachten, da wegen der aus der Maxwellsclien Theorie
folgenden Gleichung ft mk mv 2— 1 entweder /&< oder k
unbestimmt bleibt, als vierte FundamentalgréRe. Es
ist somit ein geradezu das Wesen der Elektrizitat
betreffendes Problem, jene Zurtickfihrung von ft oder
k auf die drei mechanischen Einheiten zu ergriinden.

*) Vergl. hierzu dio Artikel von. W eise, Pietzker und
Kuhfahl, Unt.-BI. 1V, S. 61, 66 und V, S. 33. Anmerkung
der Redaktion.

**)Vergl. Féoppl,Einfihrung in die Maxvellsche Theorie
der Elektrizitat, 1. Absch., 1. Kap., pag. IS und 49.
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Der so gekennzeichnete heuristische Wert des ,ab-
soluten* MaRsystems laRt sich mit noch etwas anderer
Nuance aus folgender Ausfiihrung erkennen:

Es bestehe von vornherein die begriindete An-
nahme, daR die physikalischen GréRen Y, A), X2 umum
(und nur diese allein) in einem Abhangigkeitsverhéltnis
stehen: Y = f(X t, X2mm). Die Funktion /'selbst sei
unbekannt. Setzt man jetzt flr Xn mmmdie als
bekannt vorausgesetzten Dimensionalausdriicke ein, so
resultiert offenbar eine Funktionalgleichung. Jede,
wenn auch partikulare Losung, entspricht moglicher-
weise dem gesuchten Zusammenhang. Fihrt dann die
experimentelle Nachprifung auf einen Widerspruch, so
hat dies entweder seinen (mathematischen) Grund in
der Unvollstandigkeit der Auflésung oder einen phy-
sikalischen Grund, indem auBer den iu Rechnung
gezogenen GroRen Vj, V2ee+s noch andere in Betracht
kommen, deren EinfluB nicht so auf der Hand liegt,
daB sie von Anfang an in Rechnung gezogen werden
konnten. Auf alle Félle ist bei dieser Behandlungs-
weise zu bedeuken, daR f immer nur bis auf eiuen
Zahlenfaktor bestimmt werden kann, da ein solcher
keinen EinfluB auf dio Dimensioualausdriicke hat. Er
kann in gewissem Sinne mit den Integrationskonstanten
der Differentialgleichungen verglichen werden.

Ein Beispiel fiir diese Behandlungsweise wurde
bereits im letzten Aufsatz erbracht. (Ableitung der
Pendelformel.)

Ein weiteres Beispiel mdge der Statik entnommen
werden, wobei wir naturgemdf Kraft und Léange als
Fundamentaleinheiten zugrunde legen: Es handelt sich
um den von einer Flussigkeit auf die Bodenflache q
ausgelibteu Bodendruck B. Dieser hangt wahrscheinlich
ab von q selbst, der Art der Flussigkeit (spez. Gewicht s)
und einer offenbar den Fillungsgrad definierenden
GroRe (RaumgréRe m (L) — Li oder IR oder IR).

B = f{q,s,,r (L)).
Die Funktionalgleichung zwischen den Fundamental-
einheiten ist somit:

K=f(iB.~, ()

fir die offenbar K = IR <~ <L eine mdgliche Lésung

darstellt. Akzeptiert man also die mdgliche, bezw.
wahrscheinliche Beziehung B = (c) mq ms mL (vorbehalt-
lich einer experimentellen Nachpriifung), so fiihrt die
Frage nach der Bedeutung von L von selbst auf den
Versuch mit dem Pasca 1sehen Apparat, indem von
vornherein L — h vermutet wird. Die Frage, ob die
aufgestelltc Funktionalgleichung auch noch anders be-
friedigt werden konnte, bezw. ob B nicht auch noch
von anderen Grofen abhdngt als den in Rechnung
gezogenen, bleibt bis zur experimentellen Priifung offen.

Als letztes Beispiel von etwas groBerer Tragweite
moge noch die Formel fir die schwingende Saite
behandelt werden. Es ist eine von vornherein zu-
lassige, bezw. durch qualitative Versuche einfachster
Art zu begriindende Annahme, daf die Schwingungs-
dauer T abhangt von der Lange L, dem Querschnitt g,
der Spannung P und dem Material, also etwa der
Dichte d*) der Saite: T = f(L, q, P,d). Figt man

*) Wirde man z. B. das spez. Gewicht s statt d nehmen,
so wirden unter Aufrechterhaitung eines Proportionalgesetzes

sich widersprechende Gleichungen fiir die Exponenten a, R mmm

ergﬁeben, ein Zeichen dafir, dal jetzt der Faktor c keine reine
Zahl, sondern eine mit einer Dimension behaftete GroRe

ware (/—]7 =d !JI
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dieser Annahme noch die andere aus der Analogie mit
den meisten physikalischen Formeln entspringende
Voraussetzung hinzu, dal ein Proportionalgesotz vor-

liegt, so kann man offenbar T —ceL a*P" ¢q' md”
setzen, wobei unter ¢ zunéchst eine reine Zahl zu ver-

stehen ist. Die Einfiihrung der Dimensionalausdriicke
liefert somit:
., M-LV
= L RIgw s\
oder:

La-\-B-\-2y—38 y _ j- 2KR®MR + s= reine Zahl.
Daher missen die Gleichungen a R - (2)y—3<5—0
1 - =0

B+ 8 —0
bestehen. Wirden sich dio Gleichungen widerspreche)),
so miufte man hei Aufrechterhaitung des Proportional-
gesetzes die Annahme fallen lassen, daB c eine reine
Zahl sei. Die Gleichungen ergeben aber:

B— 1 8— 11\

— 2~ a

Der unter den obigen Annahmen mdgliche, bezw.
wahrscheinliche Zusammelfiditlg Wwéle dled ZWHiebbd tilliehi
1 9 ;
i /V -«

- -« 1
-d2=cL*“y q -d

awp 5-q 2

T —ceL

gegeben. Um a zu bestimmen, hat man die Erfahrungs-
tatsache zu benutzen, daB eine k mal so lange Saite
ein k mal so groRes T gibt. Aus A,= mA2und TI=k T»

einerseits und 7j :'J\,= L “:i 2a folgt aber k — k(l,
also b=1.

Somit 1st T= c-L -/~F(,j eine magliche, ja die

wahrscheinliche Form des Gesetzes.

Nach all den verschiedenen Proben mdchte ich
nun das Ergebnis meiner Betrachtungen dahin zu-
sammenfassen :

Als Glicil innerhalb einer systematischen Ent-
wicklung hat die vorgetragene funktionale Behandlungs-
weise im allgemeinen keine Berechtigung, da ihr bei
der vorausgesetzten Einschrankung in der Ldsung der
zugehdrigen Funktionalgleichungen die volle Beweis-
kraft fehlt. Wohl aber kann sie — sit venia verbo --
gewissermaRen als Forschungsprinzip aufgefallt werden,
das sich auf den verschiedensten Gebieten als fruchtbar
erweist und so im Rahmen einer mit den denkbar ein-
fachsten Muitteln arbeitenden Analyse eine &hnlich
allgemeine Rolle spielt, wie etwa ein Ansatz von
Differentialgleichungen im Rahmen der héheren Analysis.
Nur unter diesen Gesichtspunkten madchte ich fiir
Probleme der Elementarmathematik der ,,Methode "der
Funktionalgleichungen* einen weiteren Aushau durch
geschicktere Héande wiinschen.

Rationale Dreiecke,
fur welche die Messzahlen der Seiten eine
arithmetische Reihe erster Ordnung bilden.

Von Dr. Th. Harmuth (Gr.-Licbterfelde).
Die Dreiecksseiten a, b, ¢ sollen der Reihe nach
mit a, a d, a+ 2d bezeichnet werden; a und d sind

als ganze positive Zahlen ohne gemeinsamen Faktor
vorauszusetzen.

3
Dann ist der halbe Umfang s= -- (« d), ferner

Rationale Dreiecke.
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s—a— (a+3d), s -(«+ <
s—c= - (n—rf).

Nach der letzten Gleichung ist die Annahme a d

erforderlich. Fir den Inhalt erhédlt man

a = j r3(«4-d)("+ Ad) («+ <0(«—dP

vereinfacht ) 3 («-]- 3d) (a —d).

Soll dasDreieck einen rationalen Inhalt haben, so
muR in dieser Gleichung der Radikand einvollstandiges
Quadrat sein. Es sei also

3(«-|-3d) (a—d) = x2
so ist x eine ganze Zahl. "Weil der Faktor 3 nicht
quadratisch ist, mufl das Produkt (a-]-3d)(a d)
durch 3 teilbar sein. Demnach ist a® durch 9 teilbar,
also x durch 3. Es ist also, wenn x — 3y gesetzt
wird,

(er+ 3d) (d— d) — 3y-
die Bedingung flr einen rationalen Inhalt.

Setzt man ferner (t-\-3d —m, n—d—n, so ist
4d = in—ii “ U mod. 4,
«-f-3rf : (i —d mod. 4.

Zerlegt man demnach 3y~ auf jede mdogliche Art in
zwei ganzzahlige Faktoren, so wird jede Zerlegung, in
der die beiden Faktoren durch 4 geteilt denselben
Rest lassen, ein Dreieck der gewiinschten Art ergehen,
wenn auch hei vielen derselben die MaRzahlen der
Seiten nicht relativ prim zu einander sind.

Uebrigens sind die Zerlegungen nur fir gerade y
auszufihren, weil fir ein ungerades y eine Zerlegung
in zwei Faktoren, die nach dem Modul 4 kongruent sind,
unmaglich ist.

Fir ein gerades y gibt die am néachsten liegende
Zerlegung 3iR — 3y vy, weil aus ihr a-j-3d— 3/,

a—d—y, also 4d—2y, d= —y,a = *y folgt, das

pythagoreische Grunddreieck 3, 4, 5 in nichtreduzierter
Form.

Beispiel: y — 24, also 3y2= 1728.

Dio brauchbaren Zerlegungen sind 432-4, 216-8,
114-12, 108-16, 72-24, 48-36.

Sie ergeben der Reihe nach die Dreiecke

111, 218, 325;60, 112, 164; 45, 78, 111,

39, 62, 85; 36, 48, 60; 39, 42, 45.
Fir das erste undviertesind die Seitenzahlen redu-
ziert, fur die Ubrigen sind sie der Reihe nach auf
15, 28, 41; 15, 26, 37; 3,4, 5 und 13, 14, 15 zu
reduzieren.

Auf diese Weise kann man durch Einsetzen aller
geraden Zahlen firr y beliebig viele Dreiecke der ge-
winschten Art erhalten. Um L&sungen in allgemeinen
Zahlen zu bekommen, zerlegt mau die Gleichung
zweiten Grades

(a-]-3d) (a—d)— 3yl
nach der Lesli eschen Methode in zwei lineare
Gleichungen. Das ist auf vielfache Arten moglich.
Nach der schon erwédhnten Zerlegung in a-\-3d — 3y
und« —d—y sind die einfachsten Zerlegungen die
folgenden, in denen die Buchstahengréfen stets ganze
Zahlen bedeuten mdgen :

1) a

Diesen Gleichungen entsprechen die Losungen
_3(n2+ i)y rfr(3»2-1)y

4« 4n

id= 3ny, a—d= —
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Sie werden ganzzahlig zunéchst fir y = 4n und heilen
dann «=3h24 3, (7= 3ti2— 1. Weil ein ungerades
n fir a und d nichtreduzierte Werte liefern muB, fir
ein gerades aber reduzierte Werte liefern kann, setze
man 1 — 2k. Dann ist
a= 1242-)-3, (7= \2k2—1);
nach einfachen Umformungen findet man dann
A=124(124241).

Die Losungen werden ferner ganzzahlig, wenn n

ungerade angenommen und y — 2n gesetzt wird. Es

sei also n= 2&-|-1, so findet man nach kurzen Um-
formungen
a= 6k(k+ 1) 3, d—6k(kk4-1)-1-1;

A=6@0@k+ 1)[34(441) + 1]
a4 3d= ny, a—d—-3y
Die Losungen dieser Gleichungen sind
tfi+ 9y ,  h2—3)y
a = . 'd = T '1““'_.
4n 4n
Ganzzahlige Losungen erhdlt man zundchst wieder fir
y = 4«, namlich a= n-4 9,d= 1l-—3
Reduzierte Seitenzahlen kann man daraus nicht
erhalten, wenn n ungerade oder durch 3 teilbar ist;
n ist also = 64+2 = 2(34dbl) zu setzen. Dann
erhdlt man
a= 4@3fct 12+ 09, i7T= 4(34%1)2-3;
A= 12@7::t1)[4(34d:1)24 3]
mit Beziehungen der gleichen Vorzeichen aufeinander.
Ganzzahlige Losungen erhdlt man auch fiir n— 2k 4 1
und y — 2n. Sie heilen
a—2k(k4 1)4 5 d= 2k(k+ 1)- 1,
A- 6(R441)[4(4+ 1)+ 1)
Fir 4= 1, 4, 7, 10 . .. sind diese Ldsungen nicht
reduziert.

3,2
3) Die Zerlegung in a4 3(7= — a—d= n liefert

zunéchst die Aufldsungen
3y24 I 3N-Jt?2. a  (By2+ »2) 3y
4n 4« A 8«
Um zu erkennen, wann sie ganzzahlig sind, setze man
y = nz, so wird

ff—4 B + D>d—1(3- 1)iA—

Ganzzahlige Losungen erhdlt man also entweder wenn
n= 0 mod. 4 und z beliebig, oder wenn n= 2 mod. 4
und a ungerade angenommen wird. Ein ungerades n
gibt keine ganzzahligen Ld&sungen.

4) Aus der Zerlegung » 4 3(7= — a—3d = 3n folgen

3,2(8z2+1)
g

zunachst die Werte
_y249n2d_ Y2—3)2 _ (R +3n23y
an 4 A = 8 h
welche fir y = nz in

0= J(z249), d= j(z2-

Ubergehen. Auch hier erhdlt man ganzzahlige Lésungen,
wenn n eh 0 mod. 4, z beliebig und wenn it~ 2 mod. 4
und z ungerade angenommen werden.

3, A=r + a )

Bei der angenommenen Bezeichnung isty der grofite
Winkel des Dreiecks. Die bekannte Formel

a24, b2—c2
cosv= - —-
zab
geht fir 5= a (7, c= a4 2(in
cosy «2+ (q+ M3 — (a+ 2d)2

2a(a-[-d)
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Giber, aus der man durch eine leichte Umformung

a
cosy= —

erhalt. Aus dieser Formel erkennt man sofort, daR
a  3d ein spitzwinkliges, a= 3d ein rechtwinkliges
und «<[3(7 ein stumpfwinkliges Dreieck gibt. Im
zweiten Falle ist «= 3(7, 5= 4(7, c— &d. Man hat
also das Ergebnis:

Unter allen reduzierten rationalen Dreiecken, deren
Seiten-MaRzahlen eine arithmetische Reihe erster Ord-
nung bilden, ist nur ein einziges rechtwinklig, namlich
das pythagoreische Grunddrcieck 3, 4, 5.

Fur die Beriihrungskreise der vorher behandelten
Dreiecke erhdlt man die Gleichungen

AW le—aD 013(0 4 37) (a—Q@

ad (T 3(@—d) _ «4<iil3(«-+ 3()
2 | a+ 3(7 T2 ] «m (@
aus denen sich u. a. dio Beziehungen

gq:qg,= 1:3 und q,qc: (« +

ergeben. Dieselben gelten auch fiir Dreiecke, deren
Inhalt irrational ist.

Anmerkung. Die rationalen Dreiecke, deren Seiten-
MafRzahlen drei aufeinanderfolgende ganze Zahlen sind,
sind schon anderweitig, z. B. im Aufgabenrepertorium
der Zeitschrift fir mathematischen und naturwissen-
schaftlichen Unterricht behandelt worden.

Symmetrie-Dreiecke.
Von Prof. Dr. R. Dopene (Breslau).

Um einem Wunsche des Herrn Dr. Richard
Schroder, den er in Nr. 3 dieser Zeitschrift (S. 55)
bei Angabe von neuen geometrischen Lehrsdtzen aus-
gesprochen hat, nachzukommen, teile ich mit, da3 sein
Lehrsatz | schon in meiner Abhandlung zum Jahres-
bericht 1906 des Breslauer Johannes-Gymnasiums vor-
kommt.*) Die Flache jedes der beiden Dreiecke, deren
Seiten die drei Berihrungspunkte (los Inkreises und
die drei Ankreisberiihrungspunkte verbinden, ist dort
zu g*A :2)' berechnet worden.

Diese Gleichheit ist aber von im ganzen 32 Féllen
nur einer; die Obrigen erhdlt man, wenn man von den
3 ¢4 Berihrungspunkten immer je 3 zu einem Dreieck

verbindet. Aber auch alle diese sind einem in dem
Jahresbericht naher behandelten allgemeinen Falle
untergeordnet:

,Dreieck und Symmetriedreieck sind gleich®.

Die Lago der vier Berihrungspunkte auf den drei
Seiten eines Dreiecks, die durch In- und Ankreise ent-
stehen, ist durch zwei hervorstechende Eigentimlich-
keiten gekennzeichnet. Erstens entstehen durch die
Art ihrer Verteilung mehrfach gleich lange und uber-
haupt nur vier verschieden groRe Strecken, nédmlich s,
s — (i. s—5, 8—c; zweitens liegen sie zu Paaren von
der Mitte der Seite gleichweit ah — sie liegen zu ihr
symmetrisch. Nur die letzte Eigenschaft wollen wir
jetzt beibehalten; im (brigen aber mogen sich die
Punkte auf den drei Seiten unabhdngig von einander
verteilen.

*) Hierauf macht auch eine von seiten des Herrn Direktors
Schroder an die Redaktion gerichtete Zuschrift aufmerksam,
in der Herr Dr. S. ,fir die freundliche Zusendung der schonen
Abhandlung auch an dieser Stelle dem Verfasser seinen ver-
bindlichsten Dank ausspricht®.
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Es mdgen also auf jeder Seite des Dreiecks ABC,
dessen Seitenlangen wir passend mit 2«, 25, 2c¢ be-
zeichnen, vier Punkte 1, 2, 3, 4 in demselben Drehsinn
geordnet so liegen, dal 1 und 4 auBerhalb, 2 und 3
innerhalb sich befinden, jedes Paar aber zur Mitte
symmetrisch ist. Ecke » hat demnach auf »s zu
beiden Seiten | und 2 liegen, auf MC 4 und 3; s hat
auf s ¢ zu beiden Saiten 1 und 2. Die Lage der noch
fehlenden Punkte ist dann durchaus bestimmt. Schreiben
wir nun zwischen diesen Punkten Dreiecke so ein, daB
auf jeder Seite eine Ecke liegt, so ist es noch vorteil-
haft, die auf s ¢ fallende Ecke mit »,, die anderen
entsprechend mit s, und Gj zu bezeichnen, so daf
also jede Ecke des Dreiecks ay sy Gj vier verschiedene
Stellen 1, 2, 3, 4 einnehmen kann. Die Entfernung
des Punktes Ay von der Mitte der Seite heille, unbe-
kiimmert um den Platz, den ., einnimmt, x, die von
sy ¥y und die von ¢y, z. Liegt a, innerhalb, so hat
es von den Ecken B und ¢ die Entfernung a4 x
und a—x, liegt es auferhalb, x -j-a und x —a.

Es werden sich nun im ganzen so viel verschiedene
Dreiecke ay sy Gj einschreiben lassen, als sich aus 1,
2, 3, 4 Variationsformen zu drei Elementen bilden
lassen, namlich 43= 64. Die verschiedenen Variations-
formen sollen die Benennungen fiir die verschiedenen
Dreiecke sein, wobei wir nur daran festhalten, dall a,
immer durch die erste Ziffer unter den dreien, ey
durch die zweite, ¢, durch die dritte ausgedriickt wird.

Die Eliiche A’ jedes dieser Dreiecke ay sy cy laBt
sich stets aus den Flachen
cay sy zUsainmonsetzcn. So ist hei 222 — wir konnten
auch von jedem beliebigen anderen ausgehen —

A': ABC — ABy Cy -
demnach unter Anwendung des Satzes: Die Flachen
zweier Dreiecke mit gleichem oder supplementarem
Winkel verhalten sich wie die Produkte der diese
Winkel einschlieBenden Seiten
A> A (tity)(c- 2)  (c+z)(a-x)  (a+x)(b-y)

45¢ n 4«c 4«5 A

=z~"(4abc- a(b+y)(c-z)-b(c+z)(a -x) c(a+x)(b-y)i*»

ABC, ABy Cy, BAy Cy,

BAyCy - CAy By,

Die KlammergréRe zieht sich zusammen zu
abc-\-ayz-\-bxz-\- cxy.

Nennen wir das Dreieck, dessen Ecken zu 222
symmetrisch liegen, also das Dreieck 333, das Sym-
metriedreieck, so wird dessen Flache auf dieselbe
Weise gefunden, nur daB wir statt a—x zu nehmen
haben a4 x und umgekehrt, 5-f-y statt 5—y und
¢ z statt c—z, beidemal auch umgekehrt, im Grunde
genommen also 4 * statt —x, -f-y statt —y, 4 z
statt —z und umgekehrt. Davon wird aber die
Form Il gar nicht berihrt, da dort immer zwei dieser
GroRen als Faktoren zusammenstehen. Beim Ueber-
gang von irgend einem anderen Dreieck zum Symmetrie-
dreieck ist offenbar dieselbe SchluBweise berechtigt,
da das neue Ay immer um 2a; vom alten entfernt ist
und ebenso bei By und Gj in bezug auf y und z.
Vorausgesetzt nun, daf sich hei jedem Dreieck die
&uBere Form von Il gar nicht, oder hdchstens in den
Vorzeichen der 4 Glieder dndert, kann jetzt schon die
Glltigkeit des Satzes ausgesprochen werden:

*) Die Rechnung wird einfacher, wenn man ubc aus dem
Nenner in die Klammer bringt und — —u, -y = r, =-—m setzt.

Symmetrie-Dreiecke.
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Jodes Dreieck ist seinem Symmetriedreieck
gleich.

Wie nun aus einer Dreiecksform alle Ubrigen ent-
stehen und wie der Hauptsatz durchweg selue Giltig-
keit behalt, ist dann in der Abhandlung weiter aus-
cinandergesetzt. Ebenso ist dort gezeigt, daB je vier
von diesen Dreiecken die Flache des urspriinglichen
ergeben. Das ganze gipfelt in dom Satze:

Wenn man auf jeder Seite eines Dreiecks,
ganz gleichgiltig ob innerhalb oder auBer-
halb aber symmetrisch zur Mitte, je zwei
Punkte annimmt undDreiecke in derWeise
einbeschreibt, dalR man zu Ecken der-
selben je einen Punkt aufjederSeite wahlt,
so gibt es im ganzen acht solcher Drei-
ecke. Die vier Paare, von denen das Paar
keine Ecke gemein hat — Symmetriedrei-
ecke —sind einander an Flache gleich, und

eine gewisse algebraische Summe der
Fldchen von vier solchen, die nicht zwei
Symmetriedreiecke enthalten, ergibt die

Flache des urspriinglichen Dreiecks.

Ein zweiter Teil der Abhandlung geht dann zu-
rick zu den Dreiecken, welche die Beriihrungspunkte
des In- und der Ankreise zu Ecken haben und bringt
ihre Flachen ausgedriickt durch die Tangentenstiicke
und auch durch die Radien der beruhrenden Kreise
und des Umkreises. Es ergeben sich hierbei eine Reihe
von ldentitdten zwischen den Radien.

Fir die Gleichheit von Dreieck und Symmetrie-
dreieck lassen wir noch einen zweiten jetzt erst ge-
fundenen rein geometrischen Beweis folgen.

In ABC seien D und E, F und G, Il und J von

C

den Mitten, also auch von den Ecken gleich weit ent-
fernt. Es liegt demnach F so tief unter der Spitze
als G uber der Grundlinie usw.; E und F haben den-
selben Abstandsunterschied von AB als umgekehrt G
und D usw.

Sicher ist 1, A -BCJ= ACH. Senkt sich nun
BCJ mit C bis F, so wird BFJ daraus und BCJ hat
an Flache ein Dreieck eingebift, das BJ zur Grund-
liuie und den Hohenunterschied von C und F (ber
AB zur Hohe hat. Hebt sich das andere Dreieck
ACH mit A bis G, so wird aus ACH das Dreieck
CGH und verliert somit ein ebenso grofes Dreieck
AGIIl. Es bleibt also 2, BFJ— CGH.

lieht sich jetzt BFJ mit B bis D, so wird DFJ
daraus, es hat BDJ eingebift und BI)F gewonnen,
d.h. es ist DFJ= BFJ—{BDJ— DDF). Der Ver-
lust BDJ—BDF st aber gleich einem Dreieck mit
BD als Grundlinie und dem Ho6henunterschied von
J und F Uber BC als Hohe. Senkt sich das andere
Dreieck CGIl mit C bis Punkt E, so wird EGII dar-
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nua und ccu hat cee verloren und c e gewonnen,
d.h. esiStEGII::CGH—(ECG—ECU). Der Ver-
lust ece — eci ist hier gleich einem Dreieck mit
als Grundlinie und dem Hohenunterschied von o
und // Gber s ¢ als Hohe. Nun ist BD — o ¢ und die
Hoéhenunterschiede von 5 und € und von ¢ und s
sind gleich, daher ist DFJ= e ¢ 11, d. li. die Symmetrie-
dreiecke sind gleich.

Liegen ihre Ecken alle oder zum Teil auBerhalb,
so andert sich das Beweisverfahren nur insofern, als

E C

<

a 0-ff?! « 2di

Untkrrichtsblattkr.
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die benutzten Dreiecksflaichen das andere Vorzeichen
bekommen kdnnen.

Beitriige zur Lehre von den arithmetischen und
geometrischen Reihen hdherer Ordnung.
Von Prof. K. Dienger (Rastatt i. B.)

.

Zu den arithmetischen Reihen zweiter Ordnung

gelangt man durch das folgende leicht zu verstehende
Schema:

da
H-«..

d
«-[-4rfj-]-6 d,, « +5 10

Hieraus kann man sofort anschreiben, wenn «,W das n-tc Glied oder kurz das Schlufglied und s,J2> die

Summe der n ersten Glieder bedeuten sollen:

a+’;.+'iO.L -m -j>

o= n4-Re=D

.2

em

(_-*)*+(,_*)*

Zu den arithmetischen Reihen dritter Ordnung kommt man ganz &ahnlich wie oben:

3 d3 d3 d3 -ee
d2 d2-]- d3 d.,-[-2d3 d, 3mM3
h "<h+ 12 " di+ 2d2_psB3 " dL+ 3rf, + ldt “ d,-j-ddj -p 6d3
u n—pdi (t—p-2di-p d2 (i-p 3di+3d™-p d3 (i- 1 -pbdo-p4d3 (i-p5dj -p 10do -p 10d3 *m
Hieraus kann man auch sofort anschreiben:
« ., N . N(»-2), , ()« « 3
z,W=«+— é|+£ ,)2( ----2°>+( )I(TS‘H'(-—) = ("O0*)“+(" 1R + ("2yM2+ (“3

n «(«). «Ppr—A)(«—2)
s”(,=la+ i.0“ 1+— LIiL3

KO- 1) (o»-2)(«3)
f2+-----1-2.3.4 @3

(i)Y «+ (0) (fi+ (3) 2+ (4)

Aus dem obigen kdnnen wir folgende Tabellen fiir die SchluRglieder und die Summen aller arithmetischen

Reihen hoéherer Ordnung aufschreiben:

w= (V)«+0'7 >

2W= (N0 D«+ (njrdr+f 2297 (n31) 3

- C(*0L»+(“7 ) >=+

7 +

™M= (MO D) (T )i (MTD<H (T ) e

l-(opi + (3)N + {4)rf3

S.y-0_ (1)0 + (0)"r1+ (3) 2+ (4)" +

/(3= (") «-p (") d1-P (3) d2-P (") d3---

------- P(™) dr_1-f (r

dr-1

1)dr.
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Beitrage zur Lehre arithmet. u. geometr.

Reihen hoéh. Ordnung. S. 109.

Zu den geometrischen Reihen zweiter Ordnung gelangt man durch das folgende leicht zu verstehende Schema :

Qi Qi
d QQi
a aqi “QfQi
Hieraus kann man sofort anschreiben, wenn
Produkt der n ersten Glieder bedeuten sollen :

QiQi

aQ3Qi
das u-te Glied oder kurz das SchluRglied und p,,<2> das

Qi Q Qi

QiQi Qi
a Qi Qi* aQ Qito

1 6D . n—n  n(—1nn—2
(h(V—aql ' -q (V)’Q'CT )Di(V) pp)—a = 18 ]q2
Zu den geometrischen Reihen dritter Ordnung kommt mau ganz &hnlich wie oben:
_ Q Q o 6 o Q o
Q QQ Qi QiQi  QiQi
qQ QQi Qo QQBQi QIQ-iQi
a aql «QiQi "Qi3Qiqi »QiQiQi a QirQi10Qi10
Hieraus kann man auch sofort anschreiben: a, 3a+d, 6«-[-4d, 10a-j-10d, 15et-f-20<,21a4-35d
n-l (n—1)Qi—3)  pi—I)(ii —ii) (n- 3) (n_(_|)n («+ !)«(«—]lj
t,m=agl 1 q2 12 a3 12'3 = ~UT-~ “n 1-2 3

—a Q Qi Qi '
n(n —1)(n—2) n(n —1)(» —2)(«—3)
1.2.3.4

U P
_«d?) €)gC)a (")
V.

Wir konnen auch hier aus dom Obigen folgende
Tabellen fur die SchluRglieder und die Produkte aller
geometrischen Reihen hoherer Ordnung aufschreiben:

9= cS'0"

i (fi- 1)

ol = Q@ 13 *Q 1

I>m = a(0

gr-1()
o (102(8)02(1) - 1 (*).r W O

V.

Betrachten wir nun die folgenden arithmetischen
Reihen hoherer Ordnung, von denen jedes Glied der
folgenden Reihe durch Summation aller friheren Glieder
der zundchst vorhergehenden Reihe sich ergibt:

p,i'dJ=a

® mH, 0-j-2d, a-~- u-f~ 4rf,  etj- 5d
ag  —1l
a, 2n+d, 3«-f3d, 4«+ 6d, oct-j*10" 6«-f-15d
i (ii }Iﬁ
S ff -f- 1-2

cf, 4«-ftf, 10«4~f>d, 20a-(-15d, 35a-|-35rf, 56«-(-70fi
M+ 2)(»+ D« , (n+2)(»+ 1)»(«—1)
— F 213 a+ n 2T3T4 d-

Hieraus ergeben sich sofort fiir die SchluBglieder
und die Summen dieser einzelnen Reihen folgende

e (V)
= (-1
8) =+
rtl}a+ C
1. Ci

*
K=

s (1 TRHC
(” ﬁ 0215, O

sl = ,+C
-0

=w= C1]) +Cif
Ci2++Ci
Cig*+Ci

VI.

Betrachten wir ebenso wie vorhin die folgenden
geometrischen Reihen hoherer Ordnung, von denen
jedes Glied der folgenden Reihe durch Multiplikation
aller friheren Glieder der zunachst vorhergehenden
Reihe sich ergibt:
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a, ag, ad- a g3 aql agdc +mamm
n—

aq 1

fl, fl2g, a3g3 al qG n5ql0 <i ql5ee o
n n@t—1)
ag 13

«, a3q, a6 g4, 110910, nirij-°, «21735....
(«-f-Dn (i FD«(n -1
a *¥2 q I'*'s

«, adg, ad0g5 aNql5 flHgH fBqemem
G+ 3+ DI (n+ 2)(n+)«(« —1)
a 123 q ‘e2-3"

Hieraus ergeben sich sofort fur die SchluBglieder
und die Produkte dieser einzelnen Reihen folgende

Tabellen :
i>)= oV IOy (V) (V)
ty>— a ko V1) p,.G)= o MW & (1)
<A(") ,«> W
tA3=av™*'q pHY = a'
l« -3\ [« 4-3\
1;q9-5>
(n+r-3\ /,+r-S\ In+r-2\ (n+r-2\
i,(r—)==a "' --2 /q" 0= <4r-1 -'q'- 7
/,+r-2S /,+r-2\ In+ r-IN In+r-IN

iO0—ar r-* 70 m !

Die Gleichungen fir s,J°), W und p,,m ergeben
sieh durch Analogieschlisse.

p.4>=i4 r V r+17

VH.
Betrachten wir nun noch die letzten Tabellen etwas
genauer, so ergeben sich die weiteren Beziehungen:

*0= Znm pnm = Inm
*,«==2,.(%) p,,m = tHn
S.,p) = Zm prw = tnm
5,80 = *<) Pnw = trw
s,y~0= 2,0 9= @
sR>= znr+B p,,CO = +a).

Kleinere Mitteilungen.

Ableitung der Heronsformel fiir den Dreiecks-
inhalt ohne Zuhilfenahme des Allgemeinen Pytha-
goreischen Lehrsatzes und der Beriihrungskreise.

Beschreibt man mit A und ¢ um C und B die
Kreise, so ist:

Unterrichtsblatter.
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1) EG= 2s
Eli=20- A
AG= 2(s—ci
DA=2(s—«)

2) A= DAmDA= DU =DG.

Aus 2) folgt:
DU DE
DE DG
DE —DD
— DG — DE
UE s—A
EG ~~7"~c '

Es sind also EG— 2s und IIE= 2(s—fl) in dem
Punkte D nach demselben Verhaltnisse (s — A): (s—¢c)

geteilt. Hieraus findet sich
DA= 2s-"zi
DA= 2(s—«)e
7.—]DEWDE= ~I's(s—a) (s—A(s—¢)
und somit
J- —mh=ys(s—a)(s—A (s—¢0).
T. PIdttnor (Rathenow).
f &

*

Neue Ableitung des Eulerschen Polyedersatzes.

1. Bedeuten die Buchstaben e, f, It die Eckenzahl,
die Flachenzahl und die Kantenzahl eines konvexen
Polyeders, so soll nach dem Eulerschen Satze be-
kanntlich die Gleichung gelten

e+ f-k = 2

Die Richtigkeit dieser Gleichung fur die Vollpyramide,
wie fur den, das Prisma als Sonderfall einschlieRenden,
Pyramidenstumpf ist leicht durch Abzahlung nachzu-
weisen. In der Tat hat man fir die «-seitige Pyramide

e= ii4 » f= «+ L k= 2,
fur den «-seitigen Pyramidenstumpf

e— 2ii, f— ii-\-2, k= 3n,
Zahlenwerte, die der Euler sehen Gleichung offenbar
identisch fur jeden Wert von n geniigen.

Auch fur das Prismatoid 1aBRt sich die Richtigkeit
der Gleichung direkt einsehen. Denn wenn dessen
beide Grundflachen ein m-Eck und ein «-Eck sind, so
ist offenbar

f= in+-ii-j-2, c—m4 W A= m4 «4 (m4 n)
und diese Werte befriedigen die Eulersehe Gleichung
ebenfalls identisch. Es ist dabei vorausgesetzt, da die
Seitenflachen des Prismatoids samtlich Dreiecke sind,
deren Zahl gleich (in4 ") ist. Aber die Richtigkeit des
Satzes erleidet keine EinbuBe, wenn ein Paar oder

mehrere Paare der Seiten-
flachen in eine Ebene fallen,
also zwei Seitendreiecke sich
zu einem Trapez verschmelzen.
Denn jedesmal, wenn dies ge-
schieht, vermindert sich sowohl
die Flachenzahl, wie die Kanten-
zahl um Eins, wéhrend die
Eckenzahl ungeédndert bleibt.
Die Differenz e4 f- k behalt
also ihren Wert 2.

2. Stimmen zwei Korper, fir die der Euler sehe
Satz gilt, in einer Begrenzungsflachc véllig Gberein,
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Kleinere

so gilt dieser Satz auch fiir den Korper, der dadurch
entsteht, dal man beide Kdrper mit den kongruenten
Begrenzungsflachen aneinanderlegt.

Die Eckenzahl, Elaclienzahl und Kantenzahl der
beiden Kdorper mégen als cl /j k{ und €2f, k., von ein-
ander unterschieden werden, fiir den aus beiden zu-
sammengesetzten Korper ¢, f und k heien; die, beiden
Korpern gemeinsame, Flache, welche bei der Zusammen-
legung verschwindet, sei ein p-Eck. Dann ist

) &+ [»" *B«= A .
Bei der Zusammenlegung verschwindet von jedem
Korper eine Flache, es ist also

Ferner fallen p mal je zwei_Kar;ten und ebenso je
zwei Ecken aufeinander, das ergibt
k—fjj-¢2—P
. e= «i-h«a —P-
Demnach ist
C+ f-k = (Cl+ @2- p)4-(f,+ f,- 2)- (-1+ k2-p)
—gd _4*0h —O*i)t (2h —*2) —~
— 9. o0_

= 2.
wie es der Euler sehe Satz verlangt.

Auch hier wird an der Richtigkeit des Satzes da-
durch nichts geandert, da mdoglicherweise zwei, langs
einer Kante des gemeinsamen p-Ecks zusammenstofRende,
Flachen in eine Ebene fallen. Denn jedesmal, wo dies
geschieht, hort diese Kante auf, Kante zu sein, es ver-
mindert sich also k um Eins, wahrend gleichzeitig die
beiden erwéhnten Begrenzungsflaichen sich zu einer

verschmelzen, so daf auch f sich um Eins vermindert.
Die Eckenzahl bleibt dabei géanzlich unberlhrt, die
Differenz e+ f —k behélt also ihren Wert Zwei.

Und diesen Wert verliert sie auch dann nicht, wenn der
eben erwahnte Fall bei zwei Flachenpaaren eintritt,
die langs zweier Nachbarkanten des gemeinsamen p-Ecks
aneinandergrenzen. Dann fallen namlich auch die
beiden Kanten, die von dem jenen Nachbarkanten des
p-Ecks gemeinsamen Eckpunkt aus in den Oberflachen
der beiden Teilkorper verlaufen, in dieselbe Gerade,
verschmelzen sich also zu einer Kante, so daB die
KantenzaTil k sich um Eins vermindert. Zugleich aber
verschwindet dann die in Rede stehende Ecke, es ver-
mindert sich also auch eum Eins, wéhrend die Flachen-
zahl hierbei aufer Spiel bleibt.

Mitteilungen.
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In jedem Falle also entsteht durch die gedachte
Kdérperzusammenlegung ein neuer Korper, fiir den der
E ul ersehe Satz ebenfalls gilt.

3. Ein beliebiges konvexes Polyeder falle mit einer

seiner Begrenzungsflachen in die Horizontalebcne. Eine
zweite Ebene werde von der Horizontalebene aus
parallel mit dieser nach oben (resp. nach unten, wenn
die Ubrigen Flachen tiefer liegen) verschoben. Sobald sie
bei dieser Verschiebung die am tiefsten 0ber der
Horizontalebene liegende Ecke (resp. mehrere in dieser
Hohe liegende Ecken) erreicht, werde ein Horizontal-
schnitt durch den Korper gefuhrt, durch diesen wird
unten einPrismatoid abgeschnitten. Das entsprechend fort-
gesetzteVerfahren fuhrt dahin, daf, wenn die in vertikaler
Richtung néchste Ecke erreicht wird, wieder ein Prisma-
toid abféllt, und so fort. Das ganze Polyeder wird
auf diesem Wege in eine Folge von Prismatoiden zer-
legt, aus denen es sich dann umgekehrt sukzessive wieder
zusammensetzen laRt. Fir diese Zusammensetzung
kommt aber immer aufs neue der unter Nr. 2 bewiesene
Satz zur Geltung. Damit ist die allgemeine Giltigkeit
des Eulersehen Polyedersatzes erwiesen.

Dr. E. S6s (Budapest).
*

*

*

Projektion von Polyedern. Da in der darstellen-
den Geometrie die Projektion eines Polyeders in einer
zu | und Il speziellen Lage kein anschauliches Bild
des Korpers liefert, erzeugt man solche Bilder gew6hn-
lich durch Drehung des Vielflaches gegen eine Projek-
tionsebene. In der Figur 1 ist der in | aufstehende

Wirfel um die Achse el Ex so gedreht,
dall die Ebene seiner Grundflache in die
Lage el Ex </ kam und dann der Kérper,
auf | projiziert, das anschauliche Bild
ABCDEFGH lieferte. Der Dre-
liuugswinkel ist dabei mit o! bezeichnet;
sein Nebenwinkel a ist dann der Gesichts-
winkel, unter welchem man den Korper
auf | projiziert hat.

Nun kann man, anstatt den Korper
samt der Ebene seiner Grundfldche erst
zu drehen und ihn dann auf 1 zu proji-
zieren, das Polyeder zuerst auf eine ge-
drehte oder geneigte Ebene projizieren
und dann diese Ebene in die Lage von
I drehen oder umlegen. Dabei wahlt
man den Drehungswinlcel a zweckmaRBig
so groB, daRl er das Supplement zu a
bildet. In dieser speziellen Lage
a+ a'= 180° ist dann durch die Fig. 1
der Beweis erbracht, da® man zu dem
gleichen Bild ABCDEFGH auf
zwei verschiedenen Wegen gelangt, indem man entweder
erst um o! dreht und dann aufl projiziert oder zuerst
den Wirfel auf eine unter ageneigte Ebene projiziert
und danndiese Ebene mit dem in ihr befindlichen
Projektionsbild durch Drehung um a nach | umlegt.

Fig. 1

Die letztere Methode ist zeichnerisch einfacher,
weil sie die Konstruktion des kongruenten Bildes in Il
erspart; sie ist methodisch wertvoll, weil sie die Drehung
um eine Achse ausschaltet und die Ebene cle, einfihrt,
die nachher bei den Schnitten wiederkehrt; sie ist
schlieBlich eleganter, weil nur mit Liuienscharen ge-
arbeitet wird, wahrend bei der anderen Methode eine
kongruente Figur konstruiert werden muf. Gerade
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diese Konstruktion fuhrt bei
komplizierter gebauten Polyedern
leicht zu Ungenauigkeiten.

Figur 2 zeigt als Anwendung,
wie man zwei spezielle Lagen
der Tetraederprojektion dadurch
erhalten kann, daR man die Pro-
jektionsebene e, Exf2 jedesmal
parallel zu einer Kante wabhlt.
Dabei ist nach der ersten Umle-
gung die Aufrilprojektion, nach
der zweiten die GrundriBprojektion
dazu gezeichnet. Selbstverstand-
liche Projektionslinien sind fort-
gelassen, um die Uebcrsichtlich-
keit zu erhdhen.

K. Brieher (Biebrich).

Bucher-Besprechungen.

Federigo Enriques, Fragen der Elementar-
geometrie. Il. Teil: Die geometrischen Auf-
gaben, ihre Losung und Losbarkeit. Deutsche
Ausgabe von Dr. H. Fleischer. 348 S. 8° mit
135 Figuren im Text. Leipzig 1907, B. G. Teubner.
Preis geb. 9 M.

Das hier anzuzeigende Werk, dessen 1. Teil in
deutscher Ausgabe noch nicht erschienen ist, gibt sich
als einen Ersatz und eine Ergdnzung der ,Vortrage
Gber ausgewahlte Fragen der Elcmentargeometrie® von
F. Klein (Leipzig 1895), die vergriffen sind und nicht
mehr neu aufgelegt werden sollen. Der Il. Teil besteht
aus neun Artikeln verschiedener Verfasser, die. auf
Anregung von F. Enriques im Jahre 1900 entstanden
und von ihm zu einem Ganzen, dessen Teile sich als
gut aufeinander bezogen erweisen, vereinigt wurden.
Gegeniber der italienischen Originalausgabe sind fast
alle Artikel erweitert oder umgearbeitet; auch kam
ein Artikel (der neunte) neu hinzu.

Im ersten Artikel spricht Ettore Baroni ,ber
die elementaren Methoden zur L&sung der geometrischen
Aufgaben®. Im zweiten ,(ber die Ldsung der geome-
trischen Aufgaben mit dem Zirkel“ von Ermcnegildo
Daniele wird auch der neue, mittels zirkularer In-
version gefiihrte Adler sehe Beweis mitgeteilt, dal
jede mit Zirkel und Lineal lésbare Aufgabe auch mit
dem Zirkel allein geldst werden kann. Die Neuaus-
gabe von Masclieronis ,La Geometria del Com-
passo“ (Palermo, Gas. ed. ,La nuova®“, 1901) ist nicht
erwdhnt.  Artikel 11l von Amoaeo Giacomini
hat den Titel: ,,Uebcr die Losung der geometrischen
Aufgaben mit dem Lineal und den linealen Instru-
menten : Betrachtungen vom Standpunkte der projektiven
Geometrie“. Er enthélt insbesondere Anwendungen
der Satze von Desargues und Pappus, untersucht
die Aufgaben, die linealer Art sind, wenn feste me-
trische Elemente (rechte Winkel, Kreis) in der Ebene
gegeben sind, ferner Aufgaben, die durch Bestimmung
der Doppelpunkte projektiver Punktreihen geldst wer-
den. Im vierten Artikel von Guido Castelnuovo
,uebcr die Ldsbarkeit der geometrischen Aufgaben
mit den elementaren Instrumenten; Betrachtungen vom
Standpunkte der analytischen Geometrie“, werden die
verschiedenen Moglichkeiten des Artikels 111 theoretisch
untersucht. Grundlegend sind hier die Ausfiihrungen
Gber den Begriff Rationalitatsbereich. Der fiunfte
Artikel enthélt einen Aufsatz vom Herausgeber selbst
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,uber die durch Quadratwurzeln Isbaren algebraischen
Gleichungen“ und ,uber die Konstruierbarkeit der
reguldaren Polygone“. Bemerkenswert ist, daB hier
auch auf die reguldren Polygone mit zusammengesetzter
Seitenzahl eingegangen wird. Zu diesem Artikel bildet
der sechste eine Ergdnzung. In ihm gibt E. Daniele
drei wesentlich verschiedene ,,Konstruktionen des regu-
laren Siebzehnecks” und zwar die von Serret-Bach-
mann, von v. Staudt und die Maseheroniscke von
Gérard. Hervorzuheben ist die hier mitgcteilto
Methode von A. Padoa zur Berechnung des Siebzelm-
ecks ohne die Methoden der hoheren Algebra. Es
folgt ein in jeder Hinsicht sehr reichhaltiger Artikel
von Alberto Gonti , Aufgaben dritten Grades : Ver-
doppelung des Wirfels, Dreiteilung des Winkels®. Im
achten Artikel handelt Renedetto Calo von den
»transzendenten Aufgaben, insbesondere lber die Qua-
dratur des Kreises“. Der Beweis fiir den allgemeinen
Lindemann sehen Satz wird zuerst nach Weier-
strafll gegeben. Spater sind die Vereinfachungen von
Hilbert und llurwitz skizziert und zum Schluf
wird die bis jetzt einfachste Form, in die H. Weber
den Gordanschen Beweis gebracht hat, auseinander-
gesetzt. Im letzten Artikel gibt der Herausgeber
»einige allgemeine Bemerkungen tber die geometrischen
Aufgaben“. Hier hatten wir gern etwas Uber die
Lemoinesche Geometrographie und etwas mehr liber
die Genauigkeit von Konstruktionen (Fehlerellipse
usw.; Literatur bei Haentzschel, Arcli.Math.,Bd. 10
(1906), Stzgsb. Berl. math. G., S. 55) gesehen. Aber
wenn das Werk auch, wie der Uebersetzer sagt, nicht
vollkommen sein kann, so enthdlt es doch des Inter-
essanten und zur Belebung des Unterrichts Geeigneten
so viel, daB es jedem Fachgenossen willkommen sein
wird. H. Wieleitner (Speyer).

H. Dressier, Professor am Seminar in Dresden-Plauen,
Die Lehre von der Funktion, Theorie und
Aufgabensammlung fir alle hoheren Lehranstalten.
Leipzig 1908, Verlag der Diirrschen Buchhandlung.
Preis M 1,60.

Es ist meines Wissens das erste Buch, welches die
Lehre von den Funktionen schulméRig behandelt und
verdient schon deshalb unsere Beachtung. Da es nur
die Lehre von den Funktionen enthdlt, nicht die ge-
samte Arithmetik, so ist es als Erganzung eines etwa
eingefiihrten Lehrbuches gedacht. Jeder einzelne Para-
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graph soll im Unterricht am Schliisse des zugehorigen
Abschnittes im Lehrbuch eingefiigt werden, z, B. der

an den Schlu

des Abschnittes: Division absoluter und relativer Zahlen.

Die Funktionen werden systematisch und methodisch
mit der einfachsten y — x-\-a beginnend Paragraph
fir Paragraph besprochen, an vielen Uebungsaufgaben
erkennt der Schiler die Abhangigkeit des Wertes y
von dem Werte fir x. Das Vorkommen der Funktionen
in Geometrie und Physik, im kaufmannischen Rechnen
u. a. wird unausgesetzt an vielen Beispielen gezeigt.
Neben der arithmetischen Form wird auch die alge-
braische Auffassung der Funktion und die Stellung der
Lehre von den Gleichungen in der Arithmetik aus-
fihrlich behandelt. Alle in der Funktionenlehre nétigen
Begriffe werden allmahlich eingefiihrt. Die Aufgaben
liber Maxima und Minima werden zuerst algebraisch,
dann durch graphische Darstellung gel6st.

Die groRere zweite Hélfte des Buches behandelt
die geometrische Veranschaulichung der Funktion. Es
werden darin verschiedene Formen der Gleichungen
einer Geraden, die Scheitclgloichung der Parabel, die
Hauptachsengleichung der Ellipse und Hyperbel, ab-
geleitet. Aber auch einige sonstige Sé&tze aus der
analytischen Geometrie Uber 1, 2 und 3 Gerade, die
Gleichungen der Tangenten und Normalen, Koor-
dinatentransformationen, Polarkoordiuaten finden hier
ihren Platz.

W ir sehen, alles in allem genommen, ist der Stoff
ein sehr reichlicher. Ob der Verfasser mit der Ver-
teilung und der Behandluugsweise des Stoffes Uberall
das Rechte getroffen, soll und kann hier gar nicht
untersucht werden. Einmal wird das immer Geschmack-
sache bleiben, dann ist die ganze methodische Ein-
fihrung in die Funktionenlehre auf unteren und
mittleren Klassen noch zu neu und es wird noch vieler
&hnlichen Versuche, wie ein solcher in vorliegendem
Buche unternommen worden, bedurfen, bis der einzelne
fir sich entschieden haben wird, was und wie es ihm
zusagt. So vermisse ich die Einfihrung in die In-
finitesimalrechnung, die im Rahmen des vorgefafiten
Stoffes bei Maxima und Minima und beim Tangenten-
problem bessere Dienste leisten wirde als die ge-
kiinstelten Losungen auf sog. elementarem Wege.

Immerhin ist der Verfasser sehr grindlich und
planvoll vorgegangen und ich kann das Bichlein nicht
nur Anfangern im Lehramt, sondern allen Kollegen,
die sich der Sache widmen wollen, warm empfehlen.

E. Weighardt (Mannheim).

* *
*

Paragraph mit f(x) = y —” + b oder

K. Dusing, Die Elemente der Differential-
und Integralrechnung in geometrischer
Methode. Ausgabe A. Hannover 1908, Verlag
von M. Jénecke.

Das Heft bildet einen sehr wertvollen Beitrag zur
Methodik der Differentialrechnung. Ich gestehe, dafR
mir diese Ableitung der Differentialquotienten neu
war, und ich werde in Zukunft niemals verfehlen,
meine Schiler mit ihnen bekannt zu machen. Die
verbluffende Einfachheit, mit der manche Differential-
formeln gefunden werden, hat etwas ungemein
Bestechendes. Und doch mdéchte ich mich nicht ent-
schlieBen, auf die, wenn auch umstandlicheren, arith-
metischen Ableitungen zu verzichten und glaube, daf
diese stets voranzustellen sind. Die Lehre von den
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Funktionen, ihre graphische Darstellung, die Betrach-
tung des genaueren Verlaufes der Kurven, Steigung,
Maxima und Minima nétigen uns zur Behandlung des
Quotienten G Xi
dieses Quotienten z. B, in der Form
12'—aq” sinxo—sinaq loga® — logaq
x2—aq ’ x2—aq ap—aq
bietet nicht nur Gelegenheit zur bloRen Wiederholung,
sondern zur Vertiefung mancher friheren Abschnitte.

und die arithmetische Behandlung

So wird die Grenzwertbestimmung von dazu

notigen, sich die Beziehung zwischen sin, arc und
tang viel grindlicher klar zu machen, als dies in O 1l
schon geschehen ist. Ganz abgesehen davon versagt
die geometrische Ableitung fiir y = x". Der Verfasser
selbst glaubt, daR die algebraische Berechnung von
d (Igx) und d (ar) der geometrischen vorzuziehen ist.
Recht geschickt ist die Einfiihrung in die Lehre
von den Integralen, die sich wohl an die Behandlung
von Nernst und Schon flieR anlehnt, was dem
Bichlein nur zum Lobe gereicht. Das Titelblatt fiihrt
den Vermerk Ausgabe A: Fir Gymnasien, Realgym-
nasien und Oberrealschulen, sowie zum Selbstunterricht.
Ob und wozu eine Ausgabe B erschienen ist, habe ich
nirgends entnehmen koénnen.
E. Weighardt (Mannheim).

*

Fenkner, Hugo, Lehrbuch der Geometrie fir
den Unterricht an hoheren Lehranstalten. In

4 Teilen. 3. Teil: Ebene Trigonometrie. Nebst

einer Aufgabensammlung. Berlin 1908, Otto Salle.

M 1,60.

Wenngleich kein Mangel an Lehrblichern der
Schulmathematik vorhanden ist, so ist es doch mit
Freude zu begriiRen, dal Fenkner sein in Fach-
kreisen gut bekanntes und beliebtes Lehrbuch der
Geometrie durch Hinzufiigen der ,ebenen Trigono-
metrie“ erweitert hat. Das Lehrtalent dos Verfassers
zeigt sich auch in diesem Teile, der sich den beiden
anderen wirdig anreiht. — Die Vorziige der ebenen
Trigonometrie Fenkncrs sind kurz folgende:

1 Der theoretische Teil ist zweckmaRig in zwei
Stufen angeorduet, entsprechend dem Unter- und
Obersekundapensum.

2. Im theoretischen Teile des Lehrbuches werden
in einem besonderen Abschnitt die Hauptauf-
gaben (ber Hohen- und Horizontalstrecken-
berechnung mittels MeRkette und Theodolit aus-
fahrlich und methodisch behandelt; Einrichtung
und Gebrauch des Theodoliten sind durch einige
klare Figuren kurz erlutert.

3. Ein Anhang bringt eine reichhaltige Aufgaben-
sammlung, die das Buch besonders empfehlens-
wert macht. Die Aufgaben sind methodisch
angeordnet.

4. Den SchluR des Buches bilden goniometrische
Gleichungen mit 1 und 2 Unbekannten unter
Angabe der wichtigsten Ldosungsmethoden.

Das ganze Material wird geniigend erschopft.
Meist finden sich mehrere Ableitungen der betreffenden
Formeln. Gute Figuren erldutern ihren geometrischen
und analytischen Zusammenhang.

K. Bergwitz (Braunschweig).

* *
*
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Van't Hoff, J. H., Die Lagerung der Atome
im Raume. Dritte umgearbeitete und vermehrte
Auflage. Mit 28 Abbild. XI u. 147 S. gr. 8°.
Braunschweig 1908. Vieweg & Sohn. Geh. 4,50 M.

Ueber die Bedeutung der van’t Hoffschen Hypo-
these der rdaumlichen Atomlagerung fiir die Entwicke-
lung der modernen Chemie ist man sich heute ohne
Zweifel einig.  Wurde sie doch schon 1894 von Johannes
Wislicenus in seinem Vorwort zur zweiten Auflage des
zu besprechenden Werkes mit folgenden, ihren Wert
klar kennzeichnenden Worten gewdrdigt: ,Sie hat
schon heute in vollem MafRe geleistet, was uberhaupt
von einer Hypothese geleistet werden kann; denn sie
hat vorher unverstdndliche, scheinbar auferhalb der
chemischen Gruudtheorien stehende Tatsachen orga-
nisch an jene angeschlossen und aus ihnen in einfachster
Weise zu erklaren vermocht; sie hat durch Stellung
neuer Probleme die empirische Forschung vielseitig
angeregt, das Tatsachenmaterial machtig gehauft, den
Weg zur Erfindung neuer Beobachtungsmethoden ge-
wiesen und ist damit der experimentellen Priifung zu-
ganglich und gleichzeitig zum AnstoR einer bedeutungs-
vollen Bewegung, im gewissen Sinne sogar einer neuen
Epoche unserer Wissenschaft geworden.“ — Wenn nun
der Begrinder der so fruchtbaren Theorie selbst an
die Herausgabe der dritten Auflage des grundlegenden
Werkes herantritt, so darf man ohne weiteres eine her-
vorragende Leistung erwarten. Und man wird in seinen
Hoffnungen beim Durchlesen der Schrift nicht ent-
tduscht, sondern in ganz besonders hohem Grade durch
die trotz des doch nicht so ganz leichten Problems
klare und lebhafte Darstellungsweise gefesselt. Nach-
dem der Autor sich mit der Entdeckung der Radio-
aktivitdt und den daraus fiir den Bestand der Atome
zu ziehenden SchluBfolgerungen durch den sehr richtigen
Hinweis, daR die mittlere Lebensdauer der Atome selbst
bei dem vielleicht kurzlebigsten, dem Radium, nach
der Rechnung eine so lange ist, daB sie fir gewdhn-
liche chemische bezw. stereochemische Forschungen
nicht in Betracht kommt, auseinandergesetzt hat, be-
handelt van’t Hoff sofort in leicht verstdndlicher Weise
die Grundlagen seiner Theorie, um diese dann in ihren
Konsequenzen an der Hand der Versuche und des
Tatsachenmaterials in den folgenden Kapiteln weiter
auszubauen. Die Lektlre dieser Abschnitte bietet
schon insofern einen hohen GenuB, als der Herr Autor
stets strengste objektive Kritik an allen Forschungen
und deren Bedeutung fir seine Theorie (bt und so
der ganzen Darstellung eine wesentliche Vertiefung
zuteil werden lagt. Alle Kapitel und ihren Inhalt hier
anzufuhren, wirde sicherlich tUber den Rahmen einer
kurzen Besprechung hinausgehen. Es genilige der be-
sonders wichtige Hinweis, dal trotz des vorliegenden,
gewaltigen Beobachtungsmateriales — flillen doch be-
kanntlich die Ergebnisse der Jahre 1894—1902 schon
zwei stattliche Bande (90 M !) der ,Materialien der
Stereochemie in Form von Jahresberichten* von C.
Bischoff aus — nichts von Bedeutung fortgelassen ist
und trotzdem das Buch nur einen Umfang von 147 Seiten
hat. Gerade diese gedrangte Zusammenfassung und
Disposition des Stoffes wird das Buch auch in seiner
neuen Gestalt zu einem héchst wertvollen Vademecum
fir jeden Jinger der Chemie machen.

W. Brisch (Libeck).

Unterrichtsblatter.

Jahrg. XV. No. 5.

Levin, Prof. Dr. W., und Briecke, Prof. W., Metho-
discher Leitfaden der Chemie wund
Mineralogie fir hohere Madchenschulen
sowie fiir den Anfangsunterricht in Studienanstalten.
Mit 84 Abbild. Berlin 1909, Verlag von Otto
Salle. Preis 2 M.

Das Buch weist eine Fiille methodischer Feinheiten
auf. Die Verfasser sind mit Erfolg bestrebt, an der
Hand geeigneter Beispiele die erforderlichen An-
schauungen zu vermitteln, von denen sie dann allmah-
lich fortschreiten zur Abstraktion. Besonderen Beifall
verdient die Art ihrer Darstellung, die man als
»psychologische Einfuhrung in die wissenschaftliche
Methode“ bezeichnen kdnnte. Dadurch wirkt die Be-
schaftigung mit dem Buche &uRerst anregend. Vor
allen Dingen wird durch diese Art der Darstellung die
winschenswerte Klarheit erzielt, die bislang in ver-
schiedenen Lehrblichern der Chemie fiir héhere Médchen-
schulen zu wiinschen Gbrig lieB. Auch das Experiment
findet die Stellung, die der moderne pé&dagogische
Unterricht von ihm verlangt. Es beantwortet die
Fragen, die sich im Verlauf des Unterrichts ergeben,
so dafl es gewissermafen aus dem Unterricht heraus-
wachst. Auch die Zeichensprache und die Formeln
sind in verstandiger Weise beruicksichtigt. Sie finden
erst Erwéhnung, nachdem genigend Tatsachenmaterial
entwickelt ist. Durch interessante Vergleiche (z. B.
CO2 und SO.,) werden besondere Eigenarten wichtiger
Verbindungen vielseitig beleuchtet.

Die Anordnung des Stoffs gibt zu einigen Be-
merkungen Veranlassung. So gelangen z. B. Kohlen-
saure, Salpetersdure und Ammoniak erst zur Be-
sprechung, nachdem die Luft, das Wasser, Salzsdure,
Verbindungsgewicht, Atom, Molekil, Schwefel, Eisen,
Kochsalz und Gips behandelt worden sind. Schon mit
Riicksicht auf die Pflanzenphysiologie, die zum Pensum
der 2. Klasse gehort und tunlichst in Klasse 3 vor-
bereitet werden sollte, miiRten die erwéhnten Verbin-
dungen mdoglichst frilh Gegenstand der Betrachtung
werden. Dagegen kdnnte die Behandlung des Eisens
schon in Anbetracht der teils schwierigen Vorgénge
weit hinausgeschoben werden. Ferner waére eine Ver-
teilung des Stoffs auf die einzelnen Klassen wiinschens-
wert. Der Wert des Buches wiirde noch erhéht durch
Einfiigen von Denkfragen, in denen natirlich auch die
Gbrigen naturwissenschaftlichen Disziplinen bis zu
einem gewissen Grade berlicksichtigt werden muRten.
Die zahlreichen Berechnungen, die den einzelnen Ab-
schnitten angegliedert sind, sind zur Befestigung und
Klérung der gewonnenen Resultate unentbehrlich, wenn
die Verfasser in ihren Anforderungen stellenweise auch
etwas weit gehen, z.B. in folgender Aufgabe: ,10 g
Tricalciumphosphat sollen zur Gewinnung von Super-
phosphat mit Schwefelsdure aufgeschlossen werden.
Wieviel Gramm Schwefelsaure sind erforderlich, und
wieviel Gramm Monocalciumphosphat werden dabei
gebildet?“ (S. 114).

Von diesen kleinen UnregelmaRigkeiten abgesehen,
wird die Beschaftigung mit dem Buche imstande sein,
den Unterricht in der Chemie wesentlich zu beleben
und die Anbahnung des Verstandnisses fiir chemische
Erscheinungen zu erleichtern. Dem Buche ist daher
weiteste Verbreitung zu winschen.

Dr. Bongardt (Hildesheim).
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1908, Deuticke. 31 2.50.

Stuttgart 1909, Kosmos-Verlag

Hippel, 1J.
Méadchenlyzeen.
115 Abb. Wien

Saj6é, K., Unsere Honigbiene.
(Franckh). 3\ I.—.

Schanz, J., Der Aufbau
der natirlichen Zahlenreihe.

des komplexen Zahlengchiets auf
Berlin 1909, Weidmannsche

Buchhandlung. 31 I.—.

Scheid, K., Leitfaden der Chemie. Leipzig 1909, Quelle &
Meyer, geb. M 3.80.

Schify, J., Die einfachsten chemischen Erscheinungen mit
Berlcksichtigung der 3lineralogie. Mit 42 Textabb. Breslau
1909, Hirt. M 0.70.

Schlesinger, L., Bericht tiber die Entwicklung der Theorie
der linearen Differentialgleichungen seit 1868. Leipzig

1909, Teubner.

Schoe_nfliés, A., Einflihrung in die Hauptgesetze der zeich-
nerischen Darstellungsmethoden. Mit 18 Textfig. Leipzig
108 Teubner. M 2.20.

Schoenichen, W., Biologie und Physik. Mit 123 Abb.
Leipzig 1909, Voigtlander. 31 2.—.
Schrader, E., Aus dem Liebeslcben der Tiere. Stuttgart

1909, Franckh. M 1.40.
Schroed er, J., Boitrago zur Anwendung des graphischen Ver-

fahrens im mathematischen Unterricht. Beitrage zum
Jahresbericht der Oberrealschule vor dem Holstcntor in
Hamburg, Ostern 1909, Progr. Nr. 983. Hamburg 1909.

Schroeder & Jeve, .
Schubert, H.,, Und Schumpelick, A,
Gymnasien. 2. Heft: Fiir obere Klassen.

Arithmetik  fr
5. Aufl. Leipzig

F.F., Unsere Zierpflanzen. Mit Taf. u. Text-
Le|p2|g 1909, Quelle & Meyer. 3| 4.40. )
Schulze, R., Herfzsche Wellen, drahtlose Telegraphie und
Teslastrome. Leipzig 1908, Sehlemrainger.
Schumacher, J., Ein Rechenschieber mit Teilung in gleiche
Intervalle auf derGruudlage der zahlentheoretischen Indizes.

Mit 2 Taf. 3liinchen 1909, Lindauersche Buchhdlg. MI.—.
Sohurig, W., Biologische Experimente. Leipzig 1909, Quelle
& Lleyer. 31 2.40.

Schuster, M., Stereometrie. 2. nach den preu. Lehrpléanen
von 1 umgearb. Aufl.

Mit 2 Fig.-Taf. Leipzig 1908,
Teubner. geb. 31 1.80.

Schwab-LesSer, 3lathematischcs Unterrichtswerk f. hohere
Lehranstalten. 1. Bd.: Arithmetik u. Algebra. 1. Teil: Fur
die mittl. Klassen samtl. hoh. Lehranstalten. 3lit 16 Fig.
im Text. Wien 1909, Tempsky. geb. 3L 2.80

Schwab-Lesser. Lrathematisches Unterrichtswerk fur hoh.
Lehranstalten. 1. Bd.: Arithmetik und Algebra. [II. Teil:
Fir die mittleren Klassen. 2. durchges. Aufl. Mit 15 Fig.
Wien 1909, Tempsky. geb. 31 2.80.

—,— 3[athematisches Unterrichtswerk fiir hoh. Lehranstalten.
1. Bd. Arithmetik und Algebra. 1l. Teil; Ausg. A: Fir
die oberen Klassen der Rcalanstalten. Mit 25 Fig. Ebenda,

eb. 31 3.—.

Sch%/v_autes, G., Aus Deutschlands Urgeschichte. (Natur-
wissenschaftl. Bibliothek.) Mit Zeichn. von C. Schwantes
u. zahlr. and. Abb. Leipzig, Quelle & 3leyer. geb. 31 1.80.

Schwering, K., Aufgaben aus der niedéreu Geometrie.
3. verb” Aufl.” Mit 104 Abb. Freiburg i. Br. 1908, Herder.

Lehrbuch der kleinsten Quadrate. Mit

1909, Herder. 3r 2.40.

3. Aufl. 3lit 44 Fig.

Schwerin® :, K.,
3 Fig. Freiburg i. Br.

Schwering, K., Stereometrie.
geb. 31 1.40.

Serret, J. A., Lehrbuch der Differential- und Integral-
rechnung. 3. Aufl. neubearb. von G. Scheffers. 3. Bd.:
Differentialgleichungen und Varationsrechnung. 3lit 63 Fig.
Leipzig 1909, Teubner. geb. 31 10.—.

v. Seydlitz, E., Geographie. Ausgabe E.

Ebenda,

Fir hoh. Méadchen-

schule bearb. von Dir. Paul Gockisch. Neubearbeitung
in 7 Heften. Mit vielen Karten und Profilen im Text,
farb. Tafeln und Bildern in Photographiedruck. Breslau
1909, Hirt.

Naturwissenschaftliches Untorrichtswerk far
Bearb. nach den neuen Lehrplanen
Lehrstoff der VII. Klasse. Mit

Smalian, K.,
héh. Lladchenschulen.
von K. Bernau. |I. Teil:

46 Abb. und 8 Farbentafeln. Wien 1909, Tempsky. geb.
31 1.20.
—,— Leitfaden der Tierkundo fir hoéh. Lehranstalten. Mit

vielen Textabb. und Farbentafeln. Ebenda.

Smalian , k., Leitfaden der Tierkunde fur hoh. Lehranstalten.
1 Teil: Lehrstoff der Sexta. 3lit 38 Textabb. u. 1 Farben-
tafel. 2 Teil: Lehrstoff der Quinta. Mit 55 Textabb. u.
10 Farbentaf. 3. Teil: Lehrstoff der Quarta. Mit 112 Text-
abb. u. 13 Farbentaf. Wien 1908, _TemBskv. I. Teil geb.
M 1.20; II. Teil geb. M 1.50; 111 Teil geb. M 2.

Sprockhoff, A., Uebung im Bestimmen der Pflanzen.
nover 1909, Meyer. M o 50.

Steinmeyer, H.,'Schulwahl (u. Berufswahl) nach Lehrplan,
Beféhigung u. Berechtigungen. Braunschweig 1908, Limbach.

Stre nger, E.; 3lathematische Aufgaben. 1. Teil. Leipzig 1908,
Quelle & Meyer. 3L 1.25.

Tannery.J.. Elemente der 3lathematik. Autorisierte deutsche
Ausg. von Dr. P. KlaeB. Mit einem Einfuhrungswort
von F. Klein und 184 Fig. Leipzig 1909, Teubner.
M 7.—.

Tesar, L.,

Thieme, H.,
Die Elemente der Geometrie.
M 9.-.

Han-

Ebenda.
Teil, 1.
Ebenda,

31 3.20.
Bd.:
geb.

Die 3lechanik. Mit 111 Fig.
Grundlehren der 3latheraatik. |II.
Mit 323 Fig.

Unterrichtsblatter.

Jahrg. XV. No. 5.

— Leitfaden der Mathematik. I. Teil: Die Unterstufe. Mit

127 Fig. 4. Aufl. Wien 1910, Tempsky. geb. M 1.80.

TraPpe Schul-Physik. 16. Aufl. Neubearb. von Prof. Dr.
h. 3laschkc.  Nebst einem Anhang: Die einfachsten
chemischen Erscheinungen mit Beriuicksichtigung der Mi-
neralogie von Prof. Dr.”J. Schiff. Mit 1 farb. Spektral-
tafel und schwarzen Abb. Breslau 1909, Hirt. geb. 316.—.

Vater, R., Damgf und Dampfmaschine. = (Aus Natur und
Geisteswelt. Bd. 63.) 2 Aufl. Leipzig 1909, Teubner.
geb. 31 1.25.

Vogelarten, Nutzliche, und ihre Eier. 46.—51. Tausend.
48 Bilder auf 25 Tafeln m. Text. Halle a. S., Gesenius.

eb. M2 .-.

_ ¢ Schadliche. 19—24 Tausend. 35 Bilder auf 24 Taf.
m. Text. Mit einem Anhér%%e: Vogelschutzgesetz vom
30. Mai 1908. Ebenda, geb. 3 2.—. . .

Voigt, 31, Die Praxis des naturkundlichen Unterrichts. Mit
92 bFI . Leipzig 1909, Dieterichsche Verlagsbuchhandlung,

ob. M 3 so.

Vomg Urtier zum Liens eben, Bilderatlas zur Abstammungs-
und Entwicklungsgeschichte des Mensohen. Zusammen-

estellt von Conr. Gunther. Vollst, in 20 Lief, zu 1 M.

ief. 1. Stuttgart 1908, Deutsche Verlagsanstalt.
YoB, A., Uebcr das Wesen der Llathematik. Leipzig 1908,
Teubner. 31 3.60.

Waebcr, R., Lehrbuch der Chemie. 16. Aufl., neubearb. von
E. Heinze u. Dr. K. Pappenheim. 3lit 111 Abb. Leipzig 1908,
Hirt & Sohn. geb. 3r2.80. . .

W alland, H., Chemisches Praktikum. Wien 1909, Deuticke.

eb. 3L 2.—.

Waqlentin, J. G., Lehrbuch der Phl/sik. Ausgabe C. fur
Realgymnasien. Mit 271 Fig. und I*Spektraltafel. Wien
1909, Pichlers Witwe & Sohn. )

W angerin, A., Theorie des Potentials und der Kugelfunk-
tloger'\vl Bd. I (Sammlung Schubert LVIIl). Leipzig 1909.
eb. M 6.60.

Wegding, H., Das Eisenhiittenwesen. (Aus Natur und Geistes-

welt.) 3. Aufl. Mit 15 Textllg. Leipzig 1908, Teubner.
geb. 31 1.25.
Wehner, H., Das Innere der Erde und der Planeten. Mathe-

matisch-physikalische Untersuchung. 27 Originalflg. Frei-

berg 1908. Craz & Gerlach. M 2.60.
W cill,” A,, Sammlung graphischer Aufgaben f. d. gesamten
hoheren Schulen. “I. Llathematik. Gebweiler 1909, Boltze.

—n— Graphisches Heft |: Llathematik, Naturwissenschaften.
11: Geographie, Wirtschnftslelire, Statistik. 3. Aufl. Ebenda.

Weismanhn, A., Die Selektionstheorie. Mit 1 farb. Tafel u.
3 Textfig. Jena 1909, Fischer. 3l 2—.

W eitzel, C. G., Padagogik fiir technische Lehranstalten.
(Hartlebens Lleehanisch- technische Bibliothek. Bd. 16.)
Wien 1908, Hartlebon. .

Weitzeubdck, K., Komplex-Symbolik. (Sammlung Schu-
bert LVII.) Leipzig 1908, Goschen, geb. M4.80. .

v. Wettstein, R., Dér naturwissenschaftliche Unterricht an
dglen Osterreichischen Llittelschulen. Wien 1908, Tempsky.

W ieleitner, H., Spezielle ebene Kurven. Mit 189 Fig. im
Text. (Sammlung Schubert LVI.) Leipzig 1908, Goschen,
geb. M'12..-.

W ionecke,
werbliche

E., Ebene Trigonometrie fiir Seminare und ge-
Anstalten. 2. Aufl. Berlin 1909, Oehmigke.

31.-
—,— Die Grundlehren der Planimetrie fir Lehrerbildungs-
_anstalten. 2. Aufl. Ebenda. 3l 2.80,
Wildermann , 31,Jahrbuch der Naturwissenschaften 1907/190s.
Herders Jahrbuch.) 3lit 29 Abbild. 23. Jahrg. Frei-
urg 1908, Herder, qgeb. 31 7.50.

Wolf, K., Grundziuge der Elektrotechnik zum Gebrauche au
ewerblichen Lehranstalten. Mit 195 Abb. Wien 1909,
older, kart. 31 1.20.

W olff, H.,, Satze und Aufgaben der Geometrie fiir Realan-
8talten. |. Teil: Unterstufe. Mit 157 Fig. im Text. Leipzig
1908, Teubner. kart. M 1.60. o

— Satze und Aufgaben der Geometrie fiir Rcalanstalten.
II. Teil: Oberstufe. Mit 136 Fig. im Text. Ebenda, geb.

32.-.

Wiunsche, 0. Die Pflanzen Deutschlands Die hoheren
Pflanzen. 9. neubearb. Aufl. von Dr. Joh. Abromeit.
Mit einem Bildnis O. Winsclies. Leipzig 1909, Teubner.

eb. M5.—.
W'ugusche—SchorIe_r, Die verbreitetsten Pflanzen Deutsch-
I'\e}lng%.o 5. Aufl. Mit 459 Umrizeichnungeu. Ebenda, geb.
Wurm, W., Waldgeheimnisse. In 3. Aufl. bearb. von G.
Schlenker und K. Kdénicke. Stuttgart 1909, Kosmos-
(Franckh). .
., und Young, W. H., Der kleino Geometer.
abe v. S. u. F. Bernstein. Mit 127 Textfig.
u. 3 bunten Taf. Ebenda, geb. M 3.—.
Zeitschrift f.Lehrmittelwesen und padagogische
Literatur. Herausgeg. V. Fr anz Fris ch. ?V. Jahrg.,
Nr. 8, 9, io; Y. Jahrg., Nr. 1, 2, 6. Wien 1908/09, Pichlers

Wwe. & Sohn.

Zenz:N\eN., Mgthnodik des naturgeschichtlichcn Unterrichts in
der Volks- und Birgerschule. 4. umgearb. Aufl. Mit
10 Abb. Wien 1909, Holder.

M 1.40.
Zeppelin, Graf Ferd. jun., Die Luftschiflahrt. Stuttgart 1908,
~ Franckh. 31 1.60.
ZleEIer,_ J., Soll und Haben der Neuen Madchenschule.
eipzig 1909, Gerhard. M 1—.
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Spannungs- u.Widerstandsmessunoen
aller Systeme.
Komplette Schul-Schalttafeln
sowie MelRzimmer-Einrichtungen.
Spczialfabrik elektrischer MeRapparate
Gans & Goldschmidt
Elektrizitats-Ges. m. b. H., Berlin N 05.

Gulcher’'s Thermosaulen
. mit Gasheizung.
Vorteilhafter Ersatz f. gagiv_. Elemente.
— Konstante elektromotorische Kraft.
Ger. Gasverbrauch. — Hoh. Nutzeffekt.
Keine Dadmpfe. —Kein Geruch. — Keine
Polarisation, daher keine Erschopfung.
Betriebsstorungen ausgeschlossen.
Julius Pintsch, Aktiengesellschaft,
Berlin O. 27, Andrcasstr. 71—73.

Botanik

*
ifiv 3¢
liiimaca

Kataloge kostenlos m )
Berlin NW 21

Fr. Klingeifuss & Co.

Induktorien mit
Prazisions-Spiral-
StafFelwicklung

— Patent Klingeifuss.-—

Robert Miuller, Glasblaserei
und Fabrik clicm.-phys. Apparate
Essen - Ruhr, KaupenstraBe 40—48

empfiehlt seine

Ooppelthermoskope und
Apparate fiur strnl»1. W adrme
nach Prof. Dr. Looser.

Preislisten gratis und franko.

E. Leitz, Wetzlar

Projektionsapparate
Mikroskope, Mikrotome
Mikropbotographische Apparate
= Photographische Objektive =

Prismen - Feldstecher.

Warmbrunn, Qui 17 K (o

Berlin NW. 10, Neidest asse 55/57

Chemische u. physilc. Apparate.

Grosse illustrierte Preislisten.

S. 119.

X Analysen -W agen
mit konstant. mpfmdllchﬁelt, schnell-
schwiugend, sowie ehem.-techn. Wagen
von anérkannt uniibertroffenerGenauig-
keit, mit div. Neuerungen, vielfac
pramiiert, empfehlen
A. Verbeek & Peckholdt, Drcsden-A.
Lieferanten vieler Universjtats- und
Hochscliullaboratorien, sowie von Gym-
nasien, Realschulen, Seminaren usw.

Max Kohl, A-G,Chemnitz, sachsen

GroBtes Etablissement auf dem Kon-
tinent fur die Herstellung von
:::Physikalischen Apparaten und :::
:::: chemischen Gerétschaften ::::
kompl. Laboratoriums-Einrichtungen
mit allen dazu erforderlich.M6beln usw.

Man verlange ausfiihrlichen Katalog
und Kostenanschlage.

R.Jung,Heidelberg
Werkstatte fiir
wissenschaftl. Instrumente

Mikrotome
und Mikroskopier-Instrumente

G. Lorenz, Chemnitz.
Physikal. Apparate.

Preisliste bereitwilligst umsonst.

Lehrmittel

fir den

naturwissensch. Unterricht

liefert in anerkannt erstklassiger Aus-
fihrung zu maRigen Preisen

Wilh. Schliter, Halle a. S.

Naturwissensch. Lehrmittel - Institut.

Richard Muller-Uri,
Braunscltirelg.
Glastechnische Werkstatte.

physikalische und chemische
Vorlesungs-Apparate.

Spezialitaten: Elektro - Ehysikalische
und Vakuumapparate bester Art.

Arno Haak, Jena
Carl Zeil3stralle 12
Glastechnische Werkstatte.

Thermometer

und Glasinstrumente fiir Wissen-
schaft und Technik.

Vorzllgl. Erwerbsquelle
fir Pensionierte, Rentner, Damen ist
ein OrlglnaI-Kmser-Panorama, dasldeal
aller Anschauungsmittel, stereoplast.
Urkunden, das Sehenswert, der Erde,
7(10 Zyklen, grosst. Archiv_der Welt.
An 1 éd_ g. Anerkenn. 250Filialen.

Ca. 2500 jr., erford. Prosp. gratis.
Hofl. A. Fuhrmann, Berlin W, Passage.
Lichtbilder mit Vortragen leihweise.

Es wird hoflichst gebeten, sich bei Bestellungen auf die ,Unterrichtsbléatter“ zu beziehen.
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Bei Einfuhrung

neuer Lehrbiicher

seien dor Beachtung der Herren Fachlehrer empfohlen

Geometrie.

Fenkner:

Lehrbuch der Geometrie fiir den mathe-
matischen Unterricht an hoheren Lehr-
anstalten von Prof. Dr. Hugo Fenkner
in Braunschweig. Mit einem Vorwort
von Dr. W. Krumme, weil Direktor der
Ober-Realschule in Braunschweig. —
Ausgabe A; (GroRe Ausgabe) vor-
nehmlich f. Gymnasien, Realgymnasien
und Ober-Realschulen. Erster Teil:
EbeneGeometrie. GAufl. Preis 220M
ZwciterTeil: Raumgeometrie. 3Aufl.
Preis 160 M. Dritter Teil: Ebene
Trigonometrie. Preis 1.00M. Vier-
ter Teil: Analyt. Geometrie (erscheint
Anfang 1910). —Ausgabe B: (Kleine
Ausgabe) vornehmlich f. Realschulen.
Erster Teil: Ebene Geometrie.
Preis 2 M. Zweiter Teil: Raum-
geo_metrle und Trigonometrie.

reis 1.40 M.

Leaser:

Hillsbuch_fllr den geometrischen Unterricht
an hoheren Lehranstalten. Von Oskar
Lenser, Oberlehrer an der Klinger-
Oberrealscliule zu Frankfurt a. M. “Mit
91 Fig. im Text. Preis 2 5t

Walther:

Lehr- und Uebungsbuch der Geometrie fur
die Unter- und Mittelstufe mit Anhang
gTrlgonometrle und Anfangsgriinde der

tereometrie). Von Dr. Fritz, Walther,
Oberlehrer am Franzos. Gymnasium in
Berlin. Preis 2.20 M mit Anhang.

Arithmetik.

Fenkner:

Arithmetische Aufgaben. Mit besonderer
Berticksichtigung von Anwendungen
aus dem Gebiete der Geometrie, Tri-
gonometrie, Physik und Chemie. Be-
arbeitet von Prof. Dr. llugo Fenkner
in Rraunschwcig.— Ausgabe A (fur
Ostutige _ Anstalten): Teil 1 (Pensum
der Tertia und Untersekunda). 0. Auii.
Preis 220 51 Teil 1l a (Pensum der
Obersekuuda). 3. Aufl. Preis 1.20 51
Teil 11b (Pensum der Prima). 2. Aufl.
Preis 260 5L — Ausgabe B (fur
Ostuflge Anstalten): 3. Aufl. Preis geb.
2 51.— Ausgabe C (fur den Anfangs-
unterricht an mittleren Lehranstalten):
Preis 110 M.

Physik.

Heussi:

Leitfaden der Physik. Von Dr. J. Heussi.
10. vollig umgearb. Aufl. Mit 19 Holz-
schnitten. Bearbeitet von Prof. Dr.
E. (ivtting. Preis 1.50 M— Mit Anhan
+Elemente der Chemie®. Preis 1.80

Keassi:

Lehrbuch der Physik fir Gymnasien, Real-
%ymnamen, berrealscluilen und andere
ohere Bildungsanstalten. ~ Von Dr.
J. Heussi. 7. Verb. Aufl. Mit 487 Holz-

schnitten.  Bearbeitet von Prof. Dr.
E. Gotting. Preis 5 M.
Chemie.
Levin:

Meth. Lehrbuch der Chemie und Mineralogie
fur Realgymnasien und Oberealschulen.
Voll Prot. Dr.WIlh. Levin. Teill: Unter-
stufe (Sekunda des Realgym., Unter-
sekunda der Oberrealschule). 5lit 72Abb.
Preis 140 M. Teil I1: Oberstufe (Pensum
der Obersekunda u. Prima). 5!it 113Abb.
Preis 240 5L Teil 111: Organische
Chemie. 5lit 37 Abb. Preis 1.65 5L

Hierzu je eine Beilage der Verlagsbuchhandlungen Carl Chuu in Berllu

tiNTKItIICHTSBLATTKR.

Schulsammlung

mikroskopischer Préparate.

Jahrg. XV. No. 5.

Richard Muller-Uri,
Institut f. glastechnische Erzeug-

Bisher 3 Serien erschienen. Jede Serie nisse, chemische u. physikalische

go Prapur. inkl. Mappe) zu M 10. — Nahere

uskunft durch

W.Schneider,Hamborn, Alleestr.105.

jijeptO fIS-fiP H fy

fur Schulzwecke

Man verlange gratis u.
franko Prospekt Mach

cfIRLZEIss
JCNA

Apparate und Geratschaften.
Braunschweig, Schleinitzstrai.se 19
liefert auch

samtliche
¢Apparate
nach dem
methodischen
Lehrbuch der
Chemie und
Mineralogie v.
Prof.Dr. Wilh.
Levin —genau
nach den Angaben desHerrn Verfassers.

Herdersche Verlagshandlung zu Freiburg im Breisgau.

Soeben ist erschienen und kann durch alle Buchhandlungen be-

zogen werden:

Jst lllathematik Hexerei? von einem preuischen Schul-

meister.

8° (IV u. 68) M 1.90.

Die Frage, wie die Mathematik auch den angeblich dafiir nicht
Veranlagten interessant gemacht und so ihr Bildungswert fiir weitere
Kreise nutzbar gestaltet werden konne, wird von einem erfahrenen
Schulmann anregend, klar und temperamentvoll beantwortet.

Verlag der J. Boltzeschen Buchhandlung in Gebweiler.

Soeben ist erschienen und kann durch jede Buchhandlung bezogen werden :

Sammlung graphischer Aufgaben

— fur den Gebrauch an hoheren Schulen. 1:..... n
I. Mathematik

schiedensten Punkten im Unterricht verwandt werden kann.

von

Dr. A. Weill,

Oberlehrer am Gymnasium zu Gebweiler.

Preis M 1.80.
Die Aufgabensammlung ist so eingerichtet, daR sie an den ver-

Sie versucht

durch positive Angaben, eine systematische Entfaltung des Eunktions-

begrilfs zu ei-mdglichen.

Luisenstrafle 45.

l7¢it@
MiKrosKope:: Mikrotome

Mikrophotographische

T und

Projektions - Apparate

: i for Schulzwecke = o =
VVV

Photographische Objektive
= Prismen-Feldstecher =
Spezial-Katalog Nr. 5 gratis u. franko.

V VYV

E. Leitz, Wetzlar

Berlin NW Frankfurt a. M.

Neue 5lainzerstrafle 24.

St. Petersburg, London, Nsw-Ynrk, Chicago

Leopold Voss in

Hamburg ¢ Otto Salle in Berllu, welche geneigter Beachtung empfohlen werden.

Druck von H. Sievers & Co. Nachf., Braunschweig.



