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NIEKTÓRE UOGÓLNIENIA DOTYCZĄCE FORMUŁOWANIA 
I METOD ROZWIĄZYWANIA STATYCZNYCH I DYNAMICZNYCH 

ZAGADNIEŃ KONTAKTOWYCH*)

Streszczenie; Zagadnienie rozkładu nacisków kontakto­
wych. sformułowane jako zagadnienie wariacyjne dla całki
(1 .1 ), zostało rozpatrzone dla przypadku zetknięcia po­
czątkowego w jednym punkcie oraz wzdłuż odcinka prostej.

W przypadku pierwszym odnośne nieliniowe równanie 
całkowe sprowadzono do układu nieliniowych równań alge­
braicznych, które rozwiązuje się metodą częściowej linea- 
ryzacji.

W przypadku drugim podano metodą liczbowego rozwiąza­
nia przy użyciu elektronowych maszyn liczących.

Rozpatrzono pewne zjawiska falowe, toY/arzyszące zde­
rzeniu ciał sprężystych (w ujęciu ąuasistatycznym).

1, W S T 5 P
Źrćdłov/a praca H.Hertza na temat kontaktowego ściskania ciał 

sprężystych wywołała późniejsze ukazanie się licznych prac teore­
tycznych.

Nie będziemy tu dokonywali szczegółowej analizy prac w tej 
dziedzinie mechaniki, wykonanych w ciągu 75 lat, które upłynęły 
od czasu opublikowania pracy H.Hertza, lecz zatrzymamy się na 
niektórych wynikach, uzyskanych przez radzieckich uczonych, któ­
rzy przyczynili się do dalszego rozwoju teorii kontaktowego od­
działywania ciał sprężystych. Omawiać będziemy jedynie zagadnie­
nia przestrzenne. Nie będziemy tu rozpatrywać zagadnień kontak-
x)'Jest to rozszerzony tekst referatu wygłoszonego w dniu 5.X.

1960 r. na sesji naukowej wydziału Mechanicznego (sekcja me­
chaniki technicznej) z okazji NY-lecia Politechniki Śląskiej
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towych na płaszczyźnie i zagadnień dotyczących działania matryc, 
zbadanych w ZSRR w pracach ł. A0Galina, N0I0Głagolewa, N0Io 
Muscheliszwili i jego ucznióv/, M. J.leonowa, A*I#łurie, W,1»Mossa­
kowski ego, G.N. Sawina, I.J.Sztajermana i innych uczonych radziec- 
lei che

W pracach I0J.Sztajermana, opublikowanych w latach 1936=19499 
teoria kont akt ov/ego oddziaływ/ania ciał sprężystych dotyczy za­
gadnień statycznego oddziaływania v/zaj enmego ciał sp3rężystych, 
pod warunkiem ścisłego, początkowego przylegania ich nieodkształ­
conych powierzchni«

W 1940 r. Aolołurie i I. J.Sztajerman stw/ierdzili niewyznaczal- 
nośó matematycznego przedstawienia zagadnienia sformułowanego 
przez H.Hertza i zaproponowali metodę uzupełnienia wyznaczal- 
ności tego przedstawienia, w przypadku początkowego stykania 
się powierzchni ciał w jednym punkcie.

W 1958 roku określiliśmy minimalną właściwość na.cisków kon­
taktowych, wynikającą z zasady Gaussa. Właściwość ta brzmi na­
stępująco; na zbiorze funkcji, określających rozkład kontakto­
wych nacisków p(M,t) i kształt konturu obszaru ściskania oj 
y/ pewnej chwili t zgodnie z klasycznymi równaniami zagadnie­
nia kontaktowego, całką

posiada minimum dla istnie.iacych w rzeczywistości kontaktowych 
nacisków i kształtu konturu obszaru ściskania.

Minimalna właściw/ość nacisków/ kontaktowych zezw/ala, jak to 
wykażemy niżej, na dodatkowe określenie zagadnienia kontaktowe­
go „

Niniejsze opracowanie składa się z dwóch części; w pierv/szej 
rozpatruje się zagadnienie elastoplastyki, w drugiej - elasto- 
dynamiki.

Rozpatrywać będziemy statyczne i dynamiczne kontaktowe oddzia­
ływanie ciał sprężystych, poruszających się ruchem postępowym 
v/zdłuż wspólnej normalnej, przeprowadzonej prostopadle do nie- 
odkształconych povderzchni ciał w jednym z punktów ich początko­
wego stykania się. Tarcie pomijamy. Początkowe stykanie się 
nieodkształconych powierzchni występuje w jednym punkcie, lub 
wzdłuż odcinka prostej. Zakłada się, że znany jest układ, kla­
sycznych rów/nań elastostatycznego zagadnienia kontaktowego.
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2. ZETKNIECIE POCZĄTKOWE W JEDNYM PUNKCIE
Rozpatrzymy, posługując się ogólnie przyjętymi oznaczeniami, 

równania zagadnienia kontaktowego, wypisane dla przypadku po­
czątkowego zetknięcia powierzchni ciał w jednym punkcie:

Tutaj f jest kątem biegunowym; zmienna r zmienia się w przedzia- 
le [0,1] , Wartość r <=1 odpowiada punktom na konturze X  obszaru 
ściskania. Wielkość “X jest pewnym stałym parametrem.

Równanie konturu X obszaru zetknięcia we współrzędnych biegu­
nowych. posiada następującą postać:

( 2 . 1 )

x ta nF(<^)cos<p; y = 2rF(c(?)sin̂ - (2,3)

(2.4)

Zakładając następnie

(0«l+0.2) F2((f) scc3/2 $(r,(f,X)i P2(f) =ooip((f,?i) (2.5)

sprowadzimy równanie (2.2) do następującej postaci:

0 w (2.6)
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Z równania (2.1) wynikaj

2/3o- = k P (2.7 )

gdzie;

k = (01+ 92)
r 2X 1

0 o

2
3. (2,8)

W ten sposób, przy dowolnym kształcie obszaru zetknięcia 
zbliżenie a’ .1 est proporcjonalne do Pw3. Od kształtu konturu 
obszaru zetknięcia zależy .jedynie współczynnik proporcjonalno­
ści k.

Tak samo, w przypadku ścisłego początkowego przylegania ty­
pu q_, rozpatrzonego przez I.Ja. Sztajermana, otrzymamy?

. 2_i_
a = k1 P 2q+1, (2.9)

gdzie;

k1 = + 92>
JLi.2q + 1

2% \

j" j  $ ( r''dr'dî '

'0 0

„ 2.H-,
2q'i'1 o (2,1 O)

Przekształcone równania zostały zastosowane przez nas do 
liczbowego rozwiązania zagadnienia kontaktowego na elektrono­
wej maszynie liczącej.

Równanie (2.6) jest nieliniowym równaniem całkowym z niewia­
domymi funkcjami i V((fsh)e Obszarem całkowania jest
pojedyncze koło. W celu liczbowego rozwiązania równania (2,6) 
podzielimy pojedyncze koło na elementy i przedstawimy całkę, 
występującą z lewej strony równania, jako sumę całek wziętych 
dla poszczególnych elementów. W celu uzyskania przybliżonego 
rozwiązania każdą z tych całek, z wyjątkiem całki elementu za­
wierającego Ivl(r,<p), przedstawimy w przybliżeniu jako iloczyn 
funkcji podcałkowej w środku ciężkości elementu i powierzchni 
elementu.
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Jest zrozumiałe, że dobranie punktu wewnątrz elementu akurat 
w jego środku ciężkości jest warunkowe, ponieważ podobieństwo 
procesów, analogicznych do rozpatrywanego, nie zależy od takiego 
doboru.

Całkę na obszarze elementu, zawierającego punkt M(r,cp), obli­
czymy według wzoru przybliżonego:

i  _ i
J = 2(xAS)2 [ x % i  *)] 2 X). (2.11)

Tu A S jest powierzchnią elementu, zawierającego punkt 
M(r,«j). Zakłada się, że ten punkt pokrywa się ze środkiem cięż­
kości powierzchni elementu,

Tym sposobem równanie (2,6) zastępuje się układem nielinio­
wych równań algebraicznych z niewiadomymi wartościami funkcji $ 
w środkach ciężkości powierzchni elementów i ¥ na promieniach 
przeprowadzonych przez środki symetrii. Układ ten jest nieokre­
ślony, ponieważ ilość niewiadomych przekracza ilość równań 
o liczbę równą ilości promieni, przeprowadzonych przez środki 
ciężkości elementów,

\7 celu uzupełnienia wyznaczalności układu, zakładamy podobnie 
jak A.I.Łurie i I.J.Sztajerman, że nacisk kontaktowy zeruje się 
na konturze obszaru ściskania*

$ (l,f;l) = 0 (2.12)

Warunek (2,12) czyni wyznaczalnym przedstawione zagadnienie. 
Dokonamy częściowej linearyzacji układu, zakładając w celu 
uzyskania wyjściowego przybliżenia R

¥ ^ C 2, (2.13)

tzn, aproksymując kontur obszaru ściskania przez elipsę.
Zakładając pewną konkretną wartość A, rozwiązujemy ułożony 

w ten sposób, układ liniowych równań algebraicznych względem 
funkcji ¥ i C“1 $ we wskazanych wyżej punktach. Uzyskujemy pier­
wsze przybliżenie. Stałą C można wyznaczyć z warunku równości 
powierzchni <•<) w wyjściowym i w pierwszym przybliżeniu.



pisując nu szereg dodatnich wsrtośd, zbańasj zbieżność wyżej 
opisanego procesa do określanych wartości ríf, tm, ¿o ofae- 
ślonej wartaid dśnisniz Imtsfctcreego i do określonego równa­
nia kcnzuru obszaru zetknięcia.t-;, Jest zrozuziałe, że ta reto­
ca rczidązywania problem knctaktcwego wyząga zastosowania no­
woczesnych maszyn liczących«

CIS P0CZ4S0S3 SSSSB3 C3CIE21 P2GS23J

s^cźrycc ewolweatcr-ych opiera się aa niedostatecznie dotychczas 
zbadanej teorii ściskania kontaktowego dał sprężystych, ogra­
nicz cnych lidoayri pcmierzci

Poniżej zostanie sfcrzasłowane to zagadnienie craz podana bę­
dzie netoda liczbowego rozwiązania-, umożliwiająca zastosowanie 
elektronowy ca maszyn liczący ca, ¿.składa się, że w stanie niecd- 
kszt&łoauya poderschnie ciał stykają się wzdłuż odcinka proste 
wspólnej tworzącej ciał. Przypadek początkowego zetknięcia wzći 
odcinka zwykłej tworzącej jest znacznie bardziej sks~plikowanyt 
Przypiek ten wykracza daleko poza granice .podstaw klasycznego 
zagadnienia kont aktowego. dpływ tarcia i sznurowania pozijauy.

Pada się ściskanie ciał o dostatecznie dniej sztywności, za* 
pewniejącej nożliwośe powinięcia w strefie obszaru ściskania 
d a ł  wszystkich rodzajów ich odkształceń nielokalnych.

Przy poczynionych wyżej założeniach odniesiemy obszar śdskr 
zda cd do prostokątnego układu współrzędnych (v,x) , współrzędni 
zderzona jest wzdłuż tworzącej, od końca odcinka p-cczątkotrej 
linii styku, leżącego bliżej tworzących, x - współrzędna nie— 
rzona wzdłuż określonego dodatniego kierunku normalnej do twe— 
rżącej, leżącej na wspólnej powierzchni stycznośd w odniesie­
niu dc nieodkszżałoonych powierzchni ciał ściskanych, Cpierają 
się na znanych założeniach, nożna doprowadzić do następującego 
układu, równań, słusznych w przypadku ściskania dał sprężysty o
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ograniczonych powierzchniami liniowymi, przy istnieniu początko­
wej styczności wzdłuż odcinka prostej tworzącej ogólnej:

IJ  p(v',x'i s1fs2)dv'dx'= Pf (3.1 )
(u))

ff p(v'fx ,  Sl,s2) _
(01+e2 ) , •   —  • f t r > ; - « ( V ł s 1 , s 2) - P ( T , s 1 t s2) x  .

►V l-(v-v ) + (x+x )
(*>) 1 (3.2)

Tu p(v,X| s. s9) - nacisk powierzchniowy, ćc(v$ s.. ,s2) - lokalne

LV|S1,s2;
nieodkształconych powierzchni ciał.

Równania typu (3.1), (3.2) prawdopodobnie po raz pierwszy 
zostały ułożone przez A.H.Grubina,

Przekształcimy róvmania (3.1) i (3.2) na zmienne bezwymiaro­
we. Hiech równania krzywych, ograniczających obszaru), rają 
następującą postać:

x - fi (vj s1}s2) = Oj (i = 1,2).

Oznaczymy przez 1 długość odcinka tworzącej, wzdłuż którego 
występuje zetknięcie ściśniętych powierzchni ciał*
Założymy

v =^lj x = ipfl(vjs1,s2)«Oj x =i^f2(vj s1,s2)>0, (3.4)

gdzie

0 < ę  <1j
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Następnie

ftl(v;s1,s2)=li3( ,̂sl,s2)} pi( ^ is1,s2)= P l"2q±(ę, p,s., ,s2J,
(3.5a)

Ffos.pSgJsi"1# (^s1ts2); ^=Pl“26>_.,
(3.5b)

Równanie (3.1) będzie posiadało wtedy następującą postać:
1 1

2 .
2  (-1) qk(ę',5>iS1,s2) cpk(^;s1,s2)d^’di?' = 1 . (3.6)
k=1 

0 0

Tu funkcje q- i q2 oznaczają nacisk powierzchniowy p odpo~ 
wiednio w dolnej i górnej półpłaszczyznach (v,x).

Równanie (3.2) przechodzi w układ równań, odpowiadających pod­
łożeniu punktu M(v,x) w  górnej i dolnej półpłaszczyznach (v,x). 
Mamy więc;

1 1

W f f  Z  ( - D *

0 0
p p (3.7)

= ?sn*s2) -^J^.Sj) f± (^|slfs2) p .

Tu:
f

•02 .

’ P- ;S1 ,S2̂  “ f k ^ ;s1 ,S2̂ W '

2 1- ^ 2
(?IS1»S2)] • (3.8)



Niektóre uogólnienia dotyczące formułowania.•• 11

Równania (3.6) i (3.7) zawierają nieydadome funkcje Sj^k i ¡5, 
określające, przy założonym parametrze 1, rozkład nacisków po­
wierzchniowych, kształt krzywych, ograniczających obszar ściska­
nia w górnej i dolnej półpowierzchniach (v,x) i ściskanie lokal­
ne. Ostatnie, w odróżnieniu od przypadku,kiedy zetknięcie począt­
kowe zachodzi w jednym punkcie, jest funkcją współrzędnej v 
lub | ♦ Do równań (3*6) i (3.7) należy dołączyć warunek zerowa­
nia się kontaktowego ciśnienia na krzywych, opisanych przez rów­
nania (3.3)i

Przy badaniu oddziaływania kontaktowego w przekładniach zęba­
tych parametr 1 jest wyznaczany bezpośrednio z warunków zaga­
dnienia. W dalszej części pracy przyjmiemy, że parametr 1 jest 
znany.

W związku z obecnością małych, co do bezwzględnej wartości, 
funkcji ■ w wyrażeniu podpierwiastkowym w Gilf, równania 
(3.6) i (3.7) są słabo nieliniowymi.

Równania (3.6) i (3.7), wraz z warunkami (3*9) są niewystar­
czające do rozwiązania zagadnienia kontaktowego. Aby upewnić 
się w tym, wystarczy w przybliżeniu zastąpić układ równań (3*6) 
i (3.7) i warunki (3.9) przez układ równań algebraicznych, sto­
sując metodę siatek. Dodatnia różnica pomiędzy ilością niewia­
domych. wartości poszukiwanych funkcji w węzłach siatki i ilością 
równań, zmniejszoną o jedność, równa się ilości wartości funkcji 
fi(ę,s^,s2) w węzłach, leżących na osi , 0|.

W celu otrzymania dodatkowych równań należy skorzystać z mi­
nimalnych właściwości nacisków powierzchniowych (1.1). W danym 
przypadku własności te wyrażają się warunkami minimum operatora

qk($.1| s1ts2) o Oj (k = 1,2). (3.9)

. W

(3.10)o o
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Obszarem Si określenia poszukiwanych funkcji q , ̂  i (3 
jest kwadrat w płaszczyźnie (£,,ń), o boku równym ¿jedności« Po- 
dzielmy kwadrat 02 na n kwadratów o) o bokach — —  i przed­
stawmy całki, zawarte w równaniach ^3®6) i (3o7) i warunek 
(3o 10) jako sumy całek w kwadratach cor « Każdą z całek podług 
obszaru u) , nie zawierającego w ustalonym punkcie Mffc.y) oso­
bliwości typu*" .r**̂ « wyrazimy w przybliżeniu jako iloczyn powierz* 
chni cj , równej -4r i wartości funkcji podcałkowej w środku 

n
kwadratu cJrg.

Całkę <Irs» rozciągającą się na element OJ , zawierającą usta­
lony punkty M(^,p), można przedstawić w następującej postaci;

j , ^ k ,̂ : ..bx ‘bs! ,sgj— . o.,,)
31» s2>

W ten sposób układ równań (3*6) i (3#7) jest w przybliżeniu 
zastąpiony układem słabo nieliniowych równań algebraicznych 
względem zmiennych

(k )

^ rs = qk^r’?s’31’s2* ¥’k^V,s1,s2'’ 3̂"

- P k2(V>B1*s2)» = ^ CV > S1>S2)- <3“13)

Niewiadome ^  ,|32 ,...,/3n,przy określonym j
stają się "zbędne”, tzn. warunkują niewyznaczalność układu,
o czym już wspomniano wyżej#

Rozpatrzymy układ równań algebraicznych, wypływających z
równań (3#7)« Ustalając j, założymy;»

^1 ** $2 ~ 909 = ̂ j-1= ̂ j+1ss“,,ł= ̂ n = ^j = (3# 14)

Wtedy róv/nania, wypływające z (3.7) i (3#9), tworzą określo­
ny układ. Będziemy rozwiązywali ten układ metodą częściowej 
linearyzacji.
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W celu uzyskania wyjściowego przybliżenia, założymy pod zna­
kiem pierwiastka kwadratowego, zawartego w G^lf:

|fi| “|fk| " 1 "*» (3.15)

gdzie;
   1

R^yjs^s^dy.
(3.16)

Tu Ik jest promieniem krzywizny nieodkształconej powierz­
chni ciała w płaszczyźnie przekroju prostopadłym do odcinka ty/o­
rzącej, wzdłuż którego występuje początkowe zetknięcie. Parametr 
4- jest wielkością stałą, której należy przód przystąpieniem do 
obliczeń nadać pewną ustaloną wartość. Przeznaczenie tego para­
metru jest takie same, jak przeznaczenie analogicznego parame­
tru, który był rozpatrzony w przypadku ściskania ciał o punkto­
wym zetknięciu początkowym.

Rozwiązując uzyskany tą metodą liniowy układ równań, odszuka­
my odpowiadające w pierwszym przybliżeniu warunkom (3.14) war­
tości poszukiwanych funkcji <łk»<pk i w środkach kwadratów 

o Oznaczymy te wartości niewiadomych odpowiednio'przez x. . 
i Odszukanie dalszych przybliżeń przy warunkach (3.14)
jest bezcelowe, ponieważ podstawowy układ róv/nań jest.nielinio-
v.y0

Przejdziemy do budowy przybliżonego rozwiązania przy dowol­
nych wartościach Dowolnej wartości ji., przy zerujących się 
Pi» p2, o o . , , |3̂ +1 ,.o.,pn, odpowiadaj^ przybliżone rozwiąza-
nia |3̂ i y ^  wyj ściowego układu słabo nieliniowych rów­
nań algebraicznych. Ogólne rozwiązanie zagadnienia w pierwszym 
przybliżeniu przyjmie postać:

f e r ' V 31’32)"'
(3.17)

fk ^r*s1,s2̂  “ P* ykj ^ r*s1*s2^ '3*18^
ł)  33

XX

qk^r>PS;s1’s2)i’ic( V s1>s2) " *kjJ •

b =
» 1  . .łSgJlŁ, R,

Q
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Stałe fi. są dowolne. Aby wyznaczyć te stałe, należy zesta­
wić równani^ (3.6) i warunek (3.10). Z równania (3.6) wyznacza 
się jedną ze stałych fi., Z warunku (3.10) wynika, że występuje 
minimum sumy

n
S = E

r=1

n iI] (-1)3
s=1

-?i ^  Xkj 0;r»Ps;s1*s2^ 1 ~ ‘r n
P, fij ykj ^ r ’s1 ’s2^j=1

1/2 (3.19)

Warunki minimum S prowadzą do układu nieliniov/ych róv/nań 
algebraicznych względem stałych fi.,

W tym przypadku można róvmież przeprowadzić proces iteracyjny,
r n i 1/2obliczając mianownik X! (ł . y . v/e wzorze (3.19) ze wzoruLj_1 D kjj

(3.1 5), następnie znaleźć wyjściowe przybliżenia'^, z układu
liniowych równań algebraicznych, v/ynikaj ących z warunków mini-

n
rnurn S, wyjściowe przybliżenia fi. podstawić do E  fi ■ yv^

o j _-j 3 J
w równaniu (3.19) itd.

Układ równań (3.6) i (3.7), jak również warunki minimum ope­
ratora (3.10) są nieliniowe. Jak z tego wynika, może istnieć kil­
ka rzeczywistych gałęzi poszukiwanych rozwiązań. Powstaje problem 
wyznaczenia gałęzi rozwiązania wieloznacznego metodami liczbowy­
mi, omówionymi przez nas wyżej. Jako jeden ze środków badania 
proponujemy zastosować możliwość zmiany parametru X w równości
(3.15). Nadając wielkości X szereg dodatnich wartości X ^ , X ..., 

i stosując dla każdej z tych wartości opisany przez nas pro­
ces iteracyjny, jak gdyby "sondujemy" obszar możliwego występo­
wania poszukiwanych gałęzi. Obecność gałęzi ujawnia się na pod­
stawie szybkości zwierania się (zbieżności) procesu it-eracyjnego. 
Jest zrozumiałe, że proponowana przez nas metoda jest możliwa 
jedynie przy użyciu współczesnych elektronowych maszyn liczących.

4, 0 DYNAMICZNYM ŚCISKANIU KONTAKTOWYM 
I ZDERZANIU Się CIAŁ SPRĘŻYSTYCH

Przejdziemy do rozpatrzenia dynamicznych zagadnień kontakto- 
wych. W teorii zjawisk towarzyszących zderzaniu się ciał sprę­
żystych, opracowanej przez H.Hertza, pomija się siły bezwładności,



powstające przy odkształcaniu zderzających się ciał. Poniżej 
rozpatrujemy metodę, zezwalającą na zbadanie wpływu wspomnia­
nych sił bezwładności na podstawowe wielkości, char akteyżujące 
dynamiczne kontaktowe oddziaływanie wzajemne ciał. Rozpatrzymy 
zagadnienie tylko dla przypadku kontaktowego oddziaływania ciał 
pod warunkiem początkowego ich zetknięcia w jednym punkcie.

Będziemy nazywali rozwiązania elas to dynamicznych równań qua- 
sistatycznymi, o ile te rozwiązania będą uzyskane przy założe­
niu tak małych sił bezwładności, zależnych od lokalnego odkształ­
cania się ciała, że można je pominąć, Quasistatyczne rozwiązania 
zawierają czas t jako parametr. Jak wiadomo, te rozwiązania 
są podstawą teorii sprężystego zderzenia, zaproponowanej przez 
H.Hertza.

Przekształcenie Laplace a - Carsona (l.C.) zezwala na sprowa­
dzenie rozwiązania dynamicznego zagadnienia teorii sprężystości 
do rozwiązania zagadnienia ąuasistatycznego w obszarze odwzoro­
wań. Na podstawie układu dynamicznych równań Lame'gosprzekształ- 
conych według Laplace'a - Carsona, otrzymamy*
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u*(M,p) = y £  (M,p) + e °vfffE v (k)i(N;M)ui0(U) d V„ -
(v ) 1=1

3 • (4-1)
- ep2# 2  T (k)i (H!P)d VN.

(v) 1=1

Tu u.* (l.'I,p) są składnikami odwzorowania przemieszczenia dyna­
micznego w punkcie Mj v*(M$p) - są składnikami odwzorowania qua- 
sistatycznego przemieszczenia w tym samym punkcie,
- składniki tensora Greena, u .(n ) - składowe począłkowej pręa- 
kości punktów ciała, gęstość^ p - parametr przekształcenia 
L,C., V - objętość ciała. Początkowe przemieszczenia punktów 
ciała przyjęte są jako równe zeru.

Równanie (4.1) ustala związek między dynamicznymi i ąuasista- 
tycznymi przemieszczeniami.

Niech punkt M leży na powierzchni ciała w obszarze lokalnych 
odkształceń. Założymy, że początkowe zetknięcie nieodkształconych 
powierzchni ciał zachodzi w jednym punkcie. W tym przypadku, 
zgodnie z teorią H.Hertza, wielkości .(N,M) są statycznymi
przemieszczeniami sprężystej półprzestrzenl z płaską granicą.



16 N.A. Rilczev/skij

Dobierzemy prostokątny układ współrzędnych i oznaczenia w 
ten sposób, jak to np. przedstawiono w znanej książce A.loye^a 
Założymy, że u1Q ** u2Q = 0 i rzut jest jednakowy dla
wszystkich punktów ciała. Założenia te odpowiadają zderzeniu 
ciał, poruszających się z prędkościami, skierowanymi wzdłuż 
wspólnej normalnej do ich powierzchni w punkcie ich początko- 
y/ego zetknięcia.

Jak wiadomo w tym przypadku podstawowe znaczenie posiada
n (lfl,t). Aby znaleźć przybliżoną wartość tego składni-

Na podstawie tych stosunków, z trzeciego równania układu
(4.1) otrzymamy:

niu do rzeczywistych wartości odwzorowań przemieszczeń dynami­
cznych, Ograniczymy się do tego przybliżenia. Wprowadzimy ozna­
czenie

u*(N|p) = u*(M|p) .+ ^u*(N*p) - u* (Mj p)] = 

b .u *(M|p ) +[(v * (Njp) - v| (Mjp)J .
(4.2)

Założymy również w przybliżeniu:

uf(Nip) = v* (Njp)j (i = 1,2). (4.3)

°^(v) ^  w (v ) i=1 1 rJJ

Równość (4.4) odpowiada pierwszemu przybliżeniu w odniesie-

(4.5)
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Przechodząc do funkcji pierwotnych, otrzymamy na podstawie 
równości (4.4):

żują teorię uderzenia, opracowaną przez H.Hertza.
Ouasistatyczna teoria uderzenia, rozwinięta przez H.Hertza, 

jest słuszna jedynie przy dość długim czasie trwania uderzenia, 
który to czas wielokrotnie przekracza okres najhardziej wolnych 
drgań własnych zderzających się ciał. Równość (4.6) umożliwia 
dokonanie wstępnej oceny słuszności tej wyjściowej propozycji 
teorii ąuasistatycznej, Określając okres T drgań o częstotli­
wości n, otrzymamy:

Tu CL jest prędkością rozchodzenia się podłużnych fal w nie­
ograniczonej płycie. Równocześnie założyliśmy, że punkt M odpo­
wiada środkowi układu współrzędnych, dlatego r jest odległością 
punktu N od środka układu współrzędnych.

Obliczajan T dla kuli stalowej i porównując wynik z czasem 
trwania uderzenia kul stalowych, podanym przez A.N.Dinnika, moż­
na stwierdzić, że T jest około czterokrotnie mniejszy od cza­
su trwania uderzenia, wyznaczonego na podstawie teorii ąuasista­
tycznej. To dowodzi, że pominięcie lokalpych sił bezwładności 
może doprowadzić do dostrzegalnych błędów jakościowych i ilościo­wych. *|

Składnik —  u^o po prawej części równości (4.6) również*mo­
że osiągnąć 10$ maksymalnego lokalnego ściskania, wyznaczonego 
na podstawie ąuasistatycznej teorii.

Ułożymy przybliżone równanie teorii zderzenia dwóch ciał, ko­
rzystając z równości (4.1). Oznaczymy dynamiczne lokalne (miej­

Równość (4.6) zezwala na wyprowadzenie równań, które precy-
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scowe) ściskanie przez a’(t), miejscowe ściskanie teorii ąua­
sistatycznej oznaczymy przez a' (o)(t) 0 Mamy więc2

m1 m_ ,2
(4-8)

gdzie P(t) jest siłą oddziaływania zderzających się ciał o 
masach m-j i n^.

Następnie na podstav/ie ąuasistatycznej teorii otrzymamy;

> > ( t )  . <«,+»?> / / ^ / ^ Ł U Ą gL., (4.9)
( i )  r ( ° » ° 5 x ’  y  )

(i) //P(x%y%t) dx"dy"
v3 (0,t) = 0- JJ---— -   ---------- (4.10)
3 0 (oj) ^(0,0;x , y )

Tu j oznacza numer kolejny ciał zderzającyclj, się, 0̂  - sta- 
łe sprężystości teorii kontaktowej H.Hertza, Y-,1- (0,t) - rzut
wektora przemieszczeń v^(j) początku układu Ox1x2x.3(j) na oś 
Ox^(j)e Kierunki osi układów współrzędnych Ox^x2x (j) są wska-
zane w cytowanej wyżej pracy A«love 'aQ Nacisk p owi er z chniowy
wyliczony na podstawie teorii ąuasistatycznej ? 'oznaczono przez 
p(x<’,y'’,t), obszar ściskania przez o), z(0,0;x%y ) odległość 
punktu Ii'(x',y') od początlcu układu« Z (4«§) i (4.10) i z teo­
rii ąuasistatycznej wynika;

(o) k0. 2\ w. [OJ T
v  (0’ł) (t) = ( t)-

Z drugiej strony;

o;(t) = u ^ 1^(0,t) + u.^2^(0,t). (4.12)

Aby otrzymać zgrubsza przybliżone równanie, wiążące a’(t) 
ioc'0,(t) założymy w równaniu (4.6)» że rzuty v^(N,t) (i « 1s2)
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zek;
są równe zeru, a funkcja v-,fN,t) jest równa v_(0,t). Wtedy na 
podstawie równości (4<» 11) - (4» 12) otrzymamy przybliżony zwią-

2 ^  . i  -
l t ( t )  s  S  7 l 3 T s i I l n o ( '3  *  + 7 7 ^  I  p  3  { t i }  x

ja1 O 1 O

tutaj

2
H
3=1

(3)3 n«' (t - tn) dti; (4,13)

n (j) = f(^(0). (4.14)

Zależności (4.8) i (4.13) określają miejscowe ściskanie oc(t) 
i siłę oddziaływania P(t). Przy dużych n ^  równanie (4.1 3) 
przechodzi w znany wzór teorii H.Hertza.

Dla przypadku ciał o jednakowym kształcie, wymiarach, masie 
i o jednakowych stałych sprężystości z równań (4.8) i (4.1 3) 
otrzymamy;

2

<x(t) =  P(t) + P3 (t). (4.15)
m no

W ten sposób, w tym przypadku wzór H.Hertza jest uzupełniony 
przez człon, zależący w sposób liniowy od P(t). Użyteczność,
uzyskanych w wyniku dość,niedokładnych uproszczeń,zależności
(4.13) - (4<»15) i ich rola w teorii zderzenia podlegają dalszym 
badaniom0

Zderzenie ciał sprężystych wywołuje pojawienie się różnych 
wahadłowych ruchów ich elementów. Te niestacjonarne ruchy drga­
jące rozchodząc się w ciele, mogą w przyszłości przyjąć postać 
ruchów stacjonarnych, do których w szczególności należą powierz­
chniowe fale Rayleign a,

Rozpatrzymy możliwy układ powstawania przy zderzeniu niesta­
cjonarnych procesów wahadłowych, stosując zasadę metody zapro­
ponowanej przez S.P.Timoszerucę przy badaniu poprzecznego ude­
rzenia ciała sprężystego o sprężysty pręt.
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Teoria S.P.Timoszenki w istocie opiera się na rozkładzie prze­
mieszczenia punktu zetknięcia się uderzającego ciała i pręta na 
dwie składowe: ściskanie lokalne cc i wielkość, zależną od odkształ- 
cania pręta jako całości. Tą wielkością jest ugięcie pręta y, 
Miejscowe ściskanie <x w tym przypadku wyznacza się na podstawie 
teorii H.Kertza,

Zgodnie z przedstawioną powyżej zasadą należy stwierdzić, że 
należy nanieść pewne poprawki do kinematycznego warunku zetknię­
cia się, który stanowi podstawę współczesnej teorii statycznego 
i dynamicznego kontaktowego oddziaływania wzajemnego ciał sprę­
żystych. '

Założymy, że zetknięcie początkowe ma miejsce tylko w jednym 
punkcie. Oznaczymy przemieszczenie punktów powierzchni ciał wzdłuż 
wewnętrznych normalnych do powierzchni nieodkształconych przez 
u,(jT. Układ współrzędnych dobieramy tak, jak to jest np. przed­
stawione w dziele A.lcoye^a.

Założymy:

u3^(M,t) =w^(M,t) +v^(M,t), (4.16)

gdzie w^(M,t) - przemieszczenia wzdłuż normalnych, wywołane 
ściskaniem lokalnym, v(d)(M,t) - przemieszczenia wzdłuż normal­
nych, wywołane nielokalnym odkształcaniem ciał. Właśnie przemie­
szczenia v (d)(M,t) są powodem powstawania tych stacjonarnych 
procesów wahadłowych, o których wspominaliśmy wyżej.

Kinematyczny warunek zetknięcia przyjmie następującą postać:

w^(M,t) +w^(M,t) = a’(t) - vQ(t) - v(M,t) -f(M)j (4.17) 

tutaj

cy(t) =w^(0,t) + v / 2^(0,t), (4.18)

vQ(t) = v ' 1^(0,t) + v^(0,t), (4.19)

v(H,t) s v^(ll,t) +v^(M,t). (4.20)
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Ograniczając się do przedstawienia przybliżonego, analogiczne­
go do zastosowanego przez H«Hertza, sprowadzimy warunek (4.17) 
do następującej postaci;

Warunek (4.21) vístala związek między lokalnymi procesami kon­
taktowego odkształcania i odkształcaniem ściskanych ciał jako 
całości.

W szczególności równanie (4.21) ujawnia znaczny wpływ krótko­
falowych drgań powierzchniowych elementów ciał na procesy, pow­
stające przy ich zderzaniu się. W szczególności wpływ ten może 
być istotny przy A = B = 0.

Zagadnienie powstawania nielokalnych procesów falowych przy 
zderzaniu się ciał jést niezwykle złożone i powinno być tematem 
oddzielnych badań.

Ná tym miejscu ograniczymy się jedynie do wskazania metody 
badań.

Skupimy uwagę na tych efektach, powstających przy uderzeniu, 
które są przyczyną powstawania fal powierzchniowych w dostate­
cznej odległości od źródła zmiany0

Jak wiadomo, analityczne wyrażenie przemieszczeń, które okre­
ślają ruch cząstek ciała sprężystego przy rozchodzeniu się po­
wierzchniowych fal, zawierają nieokreślone parametry. Takimi pa­
rametrami są amplitudy fal powierzchniowych (dylatacyjnych i 
skrętnych) na powierzchni podziału ośrodków. Między tymi parame­
trami. istniej e jeden związek.

Założymy, że przemieszczenia, określające fale powierzchnio­
we, powstają w obszarze ściskania o). Wtedy wyrażenie względnych 
przemieszczeń v(M,t) będzie zawierało dwa niezależne parame­
try.

Zgodnie z (4.21), rozważania zagadnienia kontaktowego będzie 
też zawierało te dwa nieokreślone parametry.

W szczególności, nieokreślone parametry wejdą do analityczne­
go wyrażenia nacisku powierzchniowego p(M,t).

Nieokreślone parametry można wyznaczyć na podstawie zasady wa­
riacji (1.1) i zagadnienie badania fal powierzchniowych, powsta­
jących przy zderzaniu się ciął sprężystych staje się w ten spo­
sób rozwiązane całkowicie.

Otrzymano 20 czerwca 1961 r.
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HEKOTOPEIE OEOEIIiEHMil IIOCTAHOBKM M METOflOB 
PEIIIEHMtf 3JIACT0CTATMHECKMX M SJIACTO^MHAMM- 

EECKMX KOHTAKTHEIX 3A ^A E 

P e 3 K) m  e
B o n p o c  p a3,n ;ejia  K O H xaK xxibix p;aBJieHMM, n o c x a B jie H H b m  x a x  

Bapnau,M OHHaa 3 a A a n a  a j ih  H xxxerp ajia  ( 1 .1 ) ,  p accM oxp exx  ^ j ih  c j i y -  
n a a  H auajibxxoro  KacaHMH n o B ep x H O C x eii x e j i  b oflHOix x o a x e  m  b r o j ib 
o x p e 3 x a  n pH M oii.

B nepBOM cjiynae HejiMHeiiHoe MHxerpajibHoe ypaBHeHMe CBejin 
k cMcxeMe HejiMHeMHbix ajireSpanaecKHx ypaBHeHHii, xoxopaa pe- 
maexcH n o  M e x o ^ y  Hacxwuxxoii jiMHeapn3auy m .

B .apyroM cjiynae npeflJioxceH ancjxeHHbiw Mexo# pemeHna rrpn 
ncnoab30BaHwn coBpeMeHHbix caexHbix ManiMH.

P a c c M o x p e H b i H e ic o x o p b ie  xop ox icoB O JiH O B b ie, x o j ie S a x e j ib H b ie  
aB J ieH n a , x o x o p b ie  c o n y x c x B y x o x  c o y ^ a p e H n io  y n p y r n x  x e j i  ( n p n  
n c e B flo c x a x n a e c K O M  p e in e ix n n ) .

SOME GENERALIZATIONS CONCERNING FORM ULATION 
AND METHODS OF STATIC AND DYNAMIC CONTACT 

PROBLEM S SOLUTIONS

S u m m a r y
The problem  of contact pressures form ulated  as a varian t problem  

for an in tegral (1.1) was considered for a case of in itial touch in one point 
and along a section of a stra igh t line.

In  the firs t case respecting unlinear in tegral equations w ere reduced 
to the  system  of unlinear algebraic equations, which are solved by m e­
thods of partia l linearization.

In the  second case a m ethod of num ber solution w ith use of elec­
tronic com puters has been given.

Some w ave phenom ena accom panying a collision of classic bodies.


