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NIEKTORE UOGOLNIENIA DOTYCZACE FORMULOWANIA
I METOD ROZWIAZYWANIA STATYCZNYCH 1 DYNAMICZNYCH
ZAGADNIEN KONTAKTOWYCH*)

Streszczenie; Zagadnienie rozktadu naciskéw kontakto-
wych. sformutowane jako zagadnienie wariacyjne dla calki
(l .1), zostato rozpatrzone dla przypadku zetkniecia po-
czatkowego w jednym punkcie oraz wzdduz odcinka prostej.

W przypadku pierwszym odnosne nieliniowe rownanie
catkowe sprowadzono do ukdadu nieliniowych réwnan alge-
braicznych, ktére rozwigzuje sie metoda czesciowej linea-
ryzacji.

W przypadku drugim podano metodg liczbowego rozwigza-
nia przy uzyciu elektronowych maszyn liczacych.

Rozpatrzono pewne zjawiska falowe, toY/arzyszace zde-
rzeniu ciat sprezystych (w ujeciu guasistatycznym).

1, WSTS5P

Zrédbov/a praca H.Hertza na temat kontaktowego Sciskania ciak
sprezystych wywotata pozniejsze ukazanie sie licznych prac teore-
tycznych.

Nie bedziemy tu dokonywali szczegétowej analizy prac w tej
dziedzinie mechaniki, wykonanych w ciggu 75 lat, ktére uplynely
od czasu opublikowania pracy H.Hertza, lecz zatrzymamy sie na
niektérych wynikach, uzyskanych przez radzieckich uczonych, ktoé-
rzy przyczynili sie do dalszego rozwoju teorii kontaktowego od-
dziatywania ciat sprezystych. Omawia¢ bedziemy jedynie zagadnie-
nia przestrzenne. Nie bedziemy tu rozpatrywa¢ zagadnien kontak-
X Jest to rozszerzony tekst referatu wygtoszonego w dniu 5.X.

1960 r. na sesji naukowej wydziatu Mechanicznego (sekcja me-
chaniki technicznej) z okazji NY-lecia Politechniki Slaskiej
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towych na ptaszczyznie i1 zagadnien dotyczacych dziatania matryc,
zbadanych w ZSRR w pracach 4#.AOGalina, NOIOGkagolewa, NOIlo
Muscheliszwili i jego uczniév/, M.J.leonowa, A*l#turie, W,1l»Mossa-
kowskiego, G.N.Sawina, 1.J.Sztajermana i innych uczonych radziec-
leiche

W pracach 10J.Sztajermana, opublikowanych w latach 1936=19499
teoria kontaktovw/ego oddziatyw/ania ciat sprezystych dotyczy za-
gadnien statycznego oddziatywania wzajenmego ciat sp3rezystych,
pod warunkiem Scistego, poczatkowego przylegania ich nieodksztat-
conych powierzchni«

W 1940 r. Aoloturie i I.J.Sztajerman stw/ierdzili niewyznaczal-
nosé matematycznego przedstawienia zagadnienia sformutowanego
przez H.Hertza i zaproponowali metode uzupednienia wyznaczal-
nosci tego przedstawienia, w przypadku poczatkowego stykania
sie powierzchni ciat w jednym punkcie.

W 1958 roku okreslilismy minimalng wkasciwos¢ na.ciskéw kon-
taktowych, wynikajacq z zasady Gaussa. Wkasciwos¢ ta brzmi na-
stepujaco; na zbiorze funkcji, okreslajacych rozktad kontakto-
wych naciskow p(M,t) i1 ksztakt konturu obszaru Sciskania qj
y/ pewnej chwili t zgodnie z klasycznymi rownaniami zagadnie-
nia kontaktowego, catka

posiada minimum dla istnie.iacych w rzeczywistosci kontaktowych
naciskow i ksztattu konturu obszaru Sciskania.

Minimalna wkasciw/os¢ naciskdw/ kontaktowych zezw/ala, jak to
wykazemy nizej, na dodatkowe okreslenie zagadnienia kontaktowe-
do,,

Niniejsze opracowanie skdtada sie z dwoch czesci; w pierv/szej
rozpatruje sie zagadnienie elastoplastyki, w drugiej - elasto-
dynamiki .

Rozpatrywa¢ bedziemy statyczne i dynamiczne kontaktowe oddzia-
+ywanie ciat sprezystych, poruszajacych sie ruchem postepowym
v/zdbuz wspolnej normalnej, przeprowadzonej prostopadle do nie-
odksztatconych povderzchni ciat w jednym z punktéw ich poczatko-
wego stykania sie. Tarcie pomijamy. Poczagtkowe stykanie sie
nieodksztatconych powierzchni wystepuje w jednym punkcie, lub
wzdduz odcinka prostej. Zaktada sie, ze znany jest uklad, kla-
sycznych row/nan elastostatycznego zagadnienia kontaktowego.
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2. ZETKNIECIE POCZATKOWE W JEDNYM PUNKCIE

Rozpatrzymy, postugujac sie ogolnie przyjetymi oznaczeniami,
rownania zagadnienia kontaktowego, wypisane dla przypadku po-
czatkowego zetkniecia powierzchni ciat w jednym punkcie:

(2.1)

x anF(<™)cos<p; y =2rF(c(?)sin- 2,3

Tutaj f jest katem biegunowym; zmienna r zmienia sie w przedzia-
le [0,1] , Wartos¢ r <1 odpowiada punktom na konturze X obszaru
Sciskania. Wielkos¢ X jest pewnym statym parametrem.

Réwnanie konturu X obszaru zetkniecia we wspodrzednych biegu-
nowych. posiada nastepujacag postac:

(3D

Zaktadajac nastepnie

(O«<1+0.2) F2(@® scc3/2 $(r,(F,X)i P2 (P =wip((F,7) (2.5)

sprowadzimy rownanie (2.2) do nastepujacej postaci:

2-6)
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Z rownania (2.1) wynikaj

o =k P2/3 Q.7
gdzie;
r2x 1 5
k = (01+92) - €B)
0 o

W ten sposéb, przy dowolnym ksztadcie obszaru zetkniecia
zblizenie a’ lest proporcjonalne do Pw3. 0d ksztattu konturu
obszaru zetkniecia zalezy _jedynie wspotczynnik proporcjonalno-
sci k.

Tak samo, w przypadku Scistego poczatkowego przylegania ty-
pu q, rozpatrzonego przez 1.Ja. Sztajermana, otrzymamy?

2 i_
a = k1P 2g+1, .9
gdzie;
ILi. 2% \ o
k1l = + 92> 244 I $C rrdridin® 29T1lo(2,10)
00

Przeksztatcone réwnania zostaly zastosowane przez nas do
liczbowego rozwigzania zagadnienia kontaktowego na elektrono-
wej maszynie liczacej.-

Rownanie (2.6) jest nieliniowym rownaniem caktkowym z niewia-
domymi funkcjami i V((fh)e Obszarem catkowania jest
pojedyncze koto. W celu liczbowego rozwigzania réwnania (2,6)
podzielimy pojedyncze koto na elementy i przedstawimy catke,
wystepujaca z lewej strony réwnania, jako sume catek wzietych
dla poszczegélnych elementow. W celu uzyskania przyblizonego
rozwigzania kazdg z tych catek, z wyjatkiem catki elementu za-
wierajacego M(,9), przedstawimy w przyblizeniu jako iloczyn
funkcji podcatkowej w Srodku ciezkosci elementu i powierzchni
elementu.
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Jest zrozumiate, ze dobranie punktu wewngtrz elementu akurat
w jego srodku ciezkosci jest warunkowe, poniewaz podobienstwo
procesow, analogicznych do rozpatrywanego, nie zalezy od takiego
doboru.

Catke na obszarze elementu, zawierajacego punkt M(r,cp), obli-
czymy weddug wzoru przyblizonego:

i |
J=20(xAS)2 [x%i *)] 2 X). (2.11)

Tu AS jest powierzchnig elementu, zawierajacego punkt
M(r,«J). Zaktada sie, ze ten punkt pokrywa sie ze Srodkiem ciez-
kosci powierzchni elementu,

Tym sposobem réwnanie (2,6) zastepuje sie ukdadem nielinio-
wych réwnan algebraicznych z niewiadomymi wartosciami funkcji $
w Srodkach ciezkosci powierzchni elementdw i ¥ na promieniach
przeprowadzonych przez Srodki symetrii. Ukdad ten jest nieokre-
Slony, poniewaz ilos¢ niewiadomych przekracza ilos¢ réownan
o liczbe rowng ilosci promieni, przeprowadzonych przez Srodki
ciezkosci elementow,

V celu uzupednienia wyznaczalnosci ukdadu, zakdadamy podobnie
jak A.l.turie 1 1.J.Sztajerman, ze nacisk kontaktowy zeruje sie
na konturze obszaru Sciskania*

$,FD =0 @.12)

Warunek (2,12) czyni wyznaczalnym przedstawione zagadnienie.
Dokonamy czesciowej linearyzacji ukdadu, zaktadajac w celu
uzyskania wyjsciowego przyblizenia R

¥~C2, 2.13)

tzn, aproksymujgc kontur obszaru sciskania przez elipse.
Zaktadajac pewng konkretng wartos¢ A, rozwigzujemy udozony

w ten sposob, ukdad liniowych réwnan algebraicznych wzgledem

funkcji ¥ i1 C“1$ we wskazanych wyzej punktach. Uzyskujemy pier-

wsze przyblizenie. Statg C mozna wyznaczy¢ z warunku rownosci

powierzchni ®w wyjsSciowym i w pierwszym przyblizeniu.



pisujac nu szereg dodatnich wsrtosd, zbanhasj zbieznos¢ wyzej
opisanego procesa do okreslanych wartoscirif, tm, ;o0 ofae-
Slonej wartaid dsnisniz Imtsfctcreego i do okreslonego réwna-
nia kcnzuru obszaru zetkniecia.t-;, Jest zrozuziate, ze ta reto-
ca rczidazywania problem knctaktcwego wyzgga zastosowania no-
woczesnych maszyn liczacych«

CIS POCZ4S0S3 SSSSB3 C3CIE21 P2GS23J

s~czrycc ewolweatcr-ych opiera sie aa niedostatecznie dotychczas
zbadanej teorii Sciskania kontaktowego da+ sprezystych, ogra-
niczcnych lidoayri pcmierzci

Ponizej zostanie sfcrzastowane to zagadnienie craz podana be-
dzie netoda liczbowego rozwigzania-, umozliwiajaca zastosowanie
elektronowyca maszyn liczacyca, ¢-sklada sie, ze w stanie niecd-
kszt&toauya poderschnie ciat stykajg sie wzdtuz odcinka proste
wspolnej tworzacej ciat. Przypadek poczatkowego zetkniecia wzCi
odcinka zwyktej tworzacej jest znacznie bardziej sks~plikowanyt
Przypiek ten wykracza daleko poza granice .podstaw klasycznego
zagadnienia kontaktowego. dpdyw tarcia i sznurowania pozijauy.

Pada sie Sciskanie ciat o dostatecznie dniej sztywnosci, za*
pewniejacej nozliwose powiniecia w strefie obszaru Sciskania
da+ wszystkich rodzajow ich odksztakcen nielokalnych.

Przy poczynionych wyzej zatozeniach odniesiemy obszar Sdskr
zda od do prostokatnego uktadu wspédrzednych (v,x) , wspodrzedni
zderzona jest wzdtuz tworzacej, od konca odcinka p-cczgtkotrej
linii styku, lezacego blizej tworzacych, x - wspédrzedna nie—
rzona wzdduz okreslonego dodatniego kierunku normalnej do twe—
rzacej, lezacej na wspélnej powierzchni stycznosd w odniesie-
niu dc nieodkszzatoonych powierzchni ciat Sciskanych, Cpieraja
sie na znanych zatozeniach, nozna doprowadzi¢ do nastepujacego
ukkadu, réwnan, stusznych w przypadku sciskania dat sprezystyo
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ograniczonych powierzchniami liniowymi, przy istnieniu poczatko-
wej stycznosci wzdduz odcinka prostej tworzacej ogoélnej:

IJ pqve,x"i sifs2)dvdx"= Pf G.1)
(W)

fFp(v fx, SI,s2) _
. — oftr>:-«(Visl,s2)-P(T,s1ts2)x

Wol-(vv ) + (XX )

A G3.2)

(01+e2)

Tu p(v,X] s. s9) - nacisk powierzchniowy, ¢c(V$ s..,s2) - lokalne

LV|S1,s2;
nieodksztatconych powierzchni ciak.

Réwnania typu (3.1), (3.2) prawdopodobnie po raz pierwszy
zostaty utozone przez A.H.Grubina,

Przeksztatcimy révmania (3.1) 1 (3-2) na zmienne bezwymiaro-
we. Hiech réwnania krzywych, ograniczajacych obszaru), rajag
nastepujaca postac:

x - Fi (vj sl1}s2) = 0) G =1,2).

Oznaczymy przez 1 ddugos¢ odcinka tworzacej, wzdduz ktérego
wystepuje zetkniecie sScisnietych powierzchni ciak*
Zatozymy

v =M j x = ipfl (vjsl,s2)«0j x =if2(vy sl1,s2)>0, G-9

gdzie

O<e <1j
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Nastepnie

fa(v;si,s2)=Li3(",sl,s2)} pi(Nisl,s2)= P 1I'"2g+ (G, p,s-, ,S2J,

3.52)

Ffos.pSgJdsi'"l# (Nslts2); "=PI1“26-.,
(3.5b)
Réwnanie (3.1) bedzie posiadato wtedy nastepujaca postac:

11
2 i
2 () gk .5I8L,s2) gk (M;s1,s2)dMdPT = 1. (3.6)
k=1

Tu funkcje o 1 g2 oznaczajg nacisk powierzchniowy p odpo~
wiednio w dolnej i gornej pédptaszczyznach (v,X).

Réwnanie (3.2) przechodzi w ukdad réwnan, odpowiadajacych pod-
4ozeniu punktu M(v,X) w gornej i dolnej potptaszczyznach (v,X).

Mamy wiec;
11
W ff z (-D*
00
P p G-D
= ?sn*s2) -~NJN.Sj) Fx (Msifs2)p
Tu:

f
=02

"R-;S1,828 “fFk~gsi,sn W

21-1~2
(?1S1»S2))] - @G-8
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Réwnania (3.6) 1 (3.7) zawierajg nieydadome funkcje Sj~k i 5,
okreslajace, przy zatozonym parametrze 1, rozkdad naciskéw po-
wierzchniowych, ksztatt krzywych, ograniczajacych obszar sSciska-
nia w gornej i dolnej poétpowierzchniach (v,x) i1 Sciskanie lokal-
ne. Ostatnie, w odroéznieniu od przypadku,kiedy zetkniecie poczat-
kowe zachodzi w jednym punkcie, jest funkcjag wspédrzednej v

lub | ¢ Do réwnan (36) i1 (3.7) nalezy dotgczy¢ warunek zerowa-
nia sie kontaktowego cisnienia na krzywych, opisanych przez roéw-
nania (3.3)i

gk (3-1] sits2) o 0j k = 1,2). G.9

Przy badaniu oddziatywania kontaktowego w przekdadniach zeba-
tych parametr 1 jest wyznaczany bezposrednio z warunkoéw zaga-
dnienia. W dalszej czesSci pracy przyjmiemy, ze parametr 1 jest
znany.

W zwigzku z obecnoscig matych, co do bezwzglednej wartosci,
funkcji m w wyrazeniu podpierwiastkowym w Gilf, rownania
@B.6) 1 (B.7) sg stabo nieliniowymi.

Réwnania (3.6) 1 (3.7), wraz z warunkami (3*9) sg niewystar-
czajace do rozwigzania zagadnienia kontaktowego. Aby upewnic
sie w tym, wystarczy w przyblizeniu zastgpi¢ ukdad rownan (3*6)
i B.7) i1 warunki (3.9) przez uktad réwnan algebraicznych, sto-
sujac metode siatek. Dodatnia réznica pomiedzy iloscig niewia-
domych. wartosci poszukiwanych funkcji w wezdach siatki i iloscig
réwnan, zmniejszong o jednosc¢, roéwna sie 1losci wartosci funkcji
fi(e,s™,s2) w weztach, lezacych na osi ,0].

W celu otrzymania dodatkowych rownan nalezy skorzystaé¢ z mi-
nimalnych wkasciwosci naciskow powierzchniowych (1.1). W danym
przypadku wkasnosci te wyrazajag sie warunkami minimum operatora

oo G.10)
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Obszarem Si okreslenia poszukiwanych funkcji q ,™ 1 @

jest kwadrat w ptaszczyznie (£,,h), o boku rownym ¢jednosci« Po-
dzielmy kwadrat @2 na n kwadratowo) o bokach —— 1 przed-
stawmy calki, zawarte w réwnaniach ~3®6) 1 (307) i warunek
(3010) jako sumy catek w kwadratach cor « Kazda z catek podiug
obszaru u) , nie zawierajgcego w ustalonym punkcie MFfc.y) oso-
bliwosci typu*' .r**« wyrazimy w przyblizeniu jako iloczyn powierz*

chnig , rownej -4r 1 wartosci funkcji podcatkowej w Srodku
n
kwadratu cJrg.
Catke drs» rozciggajaca sie na element QJ , zawierajgcag usta-

lony punkty M(*,p), mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci;

J , Nk NI Lbx ps! ,Sa- . 0.,,)
31» s>

W ten sposob ukdad rownan (3*6) 1 (3#7) jest w przyblizeniu
zastgpiony ukdadem stabo nieliniowych réwnan algebraicznych
wzgledem zmiennych

(k)
~Nrs = k"r 7?s’31°s2* ¥k~V ,s1,s27” 3"

- Pk2(V>B1*s2)» = A O/ > S1>82)- <3*13)

Niewiadome ™ R y---JSA,przy okreslonym j
staja sie "zbedne”, tzn. warunkuja niewyznaczalnos¢ ukdadu,
0 czym juz wspomniano wyzej#

Rozpatrzymy ukdad rownan algebraicznych, wypdywajgcych z
rownan (G(#7)« Ustalajac Jj, zatozymy;

AL ™$2 ~ 909 = Aj-1= AJHlss, d=An = Aj = G114

Wtedy révw/nania, wyptywajace z (3.7) 1 (3#9), tworzag okreslo-
ny ukdad. Bedziemy rozwigzywali ten ukdad metodg czesSciowej
linearyzacji.
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W celu uzyskania wyjsciowego przyblizenia, zatozymy pod zna-
kiem pierwiastka kwadratowego, zawartego w G"H:

IFi] “ & - 1% (3.15)

gdzie;

» 1 JSgJdit, R,
b = Q RAyjs~s/hdy.

(3.16)

Tu Ik jest promieniem krzywizny nieodksztatconej powierz-
chni ciata w ptaszczyznie przekroju prostopaddym do odcinka ty/o-
rzacej, wzddtuz ktdérego wystepuje poczatkowe zetkniecie. Parametr
4-jest wielkoscig stalg, ktorej nalezy przéd przystgpieniem do
obliczen nada¢ pewng ustalong wartos¢. Przeznaczenie tego para-
metru jest takie same, jak przeznaczenie analogicznego parame-
tru, ktory by# rozpatrzony w przypadku sciskania ciat o punkto-
wym zetknieciu poczgtkowym.

Rozwigzujac uzyskany tg metoda liniowy ukdad réwnan, odszuka-
my odpowiadajgce w pierwszym przyblizeniu warunkom (3.14) war-
tosci poszukiwanych funkcji dk>gk 1| w Srodkach kwadratoéw

0 Oznaczymy te wartosci niewiadomych odpowiednio®przez Xx. .

i Odszukanie dalszych przyblizen przy warunkach (3.14)

jest bezcelowe, poniewaz podstawowy ukdad rév/nan jestonielinio-

v.y0

Przejdziemy do budowy przyblizonego rozwigzania przy dowol-
nych wartosciach Dowolnej wartosci ji., przy zerujacych sie
Pi» p2, 00 ., , |31 ,.0.,pn, odpowiadaj”™ przyblizone rozwigza-

nia B i y”~ wyjSciowego ukdadu stabo nieliniowych réw-
nan algebraicznych. 0gélne rozwigzanie zagadnienia w pierwszym
przyblizeniu przyjmie postac:

X

ok~ r>PS;sl’s2) i'b( V s1>s2) " | *k fer®vai~3z)"-
G.17)

fk ~Ar*sl,s2» “ p* ykj " r*sl*s2n 3*18"
4 33
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State fi. sg dowolne. Aby wyznaczy¢ te stale, nalezy zesta-
wi¢ rownani”™ (3.6) i1 warunek (3.10). Z rownania (3.6) wyznacza
sie jedng ze statych fi., Z warunku (3.10) wynika, ze wystepuje
minimum sumy

n n i —1’?i‘ N Xkj 0;r»Ps;sl*s2/
S=E 171 D3 -, (3.19)
r=1 s=1 gl 172

JF:)I fij ykj ~r’sl’s2n

Warunki minimum S prowadza do ukd#adu nieliniov/ych rov/nan
algebraicznych wzgledem statych fi.,
W tym przypadku mozna révmiez przeprowadzi¢ proces iteracyjny,

obliczajac mianownik [J)?l (I-D. ykjj! 12 we wzorze G.19) ze wzoru
@ .15), nastepnie znalez¢ wyjsciowe przyblizenia®™», 2z ukkadu
liniowych réwnan algebraicznych, w/ynikajacych z warunkéw mini-

n
mum S, wyjsciowe przyblizenia fi. podstawi¢ do E fimyv”
o 4 3 J

w réwnaniu G.19) itd.

Uktad réwnan (3.6) 1 (3.7), jak réwniez warunki minimum ope-
ratora (3.10) sa nieliniowe. Jak z tego wynika, moze istniec¢ kil-
ka rzeczywistych gatezi poszukiwanych rozwigzan. Powstaje problem
wyznaczenia gatezi rozwigzania wieloznacznego metodami liczbowy-
mi, omowionymi przez nas wyzej. Jako jeden ze Srodkow badania
proponujemy zastosowac¢ mozliwosS¢ zmiany parametru X w rownosci
(3.15). Nadajac wielkosci X szereg dodatnich wartosci X~ , X ...,

i stosujac dla kazdej z tych wartosci opisany przez nas pro-
ces iteracyjny, jak gdyby "‘sondujemy' obszar mozliwego wystepo-
wania poszukiwanych gatezi. Obecnos¢ gatezi ujawnia sie na pod-
stawie szybkosci zwierania sie (zbieznosci) procesu it-eracyjnego.
Jest zrozumiate, Zze proponowana przez nas metoda jest mozliwa
jedynie przy uzyciu wspotczesnych elektronowych maszyn liczacych.

4, 0 DYNAMICZNYM SCISKANIU KONTAKTOWYM
I ZDERZANIU Sie CIAL SPREZYSTYCH

Przejdziemy do rozpatrzenia dynamicznych zagadnien kontakto-
wych. W teorii zjawisk towarzyszacych zderzaniu sie ciat spre-
zystych, opracowanej przez H.Hertza, pomija sie sity bezwkadnosci,
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powstajace przy odksztatcaniu zderzajacych sie ciak. Ponizej
rozpatrujemy metode, zezwalajacg na zbadanie wpdywu wspomnia-
nych sit bezwkadnosci na podstawowe wielkosci, charakteyzujace
dynamiczne kontaktowe oddziatywanie wzajemne ciak. Rozpatrzymy
zagadnienie tylko dla przypadku kontaktowego oddziakywania ciat
pod warunkiem poczatkowego ich zetkniecia w jednym punkcie.

Bedziemy nazywali rozwigzania elastodynamicznych réwnan qua-
sistatycznymi, o ile te rozwigzania beda uzyskane przy zatoze-
niu tak matych sit bezwkadnosci, zaleznych od lokalnego odksztat-
cania sie ciala, ze mozna je poming¢, Quasistatyczne rozwigzania
zawierajg czas t jako parametr. Jak wiadomo, te rozwigzania
sg podstawg teoriil sprezystego zderzenia, zaproponowanej przez
H.Hertza.

Przeksztatcenie Laplace a - Carsona (1.C.) zezwala na sprowa-
dzenie rozwigzania dynamicznego zagadnienia teorii sprezystosci
do rozwigzania zagadnienia guasistatycznego w obszarze odwzoro-
wan. Na podstawie ukdadu dynamicznych réwnan Lame®gosprzeksztat-
conych wedtug Laplace®"a - Carsona, otrzymamy*

u*(M,p) =y£ (M,p) + e® vKIN;WUioV) d
(v) 1=1
3 - @D
—ep2#t 2 TEi (H'P)d WN.
(v) 1=1

Tu u* @1 sa sktadnikami odwzorowania przemieszczenia dyna-
micznego w punkcie Mj v*(M$p) - sa skdadnikami odwzorowania qua-
sistatycznego przemieszczenia w tym samym punkcie,

- skdadniki tensora Greena, u .() - skkadowe poczatkowej prea-
kosci punktéw ciata, gestosé” p - parametr przeksztadcenia
L,C., V - objetos¢ ciata. Poczatkowe przemieszczenia punktéw
ciala przyjete sg jako réwne zeru.

Réwnanie (4.1) ustala zwigzek miedzy dynamicznymi 1 guasista-
tycznymi przemieszczeniami.

Niech punkt M lezy na powierzchni ciala w obszarze lokalnych
odksztatcen. Zatozymy, ze poczagtkowe zetkniecie nieodksztatconych
powierzchni ciat zachodzi w jednym punkcie. W tym przypadku,
zgodnie z teorig H.Hertza, wielkosci -(N,M) sg statycznymi
przemieszczeniami sprezystej podprzestrzenl z ptaska granica.
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Dobierzemy prostokatny ukdad wspédrzednych i oznaczenia w
ten sposob, jak to np. przedstawiono w znanej ksigzce A.loye”a
Zatozymy, ze ulQ *u2Q =0 1 rzut jest jednakowy dla

wszystkich punktéw ciata. Zatozenia te odpowiadaja zderzeniu
cial, poruszajacych sie z predkosciami, skierowanymi wzdtuz
wspolnej normalnej do ich powierzchni w punkcie ich poczatko-
y/ego zetkniecia.
Jak wiadomo w tym przypadku podstawowe znaczenie posiada
n (A,©). Aby znalez¢ przyblizong wartos¢ tego sktadni-

u*(N[p) = u*MIp) -+ ~u*(N*p) - u* (M P =

“.2
b u*Mlp) +ICv* (NIP) - vI (Mip)J -
Zatozymy rowniez w przyblizeniu:
uf(Nip) = v* (\jpi (@ = 1,2). “.3)

Na podstawie tych stosunkow, z trzeciego rownania ukdadu
(4.1) otrzymamy:

°n(v) n w V) i=1 1 raJ

Rownos¢ (4.4) odpowiada pierwszemu przyblizeniu w odniesie-
niu do rzeczywistych wartosci odwzorowan przemieszczen dynami-
cznych, Ograniczymy sie do tego przyblizenia. Wprowadzimy ozna-

czenie

4.5
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Przechodzac do funkcji pierwotnych, otrzymamy na podstawie
rownosci (4.4):

Rownos¢ (4.6) zezwala na wyprowadzenie réownan, ktére precy-
zuja teorie uderzenia, opracowang przez H.Hertza.

Ouasistatyczna teoria uderzenia, rozwinieta przez H.Hertza,
jest stuszna jedynie przy dos¢ diugim czasie trwania uderzenia,
ktdéry to czas wielokrotnie przekracza okres najhardziej wolnych
drgan wkasnych zderzajacych sie ciak. Réwnos¢ (4.6) umozliwia
dokonanie wstepnej oceny stusznosci tej wyjsciowej propozycji
teorii guasistatycznej, Okreslajac okres T drgan o czestotli-
wosci n, otrzymamy:

Tu CL jest predkoscig rozchodzenia sie podtuznych fal w nie-
ograniczonej plycie. Rownoczesnie zatozylismy, ze punkt M odpo-
wiada srodkowi ukdadu wspétrzednych, dlatego r jest odlegtoscia
punktu N od Srodka uktadu wspodrzednych.

Obliczajan T dla kuli stalowej i1 pordéwnujac wynik z czasem
trwania uderzenia kul stalowych, podanym przez A_N.Dinnika, moz-
na stwierdzi¢, ze T jest okoto czterokrotnie mniejszy od cza-
su trwania uderzenia, wyznaczonego na podstawie teorii guasista-
tycznej. To dowodzi, ze pominiecie lokalpych sit bezwkadnosci
moZﬁ doprowadzi¢ do dostrzegalnych bdedéw jakosciowych i iloscio-
wych.

Sk#adnik — u”™o po prawej czesci réwnosci (4.6) réwniez*mo-
ze osiaggna¢ 10% maksymalnego lokalnego Sciskania, wyznaczonego
na podstawie guasistatycznej teoril.

Utozymy przyblizone réwnanie teorii zderzenia dwéch ciat, ko-
rzystajac z réwnosci (4.1). Oznaczymy dynamiczne lokalne (miej-
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scowe) Sciskanie przez a’(t), miejscowe Sciskanie teorii gua-
sistatycznej oznaczymy przez a @©Xt)0 Mamy wiec?2

mlm_ ,2
“4-9

gdzie P(t) jest sida oddzialywania zderzajacych sie ciat o
masach m§ 1 n.

Nastepnie na podstav/ie guasistatycznej teorii otrzymamy;

>>(t) . <«,w»?> //~/ ML UA 9L, “.9

(i) ro(°» ° Bx Ty )

O) \ﬁ/P(x%y%t) dx''dy"
V3 @©,v) =0 —_—— = 4.10)
3 0eD "0,0;x ,y )

Tu Jj oznacza numer kolejny ciat zderzajacyclj, sie, O - sta-
+e sprezystosci teorii kontaktowej H.Hertza, Y-, (0,©) - rzut
wektora przemieszczen vA~(J) poczatku ukdadu OxIx2x.3(J) na os$
Ox™M(J)e Kierunki osi ukdadéw wspdtrzednychOx~x2x (j) sa wska-
zane wcytowanej wyzej pracyA«love "aQ Naciskpowierzchniowy
wyliczony na podstawie teoril guasistatycznej ?"oznaczono przez
p(x<2,y"’,t), obszar sSciskania przez o), z(0,0;x%y ) odlegtosc¢
punktu 1i"(x",y") od poczatlcu uktadu« Z (48) i1 (4.10) i z teo-
rii guasistatycznej wynika;

-

\ w. [ kO.

v o (0h (t) = (t)-

Z drugiej strony;
o;(® =u”10,t) + u.~2n0,1). (“4.12)

Aby otrzyma¢ zgrubsza przyblizone réwnanie, wigzgce a’(t)
ioc"Q() zatozymy w réwnaniu (4.6)» ze rzuty v (N,t) (( « 1s2)
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sg rowne zeru, a funkcja v-,fN,£) jest réwna v_(0,t). Wtedy na
podstawie rownosci @»1l) - (@»12) otrzymamy przyblizony zwig-

zek;
2 ~ . i -
Tt (t) s 7 13T s il lno (3 o+ 7 7 1 P03 {ti} x
jai o 1 0
2
H  3n&) (- tn) dti; 4,13)
3=1
tutaj
n@ = f("(0). 4.1%)

Zaleznosci (4.8) i (4.13) okreslaja miejscowe Sciskanie oc(t)
i site oddziatywania P(t). Przy duzych n ~ réwnanie (@.13)
przechodzi w znany wzdér teorii H.Hertza.

Dla przypadku ciat o jednakowym ksztakcie, wymiarach, masie
i 0 jednakowych statych sprezystosci z réwnan (4.8) i @.13)
otrzymamy;

2

x(®) = P(D) +P3 (D). (4.15)

mn
(0]

W ten sposéb, w tym przypadku wzor H.Hertza jest uzupedniony
przez czton, zalezacy w sposéb liniowy od P(t). Uzytecznosé,
uzyskanych w wyniku dos¢ nhiedokdadnych uproszczen,zaleznosci
(4.13) - (4=15) i1 ich rolaw teorii zderzenia podlegaja dalszym
badaniomO

Zderzenie ciat sprezystych wywotuje pojawienie sie réznych
wahad¥fowych ruchéw ich elementéw. Te niestacjonarne ruchy drga-
jace rozchodzac sie w ciele, moga w przysztosci przyjac postac
ruchdéw stacjonarnych, do ktérych w szczegélnosci nalezg powierz-
chniowe fale Rayleign a,

Rozpatrzymy mozliwy ukdad powstawania przy zderzeniu niesta-
cjonarnych procesow wahaddowych, stosujac zasade metody zapro-
ponowanej przez S.P.Timoszeruce przy badaniu poprzecznego ude-
rzenia ciata sprezystego o sprezysty pret.
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Teoria S.P.Timoszenki w istocie opiera sie na rozkkadzie prze-
mieszczenia punktu zetkniecia sie uderzajgcego ciata i preta na
dwie skdadowe: Sciskanie lokalne aci wielkos¢, zalezng od odksztat-
cania preta jako catosci. Tg wielkoscig jest ugiecie preta v,
Miejscowe Sciskanie <xw tym przypadku wyznacza sie na podstawie
teorii H.Kertza,

Zgodnie z przedstawiong powyzej zasada nalezy stwierdzié¢, ze
nalezy nanies¢ pewne poprawki do kinematycznego warunku zetknie-
cia sie, ktdéry stanowi podstawe wspédczesnej teorii statycznego
i dynamicznego kontaktowego oddziatywania wzajemnego ciat spre-
zystych. *

Zatozymy, ze zetkniecie poczgtkowe ma miejsce tylko w jednym
punkcie. Oznaczymy przemieszczenie punktow powierzchni ciat wzdhuz
wewnetrznych normalnych do powierzchni nieodksztatconych przez
u,(JT. Ukdad wspétrzednych dobieramy tak, jak to jest np. przed-
stawione w dziele A.lcoye™a.

Zatozymy:

ud3~r(M,t) =wA(M,t) +vA(M,t), (4.16)

gdzie w~r(M,t) - przemieszczenia wzdduz normalnych, wywotane
Sciskaniem lokalnym, v(d)(M,t) - przemieszczenia wzdduz normal-
nych, wywodtane nielokalnym odksztakcaniem ciat. Wkasnie przemie-
szczenia v (@)(M,t) sa powodem powstawania tych stacjonarnych
procesow wahadfowych, o ktorych wspominalismy wyzej .
Kinematyczny warunek zetkniecia przyjmie nastepujaca postac:

wAM,t) +wAr(M,t) =a® -vQ® - v,y -f(Mj “.17)

tutaj
oy® =wn(0,t) +v/27(,1), (4.18)
vQ® =v*17°(0,t) + v~ (0,t), (4.19)

V(H,©) s vA(IL,1) +vA(M,t). (4.20)
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Ograniczajac sie do przedstawienia przyblizonego, analogiczne-
go do zastosowanego przez H«Hertza, sprowadzimy warunek (4.17)
do nastepujacej postaci;

Warunek (4.21) vistala zwigzek miedzy lokalnymi procesami kon-
taktowego odksztatcania i odksztalcaniem Sciskanych ciat jako
catosci .

W szczegdlnosci roéwnanie (4.21) ujawnia znaczny wptyw krétko-
falowych drgan powierzchniowych elementéw ciak na procesy, pow-
stajace przy ich zderzaniu sie. W szczegélnosci wpdyw ten moze
by¢ istotny przy A =B = 0.

Zagadnienie powstawania nielokalnych proceséw falowych przy
zderzaniu sie ciat jést niezwykle ztozone i1 powinno by¢ tematem
oddzielnych badan.

N4 tym miejscu ograniczymy sie jedynie do wskazania metody
badarn.

Skupimy uwage na tych efektach, powstajacych przy uderzeniu,
ktdére sg przyczyna powstawania fal powierzchniowych w dostate-
cznej odlegtosci od zrédda zmianyO

Jak wiadomo, analityczne wyrazenie przemieszczeh, ktdre okre-
Slaja ruch czastek ciata sprezystego przy rozchodzeniu sie po-
wierzchniowych fal, zawieraja nieokreslone parametry. Takimi pa-
rametrami sg amplitudy fal powierzchniowych (dylatacyjnych i
skretnych) na powierzchni podziatu osrodkéw. Miedzy tymi parame-
trami .istniej e jeden zwigzek.

Zatozymy, ze przemieszczenia, okreslajgce fale powierzchnio-
we, powstajg w obszarze Sciskania 0). Wtedy wyrazenie wzglednych
przemieszczen v(M,t) bedzie zawierato dwa niezalezne parame-
try.

Zgodnie z (4.21), rozwazania zagadnienia kontaktowego bedzie
tez zawierato te dwa nieokreslone parametry.

W szczegb6lnosci, nieokreslone parametry wejda do analityczne-
go wyrazenia nacisku powierzchniowego p(M,t).

Nieokreslone parametry mozna wyznaczy¢ na podstawie zasady wa-
riacji (1.1) i zagadnienie badania fal powierzchniowych, powsta-
jJacych przy zderzaniu sie ciagt sprezystych staje sie w ten spo-
s6b rozwigzane catkowicie.

Otrzymano 20 czerwca 1961 r.
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HEKOTOPEIE OEOEIIEHMIl IOCTAHOBKM M METOfIOB
PEINEHMtf 3JIACTOCTATMHECKMX M SJIIACTO"MHAMM -
EECKMX KOHTAKTHEIX 3AMAE

Pe3Kme

Bonpoc pa3,n;ejia KOHxaKxxibix p;aBJieHMM, nocxaBjieHHbm xax
Bapnau,MOHHaa 3aAana ajih Hxxxerpajia (1.1), paccMoxpexx ~jih cjiy-
naa Hauajibxxoro KacaHMH noBepxHOCxeii xeji b oflHOix xoaxe m brojib
oxpe3xa npHMoii.

B nepBOM cjiynae HejiMHeiiHoe MHxerpajibHoe ypaBHeHMe CBejin
k cMcxeMe HejiMHeMHbix ajireSpanaecKHx ypaBHeHHii, xoxopaa pe-
maexcH no Mexo”y Hacxwuxxoii jiMHeapn3auym .

B .apyroM cjiynae npeflJioxceH ancjxeHHbiw Mexo# pemeHna rrpn
ncnoab30BaHwn coBpeMeHHbix caexHbix ManiMH.

PaccMoxpeHbi Heicoxopbie xopoxicoBOJiHOBbie, xojieSaxejibHbie
aBJieHna, xoxopbie conyxcxByxox coy”apeHnio ynpyrnx xeji (npn
nceBflocxaxnaecKOM peineixnn).

SOME GENERALIZATIONS CONCERNING FORMULATION
AND METHODS OF STATIC AND DYNAMIC CONTACT
PROBLEMS SOLUTIONS

Summary

The problem of contact pressures formulated as a variant problem
for an integral (1.1) was considered for a case of initial touch in one point
and along a section of a straight line.

In the first case respecting unlinear integral equations were reduced
to the system of unlinear algebraic equations, which are solved by me-
thods of partial linearization.

In the second case a method of number solution with use of elec-
tronic computers has been given.

Some wave phenomena accompanying a collision of classic bodies.



