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PLASKIE SKRECANIE PRZEGUBU GUMOWEGO

Streszczenie: W pracy przeprowadzono obliczenia dla
przegubu gumowego obcigzonego statycznie momentem skreca-
Jacym M.

Kontrawarianty tensor naprezenia, spedniajacy rownania
réwnowagi (4.1) oraz warunki brzegowe (4.3) wyrazono
przez pochodne potencjatu sprezystego wzgledem odpowie-
dnich wspétrzednych tensora odksztakcenia.

Potencjat sprezysty dla materiatéw kauczuko-podobnych

w przypadku dowolnego odksztalcenia Wyraza sie przez dwa
niezmienniki stanu odksztaltcenia (4.6).

Stosujac podang postac¢ potencjatu sprezystego wyznaczono
wspodrzedne fizyczne tensora naprezenia oraz kat skrece-
nia jako funkcje momentu M.

1. WSTEP

W budowie maszyn maja zastosov/anie przeguby gumowe pracujace
na skrecanie pltaskie 1 przestrzenne. Najczesciej spotykane sg
przeguby pracujace na skrecanie ptaskie. Przegub taki przedsta-
wia wydragzony walec gumowy przywulkanizowany na powierzchniach
tworzacych do tulei stalowych. Wydrazony walec gumowy umozliwia
ruch wzgledny tulei zewnetrznej, do ktorej przytozony jest mo-
ment skrecajacy, wzgledem tulei wewnetrznej, ktdéra jest nieru-
choma.

W niniejszej pracy przeprowadzono obliczenia dla przegubu
gumowego przy obcigzeniu statycznym. Przyjmujac, ze guma jest
materiatem niescisliwym izotropowym, wyrazono potencjat spre-
zystosci guny przez trzy state materiatowe C», C2, 2]
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2. STAN ODKSZTALCENIA

Wydrazony walec gumowy posiada w stanie nieodksztakconym
dtugos¢ L, promien wewnetrzny r§ i zewnetrzny r2. Powierz-
chnie czotowe sg plaskie. Punkty lezgace na powierzchni zewnetrz
nej doznaja skonczonego przemieszczenia w ptaszczyznach normal-
nych do osi walca, wzgledem nieruchomej powierzchni wewnetrznej,
Jezeli ddugos¢ L jest-duza w pordéwnaniu z gruboscig r2 - r,
to przemieszczenia punktéw w kierunku osi walca sg mate i mozna
je pomingc.

Odksztatcony walec pozostaje w rownowadze poddziataniem na-
prezen stycznych rozdozonych réwnomiernie na powierzchniach two-
rzacych walca. Przyjeto uktad wspétrzednych kartezjanskich z
poczatkiem ukdadu w p. 0. Wspodrzedne kartezjanskie punktu P
w stanie odksztatconym s3a:

W stanie nieodksztatconym punkt P przemiesci sie do PQ i Je-
go wspétrzedne kartezjariskie beda:

Wyrazajac wspotrzedne kartezjanskie przez r, 0, z ,ktére sa
wspodrzednymi ukdadu walcowego, zwigzanego z cialem, otrzymamy;
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Kowariantny tensor metryczny

1 0
2
Gik ~ 0O r 0O - Q.2
0

Kontrawariantny tensor metryczny

1 0 0
J
Gtk - 0 % 01 @.3)*
r
o o 1
G = det cip _ oo Q.4

Wspotrzedne kartezjanskie punktu PQ w stanie nieodksztakconym
sa

X* = (r - u) cos (0-?),

x2 = (r - uw) sin (© -9), .5
XN =z,
gdzie u =ul | 9 =8> ().

Kowariantny tensor metryczny
a-u) + ® %2, - Gh-ny2, o
- -IP(r-u)2, (r-u)2, Q5)

o , 0]

= det gik = (@ - u")2(r-u)2. Q.7
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Uwzgledniajac warunek niescisliwosci S = 1, otrzymamy

0-u")2 (r-u)2 = r2. 2 3)

Rozwigzaniem rownania (2*8) jest

2.9
Warunki brzegowe: u(r™ = u(r2) = 0.

Dla spetnienia powyzszych warunkéw brzegowych funkcja u(r) = O.
Kowariantny tensor metryczny przyjmie postac

1 + 9'2 r2, -r2S>\ 0
, 2
Y -r2 9>, s 0 @€ -10)
0 0 1

Kontrawiantny tensor metryczny

1, 9° 0
s avs T2+ 5% 0 G a1)
o, ' 0 1
g = det gik =r2. ¢ .12)

/
Niezmienniki stanu odksztakcenia sg

X1

N Grs =3+1r2 92”

J2 =GPS Srs A =3 + r2 992, .13)

h =T =1* (r>s = 17273)
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Tensor pomocniczy

B =F%g -S S Grs. .19

i 2
1K O 5 FE. o (2.15)
o, o , 247%2

3. ZWIAZEK POMIEDZY NAPREZENIEM 1 ODKSZTALCENIEM

Dla ciat gumopodobnych potencjat sprezystosci W mozna wy-
razi¢ jako funkcje dwoch niezmiennikow stanu odksztakcenia

WoWw (X,, 12), G.D)
wowczas [1]

Ik + p 7 G.2

gdzie: = 2 I. 4I1

2 i G.3)
dj2

dw

P=21, c*/

N

T :$(__+5’)+Y(—”§+S';')+P—15—, G-DH
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T3 = $+ V R+ r2£7°2) + p,

f12 =721 = ($+V) 97,

T13 =7T23 = 0.

4. ROWNANIA ROWNOWAGI

Tensor naprezen T'K spednia rownania rownowagi,
pominieciu sit masowych,przyjmuja postac

T =0,
, i rk k ir
t ,i+r AT +r\LTr =o
r ir
i warunki brzegowe
"1k =P1 (,k,r = 1,2,3)

gdzie:

75

G-

ktére, przy

“4.D

@é.2)

“4-3)

- oznacza pochodng kowariantng w odniesieniu do ciata

odicsztatconego,

r ms - symbole CHRISTOFPEla drugiego rodzaju,

i
? - kontrawariantne sktadowe sit powierzchniowych,

n™ - kowariantne sktadowe wektora jednostkowego.

Dla przyjetego uk#adu wspétrzednych unoszonych, symbole CHRISTO-

PFSLa wynosza:

r22 - -r-rl12 -r2? --r1r =

.49
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Wstawiajac (3.4 i (4.4 do (4.2) otrzymuje sie nastepujacy
ukdad rownan

SF @224p) + — (BH2Y+p) - rU = +882)+v (% +p’2)+ P "V

r L r r r

SF [G+)A"A 1 @A) S= 0, (4.5)
- _li. = o#
ad© az

Rozwigzanie uk#adu réwnan (4.5) przeprowadzono dla potencjatu
sprezystosci przyjetego w postaci [2];

W= flIj3) + C2(I12-3) + ~(1"-9), (4.6)

gdzie: CMjCACN - state materiatowe.

Dla tak przyjetego potencjatu sprezystosci drugie réwnanie
ukdadu réwnan (4.5) sprowadza sie do rownania trzeciego stopnia
ze wzgledu na ~

!
P73 + 2 ——rgs=o, @.7n
gdzie:
A - stakta catkowania,
C, + C2+ 3C.
3
B A

M1~ 2C3 ©
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Aby rozwigza¢ rownanie (4.7) nalezy rozpatrzy¢ znak wyroznika

tego réwnania. Wartos¢ dodatnia, lub ujemna wyréznika zalezy

od statych materiatowych Ch, C?, C-. Stale Cl i C sg zawsze

dodatnie, natomiast stata C, moze przyjmowa¢ warto&ti dodatnie,
C +c¢c2

lub ujemne , zaleznie od gatunku gumy. Ponadto Jc* w -

W dalszym ciggu rozpatrzono przypadek gdy ~O .

Wtedy B> 0, B1> O i A> O« Rownanie (4.7) posiada wowczas
jeden pierwiastek rzeczywisty

1
$=1 (M sh 4.8)
B _
gdzie s h=-~-2 () 2°¢ “4.9
Rozwigzujac rownanie rozniczkowe (4.8) otrzymamy:
NP = ~ 2~ sh ~3~+ a @2 arc tS [*3*2 sh ;#7+ P> 10

gdzie

a. 2 (-~)2,
3B. ,®2

b=or @ -

p> = ar sh —
r

P - stata catkowania.

We wzorach na wspétrzedne tensora naprezenia (3.4) wystepuje
funkcja p. Z trzeciego réwnania (4.5j wynika, ze p =p ().
Funkcje p () wyznaczymy z pierwszego réownania (4.5)» ktoére
mozna sprowadzi¢ do nastepujgacej postaci

g- + ($+ 2V) - r (*+Y) 2 =0. (4.11)
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Wykorzystujac zwigzki (3.3) 1 (4.6) oraz drugie réwnanie ukdadu
réwnan @.5), otrzymamy:

dr (p+4>>)—;2£ = 0. @.12)

Po uwzglednieniu (4.8) i (4.9)t rownanie (4.12) mozna przeksztadc
ci6é do nastepujacej postaci

3n .Dsh], o. “4.13)
Po scatkowaniu otrzymamy

P=gD(shy sh]i>y chJd® -y BC3 sh2y - D) + pQ,

“4.1%

Udzie D=-hpE- =-3 © +C2+3

D1 = 2 (CL + 3 C3),

R, - stata catkowania,

Wspotrzedne kontrawariantne tensora naprezenia sg

Tl =4 C2 t 8D(sh g shp- g ab § dp) + pOi

| 1
2_2 i . 0CB -2
raezz| g gKy) (O1+ ~B sh2 y)shjIs2 £ + f M @+ y- sh2y)shi

- ¢ D (sh” shli-y ch~ chb) + poJshlb , (4.15)
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T33 =4C2+jBC2sh2 + |-D (sh shp-y ch @ + pQ,

T13 = (23 =0.

5. WARUNKI BRZEGOWE
Na zewnetrznej powierzchni tworzacej walca, dziatajg sity
powierzchniowe P, v/ywolane momentem skrecajacym M.

Jezeli wyrazimy sidy powierzchniowe przez ich wspétrzedne kon-
trawariantne P , to warunki brzegowe mozna przedstawi¢ naste-

pujaco

Tjl nt = P2. G.1)

Jednostkowy wektor normalny do powierzchnizewnetrznej bedzie

S - AT G.2)

Wspodrzedne kowariantne wektora jednostkowego wynoszag
1

u ~2
A =@ 9=1, n2 =0, n3=0. (5.3)

Wspodrzedne kontrawariantne sid powierzchniowych wyznaczymy
z zaleznosci

F3=P . G2. (5.4)

Wektor P mozna przedstawi¢ w postaci
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gdzie P@) - wspOtrzedne fizycznej wtedy wspétrzedne kontrawa-
riantne wektora P bedg

=P~ G G 20 =PA(G; ] V, - "(Gya) 2 -

G-6)
Podstawiajac (56.-6) do (6.1) otrzymamy
AN = AN
T n1 (GJD.)Z P~ G.7D
Wspbédrzedne fizyczne P~ majg wartoscé
P*1n = 0, PN =--N"5- 5 P~ =0. G .8)

2STrg 1

Po uv/zglednieniu (4.15)» (.3) 1 (6.8), stata catkowania wyno-
si:

A = ] .9)

6. WSPOLRZEDNE FIZYCZNE TENSORA NAPREZENIA
1

A» T 1 (0, G,)2 =T11;

1 6.1

ttBS (tt33 S / =T33>

«Vo =nr12 (g,, 922)2 = rT12,
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— AN - L
r—4CO|+(I)D(shjshF> \ ch jl tp))+po,

o *~r + (C2 +D1 +3Bsh2 3y Ff sh2 3 ~

(6.2)
@EZ»0N+FBC2sh2 ] i

e -JL L.

ro~2d —2*
r

Z warunku N r dr = 0, ktéry musi byc¢ spekniony na powierz-

r
chniach czotowych przegubu gumowego, wyznaczamy statg caltkowa-

nia R,
2
PO - — - f <V<tr, ®-3)
ri "r2 r
< -7z " Po-

dy przypadku, gdy stata materiatowa < 0, zale wyréznika

rownania (4.7) zalezy dodatkowo od wielkosSci przytozonego momen-
tu skrecajacego. Rozwigzanie tego przypadku uwarunkowane jest
danymi eksperymentalnymi, co bedzie przedmiotem osobnej pracy.

Otrzymano 15 lutego 1962 r.
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nJIOCKOE KPYHEHME PESMHO-METAJNIMHECKOrO
IHAPHMPA

Pe3l0me

B paooTe npMBOFIMTCH pemeroie zjjih pe3HHO-MeTajuiMHecKoro
inapHMpa, HarpyxteHHoro CTaTMnecKM KoaKcnajibHbiM KpyTxirpiM
MOMeHTOM M.

KoHTpaBapwaHTHbiii TeH3op HanpaaceHUH (3.2) yflOBJieTBopa-

ypaBHeHMHM paBHOBeCHH (4.1) u rpaHMHHbIM yCJIIOBMHM (4.3)
Bbipa>KeH nepe3 nacTHbie npon3BOAHbie ynpyroro noTeHpnajia ot-
HocKTejibHo cooTBeTCTByiomMX KOopfIMHaT TeH3opa flecfiopMapnn.

ITOoOMMeHeHO SoJiee oSinyro c|)opMyjiy ~jih ynpyroro noTeHpnajia
fljia peBHHO-noAo6nbix MaTepnajiOB, 3aBncarpero ot Tpex ko3cJ)4)m-
pneHTOB, xapaKTepH3yK>in;MX ynpyroe CBoiicTBa MaTepjpjia [2]-
pwajia ynpyrocTn flJia pe3HHO-no™o6Hbix MaTepnajiOB, noJiyneHbi
HM3nTeckne KOopFIMHaTbi HanpHJKeHna (6.2), a Taxxce yroji Kpy-
HeHna b cjDyjncpnn KpyTHipero MOMeHTa M (4.10).
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PLANE TORSION OF RUBBER BUSHING WITH INNER AND OUTER
METAL SLEEVES

Summary

In the paper a computation was carried out for a rubber bushing
with inner and outer metal sleeves with a static load coaxial to the
torsional moment M.

Contravariant stress tensor (3.2), which satisfies equilibrium condi-
tions (4.1) and the boundary conditions (4.3) have been expressed by
a partial derivative of the elastic potential towards cox-responding defor-
mation tensor coordinates.

A more general form of the elastic potential for rubber-like mate-
rials depending on the three material constants has been used [2],

Using A. E. GREEN’s method [1] and using a more general form of
the elastic potential, physical coordinates of the stress tensor by (6.2)
and angle of torsion by (4.10) as of function torsional moment M were
determined.



