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PŁASKIE SKRĘCANIE PRZEGUBU GUMOWEGO

Streszczenie: W pracy przeprowadzono obliczenia dla 
przegubu gumowego obciążonego statycznie momentem skręca­
jącym M.
Kontrawarianty tensor naprężenia, spełniający równania 
równowagi (4.1) oraz warunki brzegowe (4.3) wyrażono 
przez pochodne potencjału sprężystego względem odpowie­
dnich współrzędnych tensora odkształcenia.
Potencjał sprężysty dla materiałów kauczuko-podobnych 
w przypadku dowolnego odkształcenia Wyraża się przez dwa 
niezmienniki stanu odkształcenia (4.6).
Stosując podaną postać potencjału sprężystego wyznaczono 
współrzędne fizyczne tensora naprężenia oraz kąt skręce­
nia jako funkcję momentu M.

1. W S T Ę P
W budowie maszyn mają zastosov/anie przeguby gumowe pracujące 

na skręcanie płaskie i przestrzenne. Najczęściej spotykane są 
przeguby pracujące na skręcanie płaskie. Przegub taki przedsta­
wia wydrążony walec gumowy przywulkanizowany na powierzchniach 
tworzących do tulei stalowych. Wydrążony walec gumowy umożliwia 
ruch względny tulei zewnętrznej, do której przyłożony jest mo­
ment skręcający, względem tulei wewnętrznej, która jest nieru­
choma.

W niniejszej pracy przeprowadzono obliczenia dla przegubu 
gumowego przy obciążeniu statycznym. Przyjmując, że guma jest 
materiałem nieściśliwym izotropowym, wyrażono potencjał sprę­
żystości guny przez trzy stałe materiałowe C^, C2, [2] .
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2. STAN ODKSZTAŁCENIA
Wydrążony walec gumowy posiada w stanie nieodkształconym 

długość L, promień wewnętrzny r-j i zewnętrzny r2. Powierz- 
chnie czołowe są płaskie. Punkty leżące na powierzchni zewnętrz 
nej doznają skończonego przemieszczenia w płaszczyznach normal­
nych do osi walca, względem nieruchomej powierzchni wewnętrznej, 
Jeżeli długość L jest-duża w porównaniu z grubością r2 - r̂ , 
to przemieszczenia punktów w kierunku osi walca są małe i można 
je pominąć.

Odkształcony walec pozostaje w równowadze poddziałaniem na­
prężeń stycznych rozłożonych równomiernie na powierzchniach two­
rzących walca. Przyjęto układ współrzędnych kartezjańskich z 
początkiem układu w p. 0. Współrzędne kartezjańskie punktu P 
w stanie odkształconym są:

W stanie nieodkształconym punkt P przemieści się do PQ i je­
go współrzędne kartezjańskie będą:

1 2 3 
X  ,  X  ,  X  *

Wyrażając współrzędne kartezjańskie przez r, 0 , z , które są 
współrzędnymi układu walcowego, związanego z ciałem, otrzymamy;
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Kowariantny tensor metryczny
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1 0 0
Gik ~ 0 2r 0 • (2.2)

0 0 1

Kontrawariantny tensor metryczny
1 0 0

G±k - 0 J__
2 0 1 (2.3)*

r
0 0 1

G = det Gik - r2- (2.4)

Współrzędne kartezjańskie punktu PQ w stanie nieodkształconym
są

x"* = (r - u) cos ( 0 -?), 

x2 = (r - u) sin (© -9»), (2.5)
x^ = z,

gdzie u = u(r) | 9 =§> (r).

Kowariantny tensor metryczny
,I\ . to '2/ . \2 to'/„ ..̂ 2

3ik

(1-u1) + 9 (r-u) , - S3 (r-u) , 0

-ÍP(r-u)2, (r-u)2,

0 , 0 ,  .

(2.6)

= det gik = (1 - u')2(r-u)2. (2.7)
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Uwzględniając warunek nieściśliwości —  = 1, otrzymamys

O-u')2 (r-u)2 = r2.

Rozwiązaniem równania (2*8) jest
1

Warunki brzegowe: u(r^) = u(r2) = O.

Dla spełnienia powyższych warunków brzegowych funkcja 
Kowariantny tensor metryczny przyjmie postać

1 + 9 ' 2  r 2 , - r 2 S > \ 0

M  -
- r 2  9 > ' ,

2
r  > 0

o  , 0  , 1

Kontrawiantny tensor metryczny

1, 9 ’ 0
ik 1 r 1 2 0S ■ V » ~~2~ + 9 ,

r
o, o 1

g = det gik = r2.
/

Niezmienniki stanu odkształcenia są

X1 = ^  Grs = 3 + r2 9”2’

J2 = GPS Srs ^  = 3 + r2 9>'2,

h  = T " = 1* (r»s = 1’2’3)

(2.8)

(2.9) 

u(r) = O.

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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Tensor pomocniczy

_ik _ ik ir ks _B = I-, g - S S Grs.

B'.ik
2 , 
9

<?'

2 ,„\2
> 2 r

0
+<p,Ł-, O

2«.. 2

(2.14)

(2.15)

O , O , 2 +T 9'‘

3. ZWIĄZEK POMIĘDZY NAPRĘŻENIEM I ODKSZTAŁCENIEM
Dla ciał gumopodobnych potencjał sprężystości W można wy­

razić jako funkcję dwóch niezmienników stanu odkształcenia

W o W (X,, i2),

wówczas [1]
.ik

gdzie:

3±k + P
1
2 dW

1
dJ1

2 dW

1 dJ2
2 d W

d V

„ik

(3.1)

(3.2)

4>= 2 I.

2 i 

P = 2 I ,

Uwzględniając (2.3), (2.11), (2.15) otrzymamy:

11T = + 2V+ P,

22 /1 ^  2\ / 2 r . 3 \ 1T = $ (-5- + 5” ) + Y (-“o + SP ) + P -5-,

(3.3)

(3.4)
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T 33 = $+ V (2 + r2 £’2) + p,

f12 = ‘T21 = ($ + V) 9” , (3.4)

T13 =7T23 = 0.

4. RÓWNANIA RÓWNOWAGI 
ikTensor naprężeń T “ spełnia równania równowagi, które, przy 

pominięciu sił masowych,przyjmują postać

ikT = 0, (4.1)
., i rk k ir

t , i + r ^ T  +r\ł, ‘r = o  (4.2)ir ir

i warunki brz egowe

I'lk = P1 (i,k,r = 1,2,3) (4.3)

gdzie:
- oznacza pochodną kowariantną w odniesieniu do ciała 
o dlcs z t ałcone go,

r ™ - symbole CHRISTOFPEIa drugiego rodzaju, ns
i? - kontrawariantne składowe sił powierzchniowych,
n^ - kowariantne składowe wektora jednostkowego.

Dla przyjętego układu współrzędnych unoszonych, symbole CHRISTO- 
PFSLa wynoszą:

r 22 - - r- r !2 - r 2? - - r  • (4.4)
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Wstawiając (3.4) i (4.4) do (4.2) otrzymuje się następujący 
układ równań
d_
dr (<j?+2Y+p) + —  (§+2Y+p) - r U (- —  +§5’2)+v( %  +<p’2) + P "V

r  L r  r  r  .

[(i+Y)^'^ 1  (4>+V) S’ = 0, (4.5)d_
dr

= -li. = 0# 
a© a z

Rozwiązanie układu równań (4.5) przeprowadzono dla potencjału 
sprężystości przyjętego w postaci [2];

W = fI.j-3) + C2(l2-3) + ^(1^-9), (4.6)

gdzie: C^jC^C^ - stałe materiałowe.
Dla tak przyjętego potencjału sprężystości drugie równanie 

układu równań (4.5) sprowadza się do równania trzeciego stopnia 
ze względu na ’

■g
P ’3 + - - 1 = 0 ,  (4.7)2 5r r

gdzie:
A - stała całkowania, 

C„ + C2 + 3 C.

B„ =

3
A

1 2 C 3 ‘
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Aby rozwiązać równanie (4.7) należy rozpatrzyć znak wyróżnika 
tego równania. Wartość dodatnia, lub ujemna wyróżnika zależy
od stałych materiałowych Ch , C?, C-. Stałe C1 i C są zawsze 
dodatnie, natomiast stała C, może przyjmować wartośtmoże przyjmować wartości dodatnie,

C + c2 .
lub ujemne , zależnie od gatunku gumy. Ponadto Jĉ  w -

W dalszym ciągu rozpatrzono przypadek gdy ^0.
Wtedy B >  0, B1 >  0 i A >  0« Równanie (4.7) posiada wówczas 
jeden pierwiastek rzeczywisty

1

$>'= |  (f) sh (4.8)
B —

gdzie s h = ~^~~2 (~) 2‘ (4.9)

Rozwiązując równanie różniczkowe (4.8) otrzymamy:

>10 )(̂F>) = ~ 2^  sh ~~3~ + a (4")2 arc tS ['3^2 sh ;f~"] + P’

gdzie
a . 2 (-^-)2,

3 B. ,t2
b = (¿) ,2 R \W *

p> = ar sh — ,
r

P - stała całkowania.

We wzorach na współrzędne tensora naprężenia (3.4) występuje 
funkcja p. Z trzeciego równania (4.5j wynika, że p = p (r). 
Funkcję p (r) wyznaczymy z pierwszego równania (4.5)» które 
można sprowadzić do następującej postaci

g- + ($+ 2V) - r (*+Y) 2 = 0. (4.11)
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Wykorzystując związki (3.3) i (4.6) oraz drugie równanie układu 
równań (4.5), otrzymamy:

(p +4») - ~  £ = 0. (4.1 2)dr ' ' 2r
Po uwzględnieniu (4.8) i (4.9)t równanie (4.12) można przekształć 
ció do następującej postaci

3^  . D sh | „  o. (4.13)

Po scałkowaniu otrzymamy

P = g* D(sh y  sh |i>- y  ch J* ch(b) - y  BC3 sh2 y  - D.) + pQ,
(4.14)

Udzie D = - h p Ę -  = - 3^  (O- + C2 + 3

D1 = 2 (C1 + 3 C3),

p - stała całkowania, *o

Współrzędne kontrawariantne tensora naprężenia są

TT1 1 = 4 C„ + I- D(sh y  sh |b - y  ch y  chp>) + p ,

r2t22| 8 B‘

2 t 8 3 —  r 3 w» 3 ~.r, *0i
I  12 _ 2 . . 0 C_B - 2

Ky) (D1+ ~B sh2 y) sh|lsh2 f  + f  (f) (1+ y- sh2y) shf

2B

9 B
1
2

3 B.- (y) D (sh ̂  sh|i- y  ch ̂  ch|b) + poJsh|b , (4.15)
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T33 = 4 C2 + j  B C2 sh2 + |- D (sh sh |J. - y  ch ch(b) + pQ,

12 21 . -3 = T = Ar ,

‘T13 = «C23 =0.

5. WARUNKI BRZEGOWE
Na zewnętrznej powierzchni tworzącej walca, działają siły 

powierzchniowe P, v/ywołane momentem skręcającym M.
Jeżeli wyrazimy siły powierzchniowe przez ich współrzędne kon- 
trawariantne P , to warunki brzegowe można przedstawić nastę­
pująco

T jl n± = P2. (5.1)

Jednostkowy wektor normalny do powierzchni zewnętrznej będzie

S - ^ T  (5.2)

Współrzędne kowariantne wektora jednostkowego wynoszą
1  

U  ~ 2, ^  = (G ') =1, n2 = 0, n3 = 0. (5.3)

Współrzędne kontrawariantne sił powierzchniowych wyznaczymy 
z zależności

F3 = P . G2. (5.4)

Wektor P można przedstawić w postaci
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fi)gdzie Pv - współrzędne fizycznej wtedy współrzędne kontrawa- 
riantne wektora P będą

= P ^  G. (G, .) 2 Ĝ  = P ^ ( G . J  V. = P ‘^ ( G . . )  2 .i ' ii 'ii i ' 3 3
(5.6)

Podstawiając (5.6) do (5.1) otrzymamy

T ̂  n. (G. .)2 = P ^ .  (5.7)1 J t)

Współrzędne fizyczne P ^  mają wartość

P'1  ̂ = 0, P ^  = ---^5—  5 P ^  = 0. (5.8)
2 STrg 1

Po uv/zględnieniu (4.15)» (5.3) i (5.8), stała całkowania wyno­
si:

A = . (5.9)

6. WSPÓŁRZĘDNE FIZYCZNE TENSORA NAPRĘŻENIA
1

^ » T 11 (o ,, G „ ) 2 = T 11:

1 (6.1)ff. = t33 (tt33 S /  =T33> 

«Vo =nr12 (g„ g22)2 = rT12,
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(6 . 2 )

= 4 C + I  D(sh ̂  sh F> - \  ch 4  -"bp)) + p , r d o j j o

^o * ̂ r + (C2 + D1 + 3 B sh2 3} f  sh2 3 ’

(Tz » 0^ + f  B C2 sh2 |  i

& -JL _L.ro ~ 2Stl 2 * r
Z warunku ^  r dr = 0, który musi być spełniony na powierz- 

r 1chniach czołowych przegubu gumowego, wyznaczamy stałą całkowa­
nia p„*0

P2
P0 - ---  —  f <V<Łr, (6.3)

r 1 "  r 2 r

<  - ̂ z " Po­

ły przypadku, gdy stała materiałowa <  0, znale wyróżnika
równania (4.7) zależy dodatkowo od wielkości przyłożonego momen­
tu skręcającego. Rozwiązanie tego przypadku uwarunkowane jest 
danymi eksperymentalnymi, co będzie przedmiotem osobnej pracy.

Otrzymano 15 lutego 1962 r.
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nJIOCKOE KPYHEHME PESMHO-METAJIJIMHECKOrO
I H A P H M P A
P e 310 m  e

B paóoTe npMBOflMTCH pemeroie .zjjih pe3HHO-MeTajuiMHecKoro 
inapHMpa, HarpyxteHHoro CTaTMnecKM KoaKcnajibHbiM KpyTxirpiM
MOMeHTOM M.

KoHTpaBapwaHTHbiii TeH3op HanpaaceHUH (3.2) yflOBJieTBopa- 
ypaBHeHMHM paBHOBeCHH (4.1) u rpaHMHHbIM yCJIOBMHM (4.3) 

Bbipa>KeH nepe3 nacTHbie npon3BOAHbie yn p yroro  noTeHpnajia o t -  
HocKTejibHo cooTBeTCTByiomMX KOopflMHaT TeH3opa flecfiopMapnn.

ITpMMeHeHO S o J ie e  o S in y r o  c |)o p M y jiy  ^ j ih  y n p y r o r o  n o T e H p n a jia  
f l j ia  p e3 H H O -n o A o 6 n b ix  M aT epnajiO B , 3 a B n c a r p e r o  o t  T p e x  ko3cJ)4)m - 
pneH TO B, xapaK TepH 3yK >in;M X y n p y r o e  C B oiicT B a M a T e p jp j ia  [2].

IIpnMeHHH MeTOA A. E. TpwHa [1] u Gojiee oSipiiii bma noTeH- 
pwajia ynpyrocTn flJia pe3HHO-no^o6Hbix MaTepnajiOB, noJiyneHbi 
4)M3nTrecKne KOopflMHaTbi HanpHJKeHna (6.2), a Taxxce yroji Kpy- 
HeHna b cjDyjncpnn KpyTHipero MOMeHTa M  (4.10).
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PLANE TORSION OF RUBBER BUSHING W ITH INNER AND OUTER
METAL SLEEVES

S u m m a r y
In the  paper a com putation w as carried  out for a rubber bushing 

w ith  inner and outer m etal sleeves w ith  a static load coaxial to th e  
torsional m om ent M.

C ontravarian t stress tensor (3.2), which satisfies equilibrium  condi­
tions (4.1) and the  boundary conditions (4.3) have been expressed by 
a partia l derivative of the  elastic potential tow ards cox-responding defor­
m ation tensor coordinates.

A m ore general form  of the  elastic potential for rubber-like  m ate­
ria ls depending on the  th ree  m ateria l constants has been  used [2],

Using A. E. GREEN’s m ethod [1] and using a m ore general form  of 
the elastic potential, physical coordinates of the stress tensor by (6.2) 
and angle of torsion by (4.10) as of function torsional m om ent M w ere 
determ ined.


