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PODDANEJ DZIALANIU CISNIENIA ZEWNETRZNEGO

Streszczenie: Omowiono aktualny stan wiedzy do-
tyczacej zagadnienia statecznosci powkoki walcowej
nieuzebrowanej, poddanej dziataniu cisnienia zew-
netrznego. Wartosci cisnienia krytycznego, obliczo-
ne w oparciu o liniowg teorie matych odksztakcen
powdok cienkich wykazuja duze rozbieznosci z danymi
doswiadczalnymi. Nieliniowa teoria duzych odksztat-
cen thumaczy te rozbieznosci na gruncie analizy
stanu odksztatcenia powdoki przy obciazeniu nadkry-
tycznym. Zachodzi przy tym koniecznos¢ wprowadzenia
goérnej 1 dolnej wartosci cisnienia krytycznego. Za-
gadnienie nieliniowe rozwigzano przy pomocy metody
Ritza. W zakonczeniu oméwiono pewne osobliwosci,
wystepujace przy analitycznym badaniu statecznosci
powdoki o duzej dHtugosci wzglednej.

1. PODZIAL ANALITYCZNYCH METOD BADANIA
STATECZNOSCI POWLOK

Powtoka walcowa poddana dziataniu cisnienia zewnetrz-
nego przy pewnej, tzw. krytycznej wartosci tego cisnienia
moze utraci¢ statecznos¢. Oznacza to, iz pierwotna po-
sta¢ powtoki przestaje by¢ stateczna, natomiast charakter
taki przyjmuje posta¢ inna, odksztatcona. Odksztalcenia
te majg ksztakt kilku symetrycznie rozdozonych zagiebien.
Jednakze posta¢ ta nie gwarantuje juz bezpiecznych warun-
kéw pracy konstrukcji, nie méwigc o tym, ze samo przej-
Scie do nowej Tormy réwnowagi ma zazwyczaj charakter
awaryjny.
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W zaleznosci od rozmiarow wzglednych wglebienia, jak
tez zasiegu, jakim odksztalcenie obejmuje powkoke,méwimy
0 utracie statecznosci lokalnej lub tez ogélnej (inte-
gralnej). Z matematycznego punktu widzenia réznica pole-
ga przede wszystkim na tym, iz badanie statecznosci lo-
kalnej prowadzi sie w oparciu o uproszczong teorie po-
wiok walcowych matowyniostych, czego nie mozna uczynic
w przypadku badania statecznosci ogolnej.

Zagadnienie to wigze sie takze z charakterem réwnan
opisujacych stan odksztatcenia powlkoki. Jezeli bowiem
zatozymy, iz odksztatcenia sg duze (Scislej mowigc -
skonczone), to otrzymamy réwnania nieliniowe. Natomiast
rozpatrujac odksztatcenia nieskonczenie mate dochodzimy
do réwnan liniowych, ktore zresztg mozna otrzyma¢ z po-
przednich, odrzucajac jedynie wyrazy nieliniowe. Z tego
punktu widzenia bedziemy moéwi¢ o statecznosci w ujeciu
lintowym lub nieliniowym.

Na podstawie powyzszych uwag nie trudno zrozumiec,
ze ustrdj sprezysty, stateczny w ujeciu nieliniowym jest
rpwniez stateczny w ujeciu liniowym. Natomiast twierdze-
nie przeciwne nie jest prawdziwe, albowiem ustrdj sta-
teczny w sensie liniowym moze sie okaza¢ niestateczny,
jezeli badania prowadzi¢ bedziemy w oparciu o réwnania
nieliniowe.

Z utratg statecznosci ogolnej zwigzane sa mate od-
ksztatcenia (Jakkolwiek przemieszczenia moga byc¢ duze),
wobec czego w tym przypadku mozemy postugiwac¢ sie rowna-
niami liniowymi.

Natomiast przy lokalnej utracie statecznosci na po-
wierzchni powkoki pojawiaja sie zagtebienia matych roz-
miarow wzglednych, czemu towarzyszg duze odksztakcenia
wltasciwe. Dlatego ten typ statecznosci bada sie wydgcz-
nie w ujeciu nieliniowym.

Mimo, ze operacje matematyczne sg wtedy znacznie bar-
dziej skomplikowane, a dokdadnos¢ obliczen na ogo6t
mniejsza, anizeli w przypadku réwnan liniowych, to jed-
nak tylko na tej drodze mozna wyjasni¢ pewne zjawiska
typowe dla statecznosci powdok, a obserwowane w doswiad-
czeniach lub w praktyce eksploatacyjnej.

Z pomocag teorii liniowej mozna jedynie wyznaczy¢ war-
tos¢ cisnienia krytycznego powdoki o ksztakcie idealnym
(w danym przypadku walcowym), natomiast nie mozna nic
wnioskowa¢ o jej odksztatceniach w zakresie nadkrytycz-
nym. Co gorsza, cisnienia krytyczne wyznaczone w ten
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sposOb sg prawie zawsze znacznie wieksze od tych, jakie
obserwujemy w doswiadczeniach. Rozbieznosci sg przy tym
tak wielkie 1 systematyczne, ze nie dadzg sie wytdumaczyc
niedoktadnoscia obliczen lub przypadkowym zaburzeniem
warunkéw eksperymentu. Przyczyny muszg tkwi¢ w bdednych
zatozeniach teorii.

Narazie przeto konstruktorzy samolotéw i okretéw po-
stugiwali sie wzorami empirycznymi.

Dopiero w 1934~ roku L.H. Donnel [1], a nastepnie
T. Karman i H.S, Tsien _[Z] wyprowadzili nieliniowe row-
nania powlok, cienkich, uwzgledniajgc réwnoczesnie wstepne
odksztatcenia. W rzeczy samej okazato sie, iz nieznaczne
nawet defekty natury geometrycznej wywierajag istotny
wpdyw na zachowanie sie powdoki obcigzonej cisnieniem zew-
netrznym.

Szerszym oméwieniem tych zagadnien zajmiemy sie w
punkcie nastepnym.

2. WYZNACZENIE CALKOWITEJ ENERGII
POWLOKI ODKSZTALCONEJ

Celem badania statecznosci w ogbéle jest wyznaczenie
obcigzenia krytycznego, tzn. takiego, przy ktérym pier-
wotna posta¢ rownowagi elementu, wzgl. catego ustroju
sprezystego staje sie nietrwata (chwiejna).

W rozpatrywanym przypadku bedzie to cisnienie krytycz-
ne, przy ktérym walcowy ksztatt powloki przestaje byc¢
stateczny. Natomiast mozliwe jest wéwczas pojawienie sie
innych form réwnowagi trwatej, przy ktérych powtoka do-
znaje pewnych odksztatcen (sprezystych lub sprezysto-
plastycznych) .

0 i1le jednak powyzsze okreslenie .cisnienia krytyczne-
go jest wystarczajace w odniesieniu do powkoki o ksztat-
cie idealnym, o tyle w realnych warunkach, kiedy mamy
zawsze do czynienia z pewnymi odstepstwami od ksztattu
idealnego pojecie cisnienia krytycznego bedzie musiato
ulec pewnemu rozszerzeniu.

Wezmy pod uwage powdoke walcowg o profilu zamknietym,
ddugosci L, Srednim promieniu R i grubosci h, poddang
dziataniu cisnienia zewnetrznego. Dla opisania stanu
odksztatcenia powdoki zwigzemy prostokatny ukdad wspot-
rzednych Oxyz z jej powierzchnig srodkowg w stanie nie-
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odksztatconym w ten sposéb, ze 0$ x bedzie pokrywata sie
z jedng z tworzacych, zas$ o$ z skierujemy do Srodka krzy-
wizny, czyli do osi geometrycznej powdoki. Poczgatek ukda-
du umiescimy w dowolnym punkcie na brzegu.

Istnienie defektéw natury geometrycznej sprawia, ze
powkoka znajduje sie w stanie wstepnego odksztadcenia,
przy czym zakdtada sie, iz jest to stan beznaprezeniowy.
Ugiecia te moga by¢ wynikiem badz btedédw wykonania, badz
tez np. dziatania ciezaru wktasnego powtoki (0 ile pracu-r
je ona w potozeniu poziomym,)*". Pewng role moze tu takze
odgrywa¢ niejednorodnos¢ materiatu.

Niechaj przeto ugiecia wstepne okresla znana funkcja
w (X,y;- Ugiecia te traktujemy jako dodatnie, o ile skie-
rowane sg do Srodka krzywizny.

Obcigzenie powdtoki wywotuje jej dalsze odksztakcenie.
Niechaj sktadowg promieniowg przemieszczenia powierzchni
Srodkowej (tzn. w kierunku osi z) okresla funkcja w(x,y)-

Podstawowe roéwnania zagadnienia mozna wyprowadzi¢ w
oparciu o0 zasade prac przygotowanych. PodejsScie to okaze
sie korzystne z uwagi na dalsze rozwazania. W tym celu
obliczamy najpierw catkowita energie E ukdadu. Sktada
sie na nig potencjat V sit zewnetrznych, ktory jest
liczbowo réwny ujemnej pracy tych sit na odpowiednich
przemieszczeniach (V = - Ag) oraz energia potencjalna

U odksztatcenia sprezystego. Te ostatnig zas, jak wiado-
mo, mozna rozdzieli¢ na energie Ug odksztalcenia powierz-

chni Srodkowej oraz energie U& zginania powdoki. A zatem

EC:US+Ug—Az* @)

Wzory okreslajgce kazdy skdtadnik powyzszego wyrazenia
sg ogbélnie znane w teorii powdok cienkich (np. [6] .[7].)-
Nie wdajac sie w szczegotowe rozwazania na ten temat za-
uwazymy jedynie, ze energie US wyznacza pewna kwadratowa

X)'\'/V'tym przypadku pojawiajg sie wprawdzie pewne na-
prezenia wstepne, jednakze na ogét sg one bardzo mate w
porownaniu z naprezeniami wystepujacymi w stanie kry-
tycznym.
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forma rézniczkowa funkcji naprezen Airy’ego <Mx,y),
ktéra z .kolei okresla sktadowe ptaskiego stanu napreze-
nia

8y A 0x n ox 3y

Natomiast energie zginania U oblicza sie podobng co U

formg, jednakze za posrednictwem Ffunkcji ugiecia w(X,y".
Praca sit zewnetrznych (na jednostke powierzchni sSrod-
kowej) wynosi

dA
-ilp- = p w(xty).

Jezeli dla skrécenia zapisu wprowadzimy nieliniowy
operator roézniczkowy

w. ~ _ Q2A 82B , 92A 92B .02B 92A
<1 , 1 (©)

to energie catkowitg rozpatrywanej powkoki przedstawia
nastepujace wyrazenie

Ec V{2 72wy« (V) Lewrwofw)] -

F @
7 tFOfv2n 2 MHAVYL(AvA]- FWw+wArw) - pw|dxdy,

gdzie g, 3
D= ————- ptytowa sztywnos¢ zginania, E - modut
12(W ) 2
Younga, ”~ - utamek Poissona, V - dwuwymiarowy operator

Laplace’a.
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3. PODSTAWOWY UKEAD ROWNAN ROZNICZKOWYCH ZAGADNIENIA

Stany roéwnowagi powdoki odksztatconej mozna okreslic
za posrednictwem zasady prac przygotowanych, zgodnie z
ktdrg energia catkowita powkoki ma wowczas wartosci sta-
cjonarne, tzn. E =0.

Jezeli wyrazenie (4) poddamy wariacji tylko wzgledem
funkcji w, to uwzgledniajgac, ze na brzegach krzywolinio-
wych jest Ow = 0, otrzymamy po licznych przeksztakce-
niach

Vc =if[hv2 '2w - - r|l - h]5*"dxdy-

Poniewaz"3*E" = 0, zas wariacja @w poza brzegami moze
przyjmowa¢ wartosci dowolne, przeto

f v2 v2w = L(w+wo ,4>) + AT o)
9x
Jezeli zas energie catkowitg powtoki poddamy wariacji
tylko wzgledem funkcji &, to otrzymamy
&pEc =[] v2va2n~r + N Lw+2wO,w) + N 227~ dx dy,
skad na podstawie analogicznych rozwazahn wynika

1vvee = - \L(W+2W0,VV, -1 : (b)

Réwnania (6) 1 (6) tworza podstawowy ukdad nielinio-
wych réwnan rézniczkowych zagadnienia. Mozna je otrzymac
takze na innej drodze. Mianowicie rownanie (56) jest wa-
runkiem rownowagi elementu powkoki, natomiast (6) wyni-
ka z warunku zwartosci wewnetrznej.
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4. BADANIE STATECZNOSCI W UJECIU LINIOWYM

Jezeli zatozymy, ze odksztatcenia powltoki sg mate, to
otrzymamy roéwnania liniowe, ktdére wynikaja takze wprost
z réwnan (5) i1 (6) po odrzuceniu w nich nieliniowych
operatorow L.

Nie trudno zauwazy¢, ze tym samym eliminujemy woéwczas
z rozwazan wstepne odksztaltcenia w . A zatem stojac na
gruncie teorii liniowej nie mamy moznosci uwzglednienia
wpdywu defektow geometrycznych na statecznos¢ powdoki.

Jednakze w tym przypadku uk#ad réwnan liniowych mozna
dalej uprosci¢. Eliminujac np. funkcje naprezeh otrzymuje
sie jedno réwnanie 6smego rzedu wzgledem funkcji ugiec

Zato6zmy dla prostoty, ze na brzegach powdoki istnieja
warunki przegubowego podparcia. Woéwczas rozwigzanie row-
nania (7) mozna przyja¢ w postaci

w(x,y) = . ] %m ﬁnSE— ﬁnR f (8)

State m,n = oznaczajg odpowiednio ilosc¢
potfal w kierunku osiowym oraz ilos¢ fal w przekroju po-
przecznym (na obwodzie).

Podstawiajgc funkcje (8) do rownania (?) dochodzimy do
wniosku, ze stan odksztatcenia powdoki opisany tym row-
naniem mozliwy jest przy pewnych szczegélnych wartosciach
parametru p=pfEm , mianowicie gdy

p< = Ss! + 1. ©

gdzie

Sg to tzw. wartosci whkasne roéwnania (/) przy wymienionych
powyzej warunkach brzegowych.
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Istotne znaczenie przedstawia dla nas oczywiscie taka
para liczb falowych m,n, ktéra daje najmniejszg wartosc¢
wkasng, okreslajgca cisnienie krytyczne (min pﬁm :»pii)_

Jest rzeczg charakterystyczng, ze min P"nt wynikajace
ze wzoru (9) wystepuje przy m=1 i to niezaleznie od dtu-
gosci i grubosci wzglednej powkoki. Fakt ten znalazt po-
twierdzenie w licznych doswiadczeniach, ktére wykazaty,
ze odksztatcenia wystepujace przy utracie statecznosci
majg zawsze postac¢ wglebien obejmujgcych swymzasiegiem
catg dtugos¢ powtoki. Nalezy jednak zauwazy¢, ze do-
Swiadczenia te byty wykonywane wydacznie na probkach o
matej lub Sredniej dtugosci wzglednej, dla ktérych
L/R < 10.

Liczba fal na obwodzie, jaka najczesciej rejestrowano
wynosida n=6, rzadziej 5 lub 7.

Jezeli chodzi o samg wartos¢ cisnienia krytycznego,
to juz pierwsze eksperymenty, przeprowadzone w roku 1934~
przez Ebnera, Windenbruga i Trillingax®wykazywaty znacz-
ne rozbieznosci z wynikami, jakie daje wzér (9). Utrate
statecznosci powdoki przejawiajacqg sie w gwattownym prze-
skoku do nowej postaci rownowagi obserwowano z reguty
przy cisnieniach znacznie nizszych, stanowigcych zaled-
wie 4-5%60% wartosci pE.r» U przypadku powtok krétkich i

wykonanych szczegélnie starannie osiggano wprawdzie cis-
nienia dochodzgce nawet do 105% wartosci p£r* Nalezy to
jednak tdumaczy¢ odmiennoscig faktycznych warunkéw brze-
gowych od tych, jakie mielismy na wzgledzie przyjmujac
rozwigzanie (8),

Dzis wiemy, ze przyczyng tych rozbieznosci sg nie-
znaczne nawet, tym niemniej nieuniknione defekty natury
geometrycznej .

X" Trans. ASME 56, 1934- str. 819-825
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5. BADANIE STATECZNOSCI W UJECIU NIELINIOWYM

Zarowno obnizenie rzeczywistej wartosci cisnienia
krytycznego w stosunku do obliczeniowej, jak i zjawisko
przeskoku mozna wytdumaczy¢ na drodze teoretycznej, jeze-
li zachowanie sie powdoki w stanie nadkrytycznym bedzie-
my analizowa¢ z pozycji teorii duzych odksztatcen.

W tym celu za punkt wyjscia nalezy obra¢ nieliniowe
rownania (5) i1 (0). Poniewaz jednak réwnania te nie dajag
sie scatkowa¢ w postaci zamknietej, przeto zadawalamy sie
rozwigzaniami przyblizonymi. Najczesciej korzysta sie w
tym przypadku z metod wariacyjnych Bubnowa-Galerkina lub
Ritza.

W literaturze mozna znalez¢ rozwigzania oparte na in-
nych metodach, np. kolejnych przyblizen ([7] § 11, takze
interesujgca praca S.A. Aleksiejewa opisana w [11.J rozdz.
XVIIl § 9), lub matego parametru [10] .

-Mozna réwniez przeprowadzi¢ bezposrednie catkowanie
wymienionych réwnari, postugujac sie rachunkiem réznic
skonczonych. Sposéb ten posiada nawet te przewage nad
metodami wariacyjnymi, ze nie wymaga intuicyjnego poszu-
kiwania funkcji ugie¢. Jednakze pierwsze przyblizenie da-
je w tym przypadku wyniki zblizone do uzyskanych np. me-
todg Ritza, natomiast dalsze przyblizenia wymagaja juz
bardzo ucigzliwych rachunkowx .

W dalszym ciggu postaramy sie pokrotce przedstawic
tok rozwigzania analizowanego zagadnienia nieliniowego
w oparciu o metode Ritza,

Zat6zmy, ze odksztatcenie wstepne powtoki opisuje
funkcja

wQ (X,y) = FQ(sinccx sin|3y + 'psinpocx) , (fQ,V-constj (1)

gdzie
ac=mjr/L, @==n/R.

Tj - - - -

{JObszerny przeglad metod rozwigzywania zagadnien
nieliniowych mozna znalez¢ w monografii L. Collatza -
Numerische Behandlung von Differentialgleichungen, Ber-
lin 1959.
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Doswiadczenia wykazaty, ze wpldyw ugiec¢ poczatkowych
jest najsilniejszy wéwczas, gdy ich forma odpowiada cha-
rakterowi deformacji powdoki w momencie utraty statecz-
nosci. W zwigzku z tym dla funkcji ugiecia przyjmiemy za
licznymi autorami £5] £8] wyrazenie analogiczne jak (11)

p
w(x,y) = F,j(sinocx sinpy + Vsin ccx). (f~-const) (12)

Wprawdzie funkcja ta nie spednia wszystkich warunkow
(geometrycznych i statycznych) przegubowego podparcia
brzegéw, jednakze w metodzie Ritza nie ma to istotnego
znaczenia.

Celem okreslenia funkcji naprezen podstawiamy wyraze-
nia (1) i (12) do warunku zwartosci wewetrznej (6). Z
otrzymanego w ten sposéb réwnania znajdujemy po scatko-
waniu

N
= r~cos 2fx + r2cos20y + r/sin«x sin|3y +
2 (13)
+ rrsihjasc sthfly - PR X
Tutaj r™,....,r™ sg pewnymi stabymi, zawierajgacymi para-

metry rt:,p,fo,fl,y.

Obecnie mozemy juz wyznaczy¢ energie catkowita powto-
ki. W tym celu nalezy podstawi¢ funkcje (11), (12) i
(13) do wzoru (4) i przeprowadzi¢ catkowanie. Jezeli
wprowadzimy wielkosci bezwymiarowe

a ponadto
K= 1+2 ,
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to otrzymamy ostatecznie £7]

Ec = -1 K2CP™ + K2C2£4 ,Y2 - + C4S2 +
(15)
+ C552V2 - KC6E£2.p - p2.
Tutaj
= JE?- 1+7y?2 CA= X
L 27 A L2 (HOOR
Je 1 - .
C = 1 +
"l N2
3 6 ’ [ (1+3%)2J3 4~ .(18)
a.4 4
C, =1 ~ =+ + (H—fl2)2.F
NN (1+02)2 48(1-y2)
_ ot 5 a2 r
- - E '+|"8’ 6 @ Z N 2»’
N 6(1-172)
= Rhm2/L2. an

Zgodnie z metodg Ritza piszemy

9 E C

*Ec = /L N7 » h = °
i=1
przy czym z uwagi na dowolnos¢ wariacji 6 f musi by¢
dE
_C
= 0

Paratmetrami f. sg w naszym przypadku: ¥ wzgl. £ ,

i f,, z uwagi na wyste-

dalej Yy , a takze™wspotczynniki
pujace w nich liczby falowe m i n

(por.(io) i 7).
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A zatem mamy zasadniczo do dyspozycji cztery rownania

9E 9E OE 9E
C = 0. 0, -7 = o, -5-70. (a8)
* gNn L * W $r
Pierwsze z nich daje
2 E@GBE+4E£ )
c6P=(Ci+2C2y 2) (™ +2Z0)E -C3V .
a9

+ (C, ¢« C N2 N
( 5 ) £+£,

Z drugiego wynika nastepujacy zwigzek pomiedzy”™i”:

y = gtk ) . 0)
2C2(£ +2 gor + 2C5

Eliminujac za pomoca powyzszego wzoru parametr V w
rownaniu (19) uzyskujemy zaleznos¢ p(£). Minimum mini-
morum tej Ffunkcji, odpowiadajace pewnej kombinacji liczb
m i n okresla cisnienie krytyczne..W ten sposOb zagad-
nienie zostato rozwigzane w pierwszym przyblizeniu.

W dalszym ciagu mozna jeszcze przeprowadzi¢ dodatkowo
wariacje energii E poddtug n, czyli wykorzystaé¢ trzecie
sposrod rownan (18%). Poniewaz liczba n wystepuje tylko
we wspodczynnikach (za posrednictwem parametru il12),
przeto wspomniane rownanie przyjmuje postac

- &9 ,1 9c1 2 HC2) scs . E /L)
P gnp " 282 4V "dr2) W2 +K g~2

Jest to drugie,, obok (19)* niezalezne réwnanie na p.
Jezeli teraz wyznaczymy krzywa p(£ ), jako miejsce geo-
metryczne punktoéw przeciecia sie krzywych (19) i (1)
dla réznych wartosci 'thi f t to minimum tej krzywej okre$-
Ii nam cisnienie krytyczne w drugim przyblizeniu.
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Najczesciej poprzestajemy na tym przyblizeniu, tym-
bardziej, ze réwnanie Cﬂﬁf =0 niezmiernie kompliku-
je rachunki, a nie wnosi istotnej poprawki. Omijamy prze-
to powyzsze roéwnanie, przyjmujgc dla m kilka najmniej-
szych liczb catkowitych, tzn. m = 1,2,3»

6. ANALIZA WYNIKOW TEORII NIELINIOWEJ

Na rys.l przedstawiono zaleznosci p($ ) dla kilku
wartosci J' . Krzywe te obrazuja zachowanie sie powdok o
réoznych odksztatce-
niach poczatkowych
w miare narastania
obcigzenia; w dalszym
ciagu bedziemy je na-
zywa¢ krzywymi od-
ksztatcen. Analiza
ksztattu tych krzy-
wych zmusza przede
wszystkim do zrewido-
wania definicji cis-
nienia krytycznego.
Pamietamy, ze w teo-
rii liniowej cisnie-
nie to okreslata
najmniejsza wartoscé
wlasna jednorodnego
réwnania roézniczko-
wego (?). Tymczasem
w ujeciu nieliniowym
- jak wida¢ - nie
formutuje siew ogoéle
zagadnienia wartosci
wdasnych, albowiem
z uwagi na istnienie
funckji w odnosne
réwnania roézniczkowe
sg niejednorodne.
Kys.1 Natomiast teoria
nieliniowa dostarcza
nam informacji co do
zachowania sie powdo-
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ki V stanie nadkrytycznym, informacji, ktérych nie mogta
da¢ teoria matych odksztatcern. Z przebiegu krzywych
p(£ ) wynika m.in., ze na ogot istniejg dwie wartosci
cidnienia, ktoére mozna uzna¢ za "Kkrytycznell w sensie
zmiany charakteru zaleznosci odksztalcenie - obcigzenie.
Krzywe te posiadajag bowiem ekstrema, ktérych w zalezno-
Sci od wartosci 2 moze by¢ dwa (maksimum § minimum),
lub jedno (punkt przegiecia lub minimum dla = 0).

W zwiazku z powyzszym za krytyczne bedziemy uwazac
te wartosci cisnienia, przy ktérych funkcja p(,0 )
(dla £ # 0) osiagga maksimum lub minimum. Odpowiednio do
tego mowie bedziemy o goérnej (pfr) i1 dolnej (pr) warto-

Sci cisnienia Kkrytycznego,przy czym

pkr = maX p(£ )» PjJr = rain )=

Wazng role w tym wzgledzie odgrywa wielkos¢ odksztat-
cenia wstepnego £

Oméwimy jednak najpierw przypadek powtoki o ksztakcie
idealnym {£ ~ 0). 0Odnos$na krzywa odksztatcen posiada
wgrawdzie tylko jedno ekstremum (minimum), ktére okresla
Piar> lecz ponadto przecina opa 0$ rzednych w punkcie,
ktory na rys.1 oznaczono przez K. Poniewaz w stanie pod-
krytycznym zachowanie sie powdoki idealnej okresla od-
cinek OK (brak odksztatcen), przeto punkt ten zwany jest
w teorii statecznosci [4Q punktem rozgatezienia form
rownowagi3l) .

W naszym przypadku okresla on wartos¢ p®~ powtoki 6
ksztatcie idealnie walcowym.

Powstaje pytanie, w jakim stosunku do powyzszych roz-
wazan pozostaja wyniki teorii liniowej, ktéra - jak pa-
mietamy - dotyczyda rowniez powkoki bez odksztatcen
wstepnych?

Okazuje sie, ze wzor (9) dla m=1 okresla wkasnie gor-
ne cisnienie krytyczne, tzn. p*» = _g* Réwnos¢ ta

So-
nie jest przypadkowa, lecz jest przejawem ogolniejszej

X)

Poincare nazwat go punktem bifurkacji.



Statecznos¢ diugiej powdoki walcowej... 73

reguty, dotyczacej obciazen krytycznych wszelkich ustro-
jow sprezystych*" . Scislej méwigc ma ona miejsce tylko
woéwczas, gdy wartosci whasne zagadnienia liniowego sg
proste, lub maja nieparzystg krotnosc¢ . W zagadnie-
niach technicznych mamy do czynienia wydgacznie z takimi
przypadkami .

Jednakze osiaggniecie w doswiadczeniu cisnienia p*r

jest praktycznie niemozliwe, albowiem nawet niewielkie
odksztadcenie poczatkowe znacznie obniza gérng wartosc
krytyczng, co widoczne jest takze z rys-l. Fakt ten t4u-
maczy wspomniane na wstepie rozbieznosci pomiedzy wyni-
kami teorii liniowej, a danymi doswiadczalnymi. W miare
przechodzenia od prébek o mniejszej do coraz wiekszej
krzywizny poczatkowej obserwujemy zmniejszanie sie ré6z-
nicy pomiedzy wartosciami pS™ i pj°,- Wreszcie dla pewnej
krzywizny SQ = S* maksimum i minimum krzywej odksztakce-
nia zlewa sie w jeden punkt przegiecia, w ktérym styczna
ma kierunek rownolegty do osi odcietych. Poczgwszy od tej
wartosci odksztatcenia wstepnego, tzn. dla S > S* krzy-

we odksztadtcen posiadajg juz tylko jedno ekstremum, kto-
re jest punktem przegiecia. Oznacza to, iz przy dosta-
tecznie duzym odksztatceniu poczagtkowym nie da sie w ogo-
le zaobserwowa¢ cisnienia krytycznego w sensie zdefinio-
wanym powyzej .

Rozpatrzmy z kolei zagadnienie statecznosci form row-
nowagi na poszczegdélnych odcinkach krzywej odksztadcenia.
Rozwigzanie tego zagadnienia wynika ze znanego twierdze-
nia Lejeune-Pirichleta, ktdére méwi, ze statecznym posta-
ciom réwnowagi odpowiada minimum energii catkowite]
uk+adu, tzn. E. > 0. Majac na uwadze, iz E = E (p,£)

? 5
piszemy d E /7 ¢S > 0. Poniewaz zas$ pochodna 9EO/
/ okresla, "(z doktadnoscig do statej dodatniej Cg) cis-
nienie p, co dtatwo zauwazy¢ ze wzoru (19), przeto waru-

Na ten temat istniato do niedawna wiele nieporo-
zumien. Np. jeszcze K,L. Nikodai (zm. w 1950 r.)uwazat,
ze teoria liniowa daje w ogole tylko przyblizong wartoscé
obcigzen krytycznych, zas dla wiekszej dok#*adnosci nale-
zatoby oprze¢ sie na réwnaniach nieliniowych.
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nek statecznosci rownowagi powdoki w stanie odksztatco-
nym przyjmuje postac

>0, @2)

Jak z tego wynika odcinek krzywej odksztakcenia, le-

zacy pomiedzy ekstremalnymi punktami tej krzywej odpowia-
da niestatecznym po-
staciom réwnowagi .
Stan odksztatcenia,
jJaki zaistniatby wow-
czas, odznaczatby
sie bowiem wyzszym
poziomem energetycz-
nym, anizeli ten,
jJaki posiada powdoka
w punktach lezacych
na pozostatych ga-
teziach krzywej.

Dlatego powdoka
walcowa, obcigzana
stopniowo narasta-
jJjacym cisnieniem
zewnetrznym bedzie
odksztatcata sie tak,
jak to przedstawiaja
na rys.2 linie cig-
gte pogrubione.

Po osiagnieciu
gornej wartosci cis-
nienia krytycznego
nastgpi przeskok na
drugg stateczng ga-
+aZz krzywej odksztat-

Rys.2 cenig, czemu towa-
rzyszy gwaktowna
zmiana postaci, tzn.

pojawienie sie wspomnianych uprzednio wgkebien.

Jezelil w trakcie obcigzenia udzielimy probce dodatko-
wego impulsu energii z zewngtrz, to przeskok moze na-
stgpi¢ jeszcze przed osiagnieciem cisnienia pj*ri odpo-
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wiadajgcego danej wartosci S \ przypadek ten na rys.2
ilustruja linie przerywane.

Przedstawione tu pokrétce wyniki badan teoretycznych
nad statecznoscig powdoki walcowej thumaczg dobrze zaroéw-
no od strony jakosciowej, jak i ilosciowej zjawiska ob-
serwowane w doswiadczeniach wykonanych na prébkach stalo-
wych i duraluminiowych, poddanych wszechstronnemu réwno-
miernemu Sciskaniu. Nalezy tu doda¢, ze sita osiowa,
wystepujaca przy tego rodzaju obcigzeniach tylko nie-
znacznie obniza wartos¢ cisnien krytycznych; stwierdzenie
to, wynikajace z rozwazah teoretycznych potwierdzity tak-
ze liczne doswiadczenia."

7. OSOBLIWOSCI OBLICZEN POWLOK DtUGICH

Na zakonczenie oméwimy jeszcze pewne osobliwosci wy-
stepujace przy badaniu statecznosci ddugich powkok wal-
cowych, dla ktérych wzgledna dhugose:". L/R > 10, a ktoére
mimo tego nie sa uzebrowane. Powdoki takie, jakkolwiek
rzadko, spotykane sg jednak w praktyce inzynierskiej,
np. jako pltaszcze autoklawéw. Jezeli wspomniane urzadze-
nie ma pracowa¢ przy podcisnieniu, to zachodzi koniecz-
nos¢ badania jego statecznosci przy obcigzeniu bedacym
wszechstronnym roéwnomiernym Sciskaniem.

Wspomnielismy uprzednio, ze w stanie nadkrytycznym
powtoka tak obcigzona doznaje odksztatcenn w postaci kil-
ku (h-5»6,7) zagtebien, rozciggajacych sie na catej dtu-
gosci powtoki, tzn. m = 1. Ta ostatnia liczba falowa
istotnie odpowiada minimalnej wartosci cisnien krytycz-
nych, wynikajacych zaréwno z teorii liniowej, jak i nie-
liniowej, jednakze tylko dla powkok o Sredniej lub matej
ddugosci wzglednej.

Okazuje sie bowiem, ze dla bardzo ddugich 1 nieuzebro-
wanych powdok minimum p moze wystgpi¢ dla m >1. Na te
dos¢ istotng osobliwos¢ nie zwrécono dotychczas uwagi w
obszernej literaturze zagadnienia, prawdopodobnie ze
wzgledu na rzadkos¢ wystepowania takich przypadkoéw.

Fakt ten dostrzezony zostat na konkretnym przyktadzie
ewykonanej powtoki autoklawu, ktérej wzgledna dtugosc
L/R «r 4-1,3, za$ wzgledna grubos¢ h/R=1/84-. Ponadto bez-
posrednie pomiary wykazaty istnienie odksztatcenia wstep-
nego, ktérego strzatka f = 7»5 mm ( $q = 0,575j.
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Mozna by nie bez racji sadzi¢, iz przy tak duzej
smukdosci powdoki, niezaleznie od badania statecznosci
lokalnej w ujeciu nieliniowym, nalezatoby takze zbadac
jej statecznos¢ og6lng w sensie Eulera, traktujac za-
gadnienie jako Sciskanie smukdego stupa.

Z uwagi na sposob realizacji sity osiowej nalezatoby
przy tym rozmrazaC przypadek tzw. obcigzenia Sledzacego
(por. np. [5] rozdz.il). Na ogo+ jednak powloki tego ty-
pu sa wielokrotnie podparte na swej ddugosci, dzieki
czemu ten typ utraty statecznosci nie stanowi bezposred-
niego niebezpieczenstwa dla konstrukcji. Tak tez jest
w rozpatrywanym przypadku autoklawu, ktéry spoczywa na
jednym statym i trzynastu przesuwnych #ozyskach.

Obliczenia przeprowadzono na cyfrowej maszynie liczg-
cejx/. Wykazaty one, iz dolne cisnienie krytyczne wyste-
puje w tym przypadku przy m=3 (oraz n=5)* a zatem spo-
dziewane odksztatcenie miatoby posta¢ pieciu wglebien
rozciagajacych sie na 1/3 dtugosci powtoki.
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yCTOMHHBOOTL JIJMHHOH HHIJMFJIDMHECKO0i4 OBOJDHKH
nPH HEUCTBM BHEMSTO HABJIEHM

P e 3ioMe

B padoTe saHo odcyweHze coctohhzh Bonpoca
yCTOOHZBOCTZ UZJIZHflpZHeCKOH HepedpZCTOU 0d0J 10HKZ
npz AelicTBHH BHeinHero RaBJieHZH. KpzTznecKQe 4/ Db-
jieHze, onpe”~ejreHHoe Z3 JczHezHoii Teopzz Majinx ,ne-
EOpMamiH TOHKZX OdOJIOHeK  lipOHBIIHIOT dOJIBUDie pac-
xox~emiH ¢ aaHHHMZ orarra. lleJiZHeEHaH Teopza dojrb-
mnx nporadoB o0dBHCHHeT 3TZ pacxos™eHHH nocpe”CT-
BOM aHajM3a “~e8opMamtii odojioHKZ b nocJieKpzTzze-
CKCE CTajplH. NPZ 3TOM HBAHeTCH HeodXOAHMHM BB e-
CTH noHHTze BepxHero z HZXHero KpzTzzecKoro &hb-
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jreHHH. HejniHeiiHas $anana pa3pemaeTCH no MeTony
PHTuac B 3aKjnoneffim naHo odcyscueroie HeKOToptsx
ocooeHHocTeit, noflBJimoinHXCfl; npH aHajMTHnecKOM hc-
cjieflOBaHHH ycTonnHBOCTH o¢ojioukh Oo0JiBinoii othoch -
TeJIBHOIi fIJIHHH.

STABILITY OF THE LONG CYLLINDRICAL SHELL, SUBJECTED
TO THE WORKING OF OUTSIDE PRESSURE

Summary

The actual state of knowledge concerning the problem
of stability of unribbed cyllindrical shell, subjected
to the working of outside pressure was discussed. The
values of critical pressure, calculated on the ground of
a linear theory of small deformation of thin shells,
point to big divergences with the experimental data.
Unlinear theory of big deformations explains these di-
vergences on the ground of the coat deformation state at
the supercritical load. There is a necessity of introdu-
cing the upper and lower critical pressure values. The
unlinear question was solved by means of Ritz method.
Finally some peculiarities turning up at the analytical
examination of the shell stability with a big relative
length have been discussed.



