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V ereins-A ngelegenheiten .
Die XX. Hauptversammlung des Vereins zur Förderung des mathematischen und natur

wissenschaftlichen Unterricht findet vom 5. bis 9. Juni in M ü n s t e r  i. Westf. statt. Der unter dem 
Vorsitz des Herrn Geheimrat Prof. Dr. K i l l i n g  gebildete Ortsausschuß setzt sich aus folgenden 
Herren zusammen:

1. E h r e n a u s s c h u ß .
Herr Staatsminister Freiherr v o n  d e r  R e c k e  v o n  d e r  H o r s t ,  Oberpräsident der 

Provinz W estfalen und Kurator der Westfälischen Wilhelms-Universität; Herr W irklicher Geheimer 
Oberregierungsrat A s c h e r ,  Präsident der General-Kommission; Herr Prof. Dr. D i e k a m p ,  d. Z. 
Rektor der Westfälischen Wilhelms - Universität; Herr Dr. jur. et phil. H a m m  e r  S c h m i d t ,  
Landeshauptmann; Herr Geheimer Regierungsrat Prof. Dr. H i t t o r f ;  Herr Oberbürgermeister 
Dr. J u n g e b l o d t ;  Herr Landesrat K a y s  e r ,  Stadtverordneten-Vorsteher.

2. G e s c h ä f t s a u s s c h u ß .
Vorsitzender: Herr Geheimer Regierungsrat Prof. Dr. K i l l i n g .
M itglieder: Herr Prof. Dr. B u s z ;  Herr Prof. Dr. C o r r e n s ;  Herr Prof. Dr. H o v e 

s t a d t ;  Herr Prof. Dr. K a ß n e r ;  Herr Oberlehrer Dr. L i n n e b o r n ;  Herr Prof. Dr. M e i n a r -  
d u s ;  Herr Prof. Dr. P I  aß  m a n n ;  Herr Prof. Dr. P ü n i n g ;  Herr Prof. Dr. R o s e m a n n ;  Herr 
Geheimer R,egierungsrat Prof. Dr. S a l k o w s k i ;  Herr Provinzial-Schulrat Dr. S ch  i c k  h e  Im ; 
Herr Prof. Dr. Ge r b .  S c h m i d t ;  Herr Prof. Dr. S te rn  p e l l ;  Herr Baugewerbeschul-Direktor 
V o n d e r l i n n ;  Herr Prof. Dr. W a n g e  ma n n .

Eine größere Anzahl von Vorträgen ist bereits angemeldet und mehrere Besichtigungen 
und wissenschaftliche Ausflüge sind in Aussicht genommen, die im nächsten Hefte zur Mitteilung 
gelangen werden.

W eitere Anmeldungen von Vorträgen werden unter der Adresse des Herrn Geheimrat 
Prof. Dr. K i l l i n g  (Münster i. Westf.) oder der des derzeitigen Vereinsvorsitzenden (Hamburg 36) 
erbeten. Dr. A. T h a e r .
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D ie H elligkeitsem p fiad lich k eitsk u rve  
des A n ges und ihre Benutzung zur  

Tem peraturbestim m ung.
Vortrag, gehalten auf der XiX. Hauptversammlung des 

Vereins in Posen 
von Ot t o L u m m e r  (Breslau).

§ 1. E i n l e i t u n g .  Meine Herren! Zahl
reich sind die Arbeiten, welche zum Zweck 
haben, die Helligkeitsempfindlichkeit unseres 
Auges für die verschiedenen Spektralfarben zu 
bestimmen. Aber erst in der allerletzten Zeit 
ist es gelungen, diese Bestimmung eimvandsfrei 
und genau auszuführen.*) Bei der Darlegung 
der neuen Methode werden wir notwendig auf 
die neueren Erkenntnisse in bezug auf das 
„Sehen im Hellen und Dunklen“ eingehen müssen, 
und es bietet sich mir somit Gelegenheit, Ihnen 
auch einige Versuche vorzuführen, die vielen 
von Ihnen vielleicht noch unbekannt sein dürften. 
Es war dies mit der Grund, gerade dieses Thema 
zu wählen.

§ 2 .  D ie  z u r  B e s t i m m u n g  d e r  H e l l i g 
k e i t s e m p f i n d l i c h k e i t s k u r v e  n o t w e n 
d i g e n  Da t e n .  Um zu erfahren, um wieviel
mal heller die gleiche Energie Rot empfunden 
wird als die gleiche Energie Gelb, Grün, Blau 
usw., muß man erstens die Energieverteilung 
im Spektrum kennen und zweitens die Hellig
keit der verschiedenen Spektralfarben mitein
ander vergleichen. Bei der geringen Energie 
im Spektrum konstant brennender Lichtquellen 
ist die energetische Messung recht schwierig, 
will man die Energieverteilung von W ellen
länge zu Wellenlänge kennen lernen. Die 
„farbige“ Photometrie bietet aber nicht minder 
große Schwierigkeiten, insofern im allgemeinen 
die Helligkeitsvergleichung von der absoluten 
Intensität des Spektrums abhängt.

Die erstere Schwierigkeit ist überwunden, 
seitdem der „absolut schwarze“ Körper ver
wirklicht worden ist und die Gesetze der 
schwarzen Strahlung festgelegt sind. Dadurch 
erübrigt sich eine direkte Messung der Energie
verteilung im Spektrum; diese ist mit Hilfe 
der Dispersionskurve des benutzten Prismas zu 
errechnen (siehe § 5 a).

Aber auch die Helligkeitsvergleichung der 
verschiedenen Spektralbezirke miteinander bat 
eine festere Basis gewonnen. Einmal durch 
Anwendung des „Flickerprinzips“ auf die 
Spektralphotometrie und vor allem durch die 
neueren Erkenntnisse in bezug auf das „Sehen 
im Hellen und Dunklen“. E rst seitdem wir 
wissen, daß den beiderlei Netzhautelementen, 
den Z a p f e n  und den S t ä b c h e n ,  deren ana-

*) R. S t i l l e r ,  „Die Helligkeitsempfindiichkeits- 
kurve des Auges“. Bisher noch nicht publiziert.

E. T h ü r me l ,  „Das Lummer -Pringsheimsche 
Spektral-Flickerphotometer als optisches Pyrometer“. 
luaug.-Dissertntion. Breslau 1910.

tomische Verschiedenheiten man seit langem 
kannte, auch beim Sehen ganz verschiedene 
Funktionen zuerteilt werden müssen, ist auch 
in die Photometrie farbiger Flächen Klarheit 
gekommen. W ir gehen daher zunächst auf die 
neuere Anatomie der Netzhaut und die innig 
damit verknüpfte Theorie des „Sehens im Hellen 
und Dunklen“ ein.

§ 3 . A n a t o m i e  d e r  N e t z h a u t  ( Zapf en  
u n d  S t ä b c h e n ) .  Seit langem weiß man, daß 
die Zapfen und Stäbchen die lichtempfindlichen 
Gebilde sind, in denen die von außen kommende 
Energie die Reizung des Sehnerven bewirkt. 
W ährend man aber aus den Versuchen über die 
Sehschärfe schließen zu müssen glaubte, daß den 
Zapfen allein die Vermittelung des Sehens zufalle, 
deutete doch der fast gleiche anatomische Bau 
darauf hin, daß wohl auch die Stäbchen eine 
Rolle beim Sehen spielen. E rst auf Grund der 
neueren physiologischen Forschungen über das 
Sehen bei geringer Helligkeit und den Einfluß 
des Sehpurpurs in den Stäbchen bei der Farben
perzeption gelang es mehr und mehr, die W ir
kungsweise unserer beiden Netzhautorgane von
einander zu trennen und ihre gesonderten Auf
gaben zu ergründen.*)

W ir stellen uns hier auf den Boden der 
Theorie des Herrn v. K rie s* * ), gemäß welcher 
die Zapfen unseren farbentüchtigen „ H e l l -  
a p p a r a t “ und die Stäbchen unseren total 
farbenblinden „ D u n k e l a p p a r a t “ bilden. Nach 
dieser Theorie vermitteln die Zapfen das Sehen 
bei großer Helligkeit und ihre Erregung durch 
die Lichtwellen erweckt im Gehirn die Emp
findung der F a r b e ,  während die purpur
haltigen Stäbchen t o t a l  f a r b e n b l i n d  sind, 
erst bei geringer Helligkeit in W irksamkeit 
treten und die Fähigkeit besitzen, ihre Empfind
lichkeit im Dunkeln ganz bedeutend zu steigern. 
„Dunkeladaptation“ nennt v. K r i e s  diese Eigen
schaft der Stäbchen. Ehe die Zapfen farbiges 
Licht empfinden, vermitteln die Stäbchen zum 
Gehirn den Eindruck farbloser Helligkeit.

Aus der Anatomie der Netzhaut unseres 
Auges folgt andererseits, daß auf der Netzhaut
grube oder fovea centralis und einem Teil der 
macula lutea n u r  Zapfen und gar keine Stäb
chen vorhanden sind, während die übrige Netz
haut sowohl Stäbchen wie Zapfen enthält, und 
zwar in der Anordnung, daß nach dem Rande 
der Netzhaut zu die Stäbchen an Zahl die 
Zapfen überwiegen. Außerdem wissen wir, daß 
die Netzhautgrube die bevorzugte Stelle ist, 
mit der wir sehen, wenn wir eiben Gegenstand

*) V ergl. A. K ö n i g ,  „Ueber den menschlichen 
Sehpurpur und seine Bedeutung heim  Sehen“. Sitzber. 
d. Berl. Akad. d. V issensch., S. 577, 1894.

**) J .  v. K r i e s ,  „U eber die Funktion der Netz
hautstäbchen“. Zeitschr. f. Psycb. u. Phys. d, Sinnes
organe 9, 81— 123, 1894.
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lixieren und scharf ins Auge fassen. B e i m  
F i x i e r e n  o d e r  b e i m  d i r e k t e n  S e h e n  
( f o v e a l  b e z w. z e n t r a l )  s i n d  d a h e r  d i e  
S t ä b c h e n  a u s g e s c h a l t e t ,  b e i m  i n d i r e k 
t e n  S e h e n  ( p e r i p h e r )  t r e t e n  a u ß e r  d e n  
Z a p f e n  n o c h  d i e  S t ä b c h e n  in T ä t i g 
k e i t .  Hier treten also bei geringer Helligkeit 
die beiden Sehapparate in einen scharfen W ett
streit ein, der, wenn nur die Helligkeit gering 
genug ist, zugunsten der farbenblinden Stäbchen 
ausfällt, so daß dann alles „Grau in Grau“, 
d. h. in farbloser Helligkeit erscheint.

B

Die neueren anatomischen Untersuchungen 
der Netzhaut*) zeigen, daß die Stäbchen zu 
vielen gemeinschaftlich an einer Nervenfaser 
sitzen, während den Zapfen, wenigstens den
jenigen der fovea centralis, je  eine besondere 
Leitung zukommt. Hierdurch wird 
es uns zum Teil verständlich, war
um die Stäbchen früher über die 
Reizschwelle treten als die Zapfen, 
um so mehr, als sie über alle Wellen 
integrieren, während die Zapfen in 
bezug auf die Wellenlänge differen
zieren. Schätzungsweise besitzen 
wir im ganzen 113 Millionen Stäb
chen und 7 Millionen Zapfen (davon 
nur 4000 auf der fovea centralis und 
8000— 13 000 auf der macula lutea), 
während allen diesen Elementen nur 
eine Million Nervenleitungen zur Ver
fügung stehen, welche bündelweise, 
dabei einzeln voneinander isoliert, zu 
einem Kabel verschnürt (Projektion), 
dem Gehirn die Lichtmeldungen 
übermitteln.

E rst die neueren „Färbungs
methoden“ von E h r l i c h  und

*) Vergl. R. G r e e f f ,  „Die mikroskopische Ana
tom ie des Sehnerven und der N etzhaut“. Aus dem 
H andbuch der Augenheilkunde von G r ä f e  und 
S ä m i s c h .  2. Aufl. 1 (5), Berlin 1901.

C a m i l l o  G o l g i  haben Aufschluß über den 
Verlauf der Nervenfasern in der Retina und 
von ihr zum Gehirn gebracht. Fig. 1 stellt 
einen von R a m o n  y C a j a l  nach dieser Methode 
erhaltenen Querschnitt durch die Netzhaut dar. 
Das in Richtung von unten nach oben auf die 
Netzhaut fallende Licht durchläuft erst alle die 
verschiedenen Netzhautschichten X  bis I I I ,  ehe 
es an die Zapfen- und Stäbchenschicht I I  gelangt, 
wo es in Lichtreiz umgesetzt wird, welcher von 
da durch die Nervenfasern, Ganglienzellen usw. 
wieder zurück zur Schicht X  und zum Gehirn 
geleitet wird. D ie  n e r v ö s e n  G e b i l d e  
s i n d  a l s o  u n e m p f i n d l i c h  g e g e n  d i e  
e i n d r i n g e n d e  L i c h t s t r a h l u n g .

Der bei der Energieum
setzung in den Zapfen und c 
Stäbchen stattfindende Vor
gang ist noch unaufgeklärt.
Aus der A rt der Fortleitung 
des Nervenreizes darf man 
auf Vorgänge elektromagneti- 
scherNatur schließen.*) Fig. 2 
zeigt die Leitung des Reizes 
zum G ehirn; in ihr bedeutet 
A die Netzhaut, C das vordere 
Vierhügelpaar mit den pri- J 
mären Ganglienzellen im Ge
hirn und B  die Verbindungs
bahn. Ehe die Nerven zu den 
primären optischen Ganglien
zellen mit dem corpus geni- 
culum, dem vorderen Vier- 
hügelpaar und dem Pulvinar 
der Sehhügel (Fig. 3) gelangen, kreuzen sich

*) Vergl. O. L u m m e r ,  „Die Lehre von der 
strahlenden E nergie (O ptik)“, S. 341 und 342. E r
schienen als I I .  Band, 3. Buch von M üller-Pouillet- 
P faundler; 1907, 1189 Seiten.

C a n  f u s

Schema des Sehbahnenvcrlaufes. /;. Seilbahnen cechts und L. Sehbahnen links.
Fig. 3.
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die von beiden Augen kommenden Nervenbündel 
und'jzwar so, daß die eine Hälfte des linken 
Bündels mit der einen Hälfte des rechten Bündels 
zum rechten Geniculum und die beiden übrigen 
Hälften zum linken Geniculum gehen. Eine 
ganze Anzahl von Fasern erleiden aber unter
wegs in sich eine Zweiteilung (Fig. 4), von 
denen der eine Teil nach links, der andere nach 
rechts geht.

tüchtigen Zapfen mittels weißen Lichtes oder 
komplementärer Lichtgemische. Um das „ S t ä b 
c h e n w e i ß “ zu demonstrieren, bedarf es eines 
absolut dunklen Raumes. Folgende Versuche 
scheinen mir am geeignetsten, um das Sehen 
im Dunkeln und den dabei auftretenden W ett
streit zwischen den Zapfen und Stäbchen zu 
demonstrieren.*)

1. F a r b l o s s e h e n  d e s  S p e k t r u m s .  
Man entwirft ein farbenreines Spektrum mit 
Hilfe der Linse L  (Fig. 5) und des gerad-

1

Fig. 4.

Die Fasern hh (Fig. 2) führen von den 
primären Ganglienzellen zentralwärts zur inneren 
Kapsel (Fig. 8), von wo sie sich fächerförmig 
ausbreiten und als G r a t i o l e t s c h e  Sehstrahlung 
zur Rinde des Hinterhauptlappens (Cuneus) 
weiterziehen, wo nach M u n c k die Sehsphäre 
liegt. D ie  h i e r  l i e g e n d e n  G a n g l i e n 
z e l l e n  s i n d  e b e n s o  r e g e l m ä ß i g  a n g e - 
o r d n e t  w i e  d i e  E n d i g u n g e n  d e r  F a s e r n  
i n  d e n  Z a p f e n  u n d  S t ä b c h e n  d e r  R e 
t i n a ,  s o  d a ß  b e n a c h b a r t e n  R i n d e n -  
e l e m e n t e n  b e n a c h b a r t e  R e t i n a e l e m e n 
t e  e n t s p r e c h e n .

Die Zapfen und Stäbchen sind so mit der 
Tastatur eines Klaviers zu vergleichen; von den 
Lichtstrahlen angeschlagen, senden sie Nerven
reize zum Resonanzboden mit dem Saitenspiel 
(Cuneus mit den Ganglienzellen), durch welches 
sie in Licht e m p f i n d un  g e n umgesetzt werden. 
Von den Ganglienzellen im Cuneus gehen noch 
zahlreiche Nervenfasern (Assoziationsfasern) zu 
den entfernter liegenden Teilen des Gehirns 
(Fig. 3) und setzen das Sehzentrum mit anderen 
„höheren“ geistigen Zentren in Verbindung. 
Den zentripetalen Nervenfasern, welche die Licht
eindrücke von der Retina zum Gehirn leiten, 
stehen die zentrifugal leitenden Fasern g (Fig. 2) 
gegenüber, welche in den primären Ganglien
zellen entspringen, im Sehnerv abwärts gehen 
und in der Körnerschicht der Retina als Zelle 
mit Verästelungen endigen.

§ 4. W e t t k a m p f  d e r  S t ä b c h e n  u n d  
Z a p f e n  ( S t ä b  c h e  n we i ß ) .  Die Empfindung 
W e i ß  oder f a r b l o s e r  Helligkeit kann auf 
zweierlei Weise entstehen: erstens durch be
liebige Erregung der nur farblos empfindenden 
Stäbchen, zweitens durch Reizung der farben-

.. |  '~ p ~ -

0
Fig. 5.

sichtigen Prismas P  vom Spalt m, der durch 
die Bogenlampe B  und das Kondensorsystem C 
erleuchtet ist. In den nahe parallelen Strahlen
gang schaltet man die Polarisationsprismen .V, 
und AL, um die Helligkeit aller Teile des 
Spektrums im gleichen Maße schwächen zu 
können, ohne dabei die Helligkeitsverteilung im 
Spektrum zu ändern. Bei paralleler Stellung 
der Nicolschen Prismen M, und X., ist das 
Spektrum am hellsten ; bei gekreuzter Stellung 
ist auf dem Projektionsschirm vom Spektrum 
gar nichts zu sehen. Alles falsche Licht muß 
sorgfältig vermieden werden! Macht man die 
Helligkeit des Spektrums immer geringer und 
geringer, so verschwinden zunächst die roten 
und die blauen Farben, dann das Gelb usw. 
und schließlich erscheint s ta tt des farbigen 
Hellspektrums ein f a r b l o s e s ,  sehr licht
schwaches „Dunkelspektrum“, dessen maximale 
Helligkeit da auftritt, wo beim farbigen „Hell
spektrum “ die b l  au  g r ü n e  Farbe liegt.

Das farblose Dunkelspektrum gewinnt an 
Helligkeit und farblosem Glanz, -wenn man von 
direkter Beobachtung zu i n d i r e k t e r  über
geht, also über das Spektrum hinwegschaut, 
so daß das Netzhautbild auf periphere Stellen 
der Netzhaut zu liegen kommt, wo die Stäb
chen an Zahl die Zapfen überwiegen. Auch 
muß das Auge im Dunkeln verweilt haben, um 
dunkel adaptiert zu sein.

Geht man vom Dunkel- zum Hellspektrum 
über, so treten nach und nach die farbigen 
Tinten auf. Die größte Helligkeit erreicht das 
Spektrum beiFortnahm e der Nicolschen Prismen, 
und man erkennt dann leicht, daß das Maximum 
der Helligkeit beim Hellspektrum im G e l b -  
g r ü n e n  gelegen ist.

*) Vergl. 0 . L u m m e r ,  „Experim entelles über 
das Sehen im -Dunkeln und H ellen (Hypothese über 
die Ursache der „Farbenblindheit“)“. Verhdlgn. d. 
Deutsch. Physik. Ges. V I, Nr. 2. 1904.
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Aus diesen Versuchen folgt, daß die Stäb
chen vor den Zapfen über die Schwelle (Reiz
schwelle) schreiten, und daß die Stäbchen am 
empfindlichsten für den b l a u g r ü n e n ,  die 
Zapfen für den g e l b g r ü n e n  Spektralteil sind. 
W ir werden später hierüber noch genaueren 
Aufschluß erhalten (siehe § 6).

2. G r a u g l u t  u n d  R o tg lu t .* )  Verfolgt 
mau die Lichtentwickelung einer Glühlampe 
bei kontinuierlich wachsender Stromstärke im 
hellen Zimmer, so fängt bei gewisser Tempe
ratur der Glühfaden mit r o t e m  Lichte zu 
leuchten an ( R o t g l u t ) ,  um schließlich in W eiß
glut überzugehen und zu zerspratzen. Anders 
im absolut dunklen Raume bei gut ausgeruhtem 
Auge, so daß die Stäbchen sich dunkel-adaptiert 
und auf ihren Beruf zum Sehen vorbereitet 
haben. Dann sendet der Kohlefäden zuerst 
ein „ d ü s t e r n e b e i g r a u e s “ oder „ g e s p e n 
s t e r g r a u e s “ Licht aus,**) welches unstet hin 
und her huscht. Dieses Gespenstische ver
schwindet erst, wenn der Glühfaden so hoch 
temperiert ist, daß er hellrot erscheint. Aber 
auch dann noch kann man die „Rotglut“ in 
„G rauglut“ venvandeln, wenn man die Lampe 
i n d i r e k t  anschaut, _so daß ihr Bild auf eine 
peripherische Stelle der Netzhaut fällt, wo die 
Anzahl der Stäbchen die der Zapfen Uberwiegt. 
Es verwandelt sich das bei direktem Sehen 
auftretende Rot in ein magisches W e i ß  (Stäb
chenweiß) bei indirektem Sehen.

Um auch ungeübteren Beobachtern diesen 
interessanten W ettstreit zwischen den Zapfen 
und Stäbchen vorzuführen, bediene ich mich 
dreier Glühlampen in etwa 1 bis 11/ i  m Ab
stand voneinander, die alle vom gleichen Strom 
gespeist werden, dessen Intensität man kon
tinuierlich von Null an steigern kann. Zunächst 
bringt man die Lampen auf so geringe Glut, 
daß man sie bei direktem Sehen gerade eben 
noch wahrnimmt. Da man immer nur eine der 
drei Lampen fixieren kann, so entstehen die 
Bilder der beiden anderen auf einem periphe
rischen Netzhautteil, wo die dunkel adaptierten 
Stäbchen siegen. Man erblickt infolgedessen 
die fixierte Glühlampe rotglühend, die beiden 
anderen in farblosem, glänzendem, stäbchen
weißem Lichte (Grauglut). Wie schnell man 
auch den Blick von der einen zur anderen 
Glühlampe schiveifen läßt, stets erscheint die 
direkt ges.ehene, anvisierte Lampe ro t, die 
anderen aber springen um in glänzendes Weiß, 
■welches wir im Hellen noch niemals gesehen 
haben. Dieses interessante Spiel gelingt auch 
noch bei Verstärkung des Stromes bis zu einer

*) 0 . L u m m e r ,  „G rauglut und R o tg lu t“. Verhdlgn. 
d. Physik. Ges. 1(>, 121—127; 1897. Ann. d. Phys. 92, 
14—29; 1897.

**) H . F . W e b e r ,  Sitzuugsber. d. Berl. Akad. 28, 
491 ; 1887.

Stärke, bei welcher die direkt gesehene Lampe 
h e l l r o t  erscheint.

3. K l e i n e s  b l a u l e u c h t e n d e s  F l ä m m -  
chen .  Betrachtet man ein kleines, aus einer 
engen Oeffnung brennendes Gasflämmchen, dessen 
Größe man mittels eines Quetschhahnes beliebig 
verringern kann, abwechselnd direkt und in
direkt, so tr itt folgende Erscheinung auf. Das 
direkt fixierte und s c h a r f  gesehene (Kurz
sichtige müssen sich immer dann, wenn scharf 
fixiert iverden muß, geeigneter Brillengläser be
dienen!), mit mattbläulichem Licht leuchtende 
Flämmchen verwandelt sich beim indirekten 
Sehen in eine ziemlich a u s g e d e h n t e  Licht
scheibe von mondscheinfarbenem Glanze, um
geben von schwach leuchtender Zone.

4. G e s p e n s t e r s e h e n .  Das „Gespen
stische“ des Stäbchensehens tr itt erst ein, wenn 
man eine genügend kleine Fläche betrachtet, 
deren Netzhautbild an Ausdehnung höchstens 
gleich der Stelle des deutlichsten Sehens ist 
und deren Helligkeitssteigerung man im Dunkeln 
von Null an verfolgt.

Um Ihnen das „Gespenstersehen“ vorzuführen, 
bediene ich mich der folgenden Vorrichtung. 
In einem mit einem Ausschnitt von 15 mm 
Durchmesser versehenen, sonst vollkommen ge
schlossenen Kasten befindet sich eine elektrische 
Glühlampe, deren Strom beliebig bis zu Null 
abgeschwächt iverden kann. H inter dem Aus
schnitt befindet sich eine matte Scheibe und 
vor ihm eine verschiebbare Messingplatte mit 
verschieden großen Löchern, etwa von 3, 6 und 
9 mm Durchmesser. Von der scharf begrenzten 
Oeffnung entwirft man auf einem weißen Schirme 
ein vergrößertes, deutliches Bild und bringt in 
den Strahlengang mehrere B lätter b l a u g r ü n  
gefärbter Gelatine, so daß gerade die S t ä b c h e n  
am s t ä r k s t e n  erregt iverden.

Solange die Helligkeit so gering ist, daß 
die Zapfen ausgeschaltet sind, erblicken ivir 
den Lichtfleck indirekt und demnach farblos 
und ohne scharfe Konturen. Die Folge davon 
ist, d a ß  e r  g a n z  v e r s c h w i n d e t ,  s o b a l d  
w i r  i h n  f i x i e r e n .  Dieses Verschwindenlassen 
gelingt auch noch, wenn man den Fleck so groß 
macht, daß sein Abbild die ganze macula lutea 
bedeckt (Einschaltung einer größeren Oeffnung). 
Freilich ist das Fixieren dann noch schwieriger, 
weil die geringste Bewegung des Auges den 
Fleck sichtbar macht, und unser gern umher
irrendes Auge un-willkürlich jene Stellung ein
nimmt, bei der es das meiste Licht auffängt. 
Es macht sich je tz t also jenes Spiel besonders 
bemerkbar, daß wir etwas sehen, was wir nicht 
fixieren, und daß das Gesehene unseren Blick 
flieht, sobald wir es genauer betrachten wollen.*)

*) Vergl. 0 . L u m m e r ,  „Beitrag zur K lärung der 
neuesten V ersuche von R. B l o n d l o t  über die N- 
S trahlen“. Diese Verhdlg. 5, 418; 1903.
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Ist es aber für einen Augenblick gelungen, den 
Fleck zu fixieren, so bricht er allsobald wieder 
hervor und die Suche nach dem fliehenden, 
„gespensterhaften“ Irrlicht beginnt von neuem. 
E rst wenn die Helligkeit so groß geworden 
ist, daß auch die Zapfen erregt werden (Ver
stärkung des Heizstromes der Glühlampe), hört 
dieser ungewohnte Zustand auf und wir können 
den Lichtfleck in aller Ruhe beobachten und 
seine scharfe Begrenzung und seine blaugrüne 
Farbe deutlich erkennen.

§ 5 . G e n a u e  B e s t i m m u n g  de r  H e l l i g 
k e i t s e m p f i n d l i c h k e i t  d e s  A u g e s  f ü r  
d i e  v e r s c h i e d e n e n  S p e k t r a l f a r b e n  
( H e l l i g k e i t s - E m p f i n d l i c h k e i t s k u r v e ) .  
Zum Verständnis der genauen Bestimmung sei 
zunächst an der Hand eines Versuchs nochmals 
kurz auf die Methode selbst hingewiesen. W ir 
entwerfen wieder mit Hilfe des in Fig. 5 
skizzierten Aufbaues, aber unter Fortlassung 
der Nicolschen Prismen N2, das lichtstarke 
Hellspektrum und bringen in den Gang der 
Lichtstrahlen, kurz vor den Projektionsschirm, 
eine Me l l o n i s c h e  Thermosäule, wie sie in 
jedem physikalischen Kabinett vorhanden ist. 
Aus dem Schatten der Thermosäule können Sie 
erkennen, von welchem Spektralteile sie be
leuchtet wird. Aus dem Ausschlage des mit 
der Thermosäule verbundenen Galvanometers 
kann man auf die Energie des betreffenden 
Spektralbezirks schließen. Verschiebt man die 
Thermosäule von Stelle zu Stelle und notiert 
jedesmal den Ausschlag, träg t die Wellenlängen 
als Abszissen und die Ausschläge als Ordinaten 
auf, so erhält man die Kurve für die Energie
verteilung im vorliegenden Spektrum. Sie er
kennen zunächst, daß die Äusschläge im sicht
baren Teil des Spektrums relativ klein sind 
und ein Maximum im ultraroten Spektralbezirk 
erreichen, für welchen das Auge unempfind
lich ist.

Da unser Auge einen und denselben Spek
tralbezirk um so heller sieht, je  mehr Energie 
diesem Bezirk zugeführt wird, so möchte man 
geneigt sein, zu schließen, daß man entsprechend 
der gefundenen Energiekurve auch diejenige 
Farbe am hellsten sehen müßte, für welche der 
Ausschlag am größten war. So gab Rot einen 
größeren Ausschlag als Gelbgrün; also müßte 
Rot dementsprechend heller erscheinen als Gelb
grün. Sie erkennen aber ohne weiteres, daß 
Gelbgrün viel heller als Rot erscheint. Daraus 
folgt, d a ß  d a s  A u g e  f ü r  G e l b g r ü n  v i e l  
e m p f i n d l i c h e r  i s t  a l s  f ü r  Ro t .

Könnten wir ohne alle Apparate die Hellig
keit der verschiedenen Spektralbezirke, deren 
Energieverhältnisse wir kennen, genau mit
einander vergleichen, so wäre unsere Aufgabe 
gelöst und zwar um so besser, je  genauer die

Energieverteilung und die HelligkeitsVerglei
chung ausgeführt wäre.

Erörtern wir zunächst die Bestimmung der 
Energieverteilung, Wie schon kurz erwähnt 
(vergl. § 2), ist die direkte genaue Messung 
der Energieverteilung im sichtbaren Spektrum 
recht schwierig, wenn man enge Bezirke durch
messen und die Energie bis auf 1 °/0 genau 
kennen will. Darum wurde eine i n d i r e k t e  
Methode zur Bestimmung der Energieverteilung 
gewählt, und die Helligkeitsvergleichung im 
Spektrum des schwarzen Körpers ausgeführt.

a) E n e r g i e v e r t e i l u n g  i m S p e k t r u m  
d e s  s c h w a r z e n  K ö r p e r s  ( N o r m a l s p e k 
t r u m ,  D i s p e r s i o n s s p e k t r u m ) .  Es werde 
zunächst angenommen, daß wir zur Erzeugung 
des Spektrums ein G itter benutzen, welches 
ein Gitterspektrum oder sogen. „Normaispektrum“ 
erzeugt im Gegensatz zum eigentlichen Di
spersionsspektrum, entworfen durch ein Glas
prisma. Während im Gitterspektrum die Ab
lenkung der Farben proportional der W ellen
länge ist, wird von einem Glasprisma die 
Energie im roten Teil zusammengedrängt, im 
blauen auseinandergebreitet, insofern die Di
spersion für Blau größer ist als für Rot.

„Schwarze“ Strahlung ström t aus von der 
Oeffnung eines überall gleich temperierten Hohl
raumes. Es wurde der „elektrisch geglühte“ 
schwarze Körper von L u m m e r  - K u r  1 b a u m**) 
benutzt, welcher bei S  in Fig. 6 abgebildet ist 
und dessen Temperatur durch ein im Inneren 
des strahlenden Hohlraumes befindliches Thermo
element direkt am Millivoltmeter M  abgelesen 
werden kann.

Die Strahlung des schwarzen Körpers ist 
für alle Wellen des Gitterspektrums (Normal- 
spektrums) bekannt, sobald die Temperatur des 
Hohlraumes gegeben ist. Nach der P l a n c k -  
schen Formel ist nämlich die schwarze Strah
lung für einen Wellenlängenbezirk zwischen 
X und A -f - (IX dargestellt durch :

=  1 )

wo Cj und c2 Konstanten sind, \  die W ellen
länge (ausgedrückt in u) bedeutet und T  die 
absolute Temperatur des schwarzen Körpers 
ist. Da es sich nur um relative W erte dreht, 
kann ex =  1 gesetzt w erden; c2 ist eine Natur
konstante und nach den Versuchen von L u m -  
m e r - P r i n g s h e i m * * * )  gleich 14600.

Beleuchtet der schwarze Körper den Spalt 
eines Spektrometers, auf dessen Tischchen ein

*) Vergl. 0 .  L u m m e r  und W.  W i e n .  Wied. 
Ann. 56, 451—456; 1895.

**) V ergl. 0 . L u m m e r  und F.  K u r l b a u i n .  
V erhdlgu. d. Deutsch. Physik. Ges. X V If, Nr. 9.

*’**) O . L u m m e r  und E.  P r i n g s h e i m .  Verhdlgu. 
der Deutsch. Physik. Ges. I, 23—41 und 215—235; 
1899.



1911. No. 1. D i e  H e l l i g k e i t s e m p i g n d l i c h k e i t s k u e v e  d e s  A u g e s . S. 7.

G itter als dispergierender Apparat steht, so 
können wir laut Formel 1) die Energieverteilung 
im Gitterspektrum  berechnen. In W irklichkeit 
ist aber das G itter unbrauchbar, da es zu licht- 
scliwach ist und in energetischer Beziehung 
nach Versuchen von F. P a s c h e n  kein Normal
spektrum liefert. Man ist daher auf die Ver
wendung eines Prismas angewiesen und zwar 
von möglichst grober Dispersion. Für das vom 
Prisma entworfene Spektrum ist die P l a n  c k - 
sehe Formel nicht ohne weiteres anwendbar.

d » /d -k =  (n2 - u l)/(h _ h )
bilden.

Die Auffindung der E n e r g i e v e r t e i l u n g  
im „Brechungsspektrum“ der schwarzen Strah
lung ist also auf die Bestimmung der D i s p e r -  
s i o n s k u r v e  reduziert, die sich mit aller 
Schärfe leicht ausführen läßt.

b) F l i c k e r p r i n z i p  ( S p e k t r a l - F l i c k e r -  
p h o t o m e t e r ) .  Das „Flickerprinzip“ ist von 
Ro o d * )  in die buntfarbige Photometrie ein-

Fig. 6.

Da ein Glasprisma den roten Bezirk mehr 
zusammendrängt als den blauen, so muß die 
aus Formel 1) errechnete Energie für Rot ver
kleinert werden gegenüber der für Blau be
rechneten Energie und zwar entsprechend der 
„Dispersion“ der verwendeten Prismensubstanz. 
Man hat also für jede Spek
tralstelle (Wellenlänge }.) die
Größe d n/d/, zu suchen, wo n ^  _
der zu X gehörige Brechungs
quotient ist, und damit die 
aus Gleichung 1) berechneten 
W erte zu multiplizieren.

Man tindet die W erte von "¡<1 /  auf 
experimentellem Wege, indem man für bekannte 
Wellenlängen (N u -  L inie, H g  - Linien usw.) 
>.i, ¿2 usw. die zugehörigen Brechungsquotienten 
ui, n-z usw. bestimmt, die Wellenlängen als 
Abszissen, die Brechungsquotienten als Ordinaten 
aufträgt und letztere durch eine Kurve (Disper
sionskurve) verbindet. Aus ihr kann man für 
jede beliebige Wellenlänge /. den W ert

geführt worden. Es kam darauf an, dasselbe 
für die Vergleichung von Spektralfarben nutzbar 
zu machen. Um Ihnen das Spektral-Flicker- 
photometer verständlich zu machen, habe ich 
folgenden Versuch aufgebaut. Das Licht der 
Bogenlampe B  (Fig. 7) wird durch den Kondensor

®  " ßZ\ ( I lf lH *
.7 ir G F  E  D  C B

Fig. 7.
(1 auf den beiden vertikalen Spalten 1 und 2 
der P latte D  konzentriert. Linse F  entwirft 
von den Spalten auf dem Schirm H  zwei reelle 
Bilder und bei Zwischenschaltung des gerad- 
sichtigen Prismas G zwei gegeneinander horizontal 
verschobene Spektren. Der Schirm H  besitzt

*) 0. N. Rood.  Ahn. Journ. of. Sc. 46, 173, 1893. 
Vergl. auch: P o l i ma n t i ,  Zeitschr. f. Psych. u. Phys. 
d. Sinnesorgane 19, 263.
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die spaltförmige Oeffnung 0, von welcher die 
Linse ./ auf dem Projektionsschirm K  ein Abbild 
entwirft. Dieses erscheint in verschiedener 
Farbe, je nachdem Spalt 1 oder Spalt 2 leuchtet. 
Die Vorrichtung E  bewirkt, daß abwechselnd 
bald der eine, bald der andere Spalt verdeckt 
wird, so daß d i e s e l b e  S t e l l e  d e s  P r o -  
j e k t i o n s s e h i r m s  a b w e c h s e l n d  m i t  v e r 
s c h i e d e n f a r b i g e m  L i c h t  b e s c h i c k t  
w i r d .  Die miteinander abwechselnden Farben 
hängen vom Abstande der beiden Spalte 1 und 2, 
der Größe der Dispersion des Prismas usw. ab.

Die Vorrichtung E  besteht aus einem 
rotierenden Blechzylinder (Trommel) mit ent
sprechend angeordneten Ausschnitten und wird 
durch einen Elektromotor getrieben. Die 
Spalte können in ihrer Breite durch Mikro
meterschrauben verändert werden. Zunächst 
seien sie gleichbreit, und die Trommel E  in 
Ruhe. Bei langsamer Umdrehung mit der Hand 
erscheint der Schirm bei 0'  bald gelb, bald 
g rün ; je  schneller die Trommel sich dreht, um 
so schneller ist der Farbenwechsel, und es macht 
sich ein „Flickern“ des betrachteten Feldes 
bemerkbar. Je tz t lassen wir die Rotations
geschwindigkeit konstant und ändern die Breite 
eines der beiden Spalte, bis das Flickern ver
schwindet.

In diesem Falle soll nach der Hypothese, 
auf welcher das Flickerprinzip auf baut, d ie  
H e l l i g k e i t  d e r  b e i d e n  F a r b e n  g l e i c h  
s e i n .  Drehe ich je tz t den einen Spalt auf oder 
zu, so setzt das Flickern wieder ein.

Bei subjektiver Beobachtung gestaltet sich 
die Anordnung noch etwas einfacher. In Fig. 6 
ist bei Sj) das von L u m m e r - P r i n g s h e i m  hier
für konstruierte Spektral-Flickerphotometer ab
gebildet. Im wesentlichen besteht es aus einem 
Spektralapparat mit Kollimator und Fernrohr. 
In Fig. 6 blickt man direkt, auf die Spaltplatte, 
welche zwei vertikale Spalte besitzt, deren Breite 
durch die Trommeln t sehr genau gemessen 
werden kann (100 Skalen teile der Trommel 
=  0,25 mm Spaltenbreite). Die Spalte selbst 
sind durch die rotierende Trommel verdeckt, 
welche geeignete Schlitze besitzt und mittels 
Schnurlaufs durch den Elektromotor E  in Ro
tation versetzt wird. Die Anzahl der Touren 
kann mittels Tachometer gemessen werden und 
damit die Anzahl der Farbenwechsel, da bei 
jeder Umdrehung zwei Farbenwechsel stattfinden.

Die Spalte erhalten ihr Licht nicht direkt 
vom schwarzen Körper S, sondern verm ittelt 
durch je  ein rechtwinkliges, totalreflektierendes 
Prisma, von denen nur das eine zu sehen ist.

F  ist das Fernrohr des Spektralapparats, 
welches s ta tt eines Fadenkreuzes einen „Okular
spalt“ von veränderlicher Größe besitzt und 
mittels der Mikrometerschraube m meßbar um 
die Tischchenachse gedreht werden kann. Bei

der Rotation der Trommel vor den Kollimator
spalten erscheint der Okularspalt, den man 
durch das Okular fixiert, abwechselnd in ver
schiedener Farbe. Die Wellenlängendifferenz 
beider Flickerfarben hängt vom Abstand der 
Kollimatorspalte, von der Dispersion des Prismas 
und der Stellung des Fernrohrs ab. Durch 
Drehen der Schraube in können immer andere 
Farbenpaare in den Okularspalt gebracht werden.

Die photometrische Vergleichung geschieht 
am besten wie folgt. Man stellt beide Kolli
matorspalte auf g l e i c h e  Spaltbreite ein (etwa 
x/ i  mm), setzt die Trommel in Umdrehung (etwa 
300 Farbenwechsel pro Minute) und bewegt 
das Fernrohr mit Hilfe der Schraube m nach 
rechts oder links, bis das Flickern ein Minimum 
erreicht bezw. ganz aufhört, eventuell unter 
gleichzeitiger Aenderung der Umdrehungs
geschwindigkeit der Trommel. Es hängt 
nämlich die Wechselzahl, bei welcher das 
Flickern verschwindet, ab von der Farbe der 
zu vergleichenden Felder. Sie ist im allgemeinen 
am größten für Farbenpaare, welche dem hellsten 
Teile des Spektrums bezw. dem roten Ende an
gehören, am kleinsten für Farbenpaare im blauen 
und violetten Teil des Spektrums.

Hat man die Stellung (Nullstellung) gefunden, 
bei welcher für gleichbreite Kollimatorspalte 
das Flickern verschwindet, so ergibt die Trommel
ablesung in unter Benutzung der Dispersions
kurve die Wellenlängen / x und 12 der beiden 
g l e i c h h e l l e n  Spektralbezirke. Von dieser 
Stellung geht man aus, um das ganze Spektrum 
durchzumessen, und zwar schreitet man etappen
weise fort, wie folgt. Man dreht die Trommel m 
des Fernrohrs nur so viel, daß die dem Spalt 2 
zugehörige Farbe X2 je tz t dem Spalte 1 zukommt, 
zu dem vorher die Farbe /.L gehörte. Die dazu 
gehörige Trommelstellung ist aus der für das 
benutzte Prisma vorher bestimmten Dispersions
kurve abzulesen. Aus ihr ersieht man auch, 
welche neue Wellenlänge >.3 dem Spalt 2 zuge
hört. Nachdem man X, und X, verglichen hat, 
dreht man das Fernrohr weiter, bis A3 dem Spalt 1 
zukommt und liest die dem Spalt 2 zugehörige 
Farbe aus der Dispersionskurve ab. So 
schreitet man von der Nullstellung aus nach 
beiden Seiten des Spektrums fort. Die Anzahl 
der Etappen hängt vom Abstand der Kollimator
spalte und der Dispersion des benutzten Prismas 
ab. Beide Faktoren können geändert werden.

c) E m p f i n d l i c h k e i t s k u r v e n  v o n  
S t i l l e r  u n d  T h ü r m e l . *) Zunächst liegen 
erst die Helligkeitsempfindlichkeitskurven von 
zwei Beobachtern vor. Beide Beobachter sind 
im Besitz färben tüchtiger Augen. Die von 
ihnen erhaltenen Resultate sind in Fig. 8 -nieder- 
gegeben. Als Abszissen sind die Wellenlängen

*) E r i c h  T h ü r m e l .  Inaug.-Diss. Breslau 1910.
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in ¡ifi aufgetragen, als Ordinaten die Empfind
lichkeit in willkürlichem Maße. Die stark ge
zeichnete Kurve ist von T h ü r m e l ,  die schwach 
gezeichnete Kurve ist von S t i l l e r  beobachtet 
worden. Sowohl der Verlauf der Kurve als 
auch die Lage des Maximums ist bei beiden 
in guter Uebereinstimmung. D a s  M a x i m u m  
d e r  E m p f i n d l i c h k e i t  l i e g t  i m G e l b  - 
g r ü n  (560 /¿/i).

A priori kann man aussagen, daß die von 
S t i l l e r  und T h ü r m e l  erhaltenen Kurven die 
Empfindlichkeit der Z a p f e n  darstellen, da das 
Plickerfeld (Okularspalt) relativ klein gewählt 
wurde, die Helligkeit genügend groß war und 
bei d i r e k t e m  Sehen beobachtet worden war.

§ 6. F r ü h e r e  B e s t i m m u n g e n  d e r  
H e l l i g k e  i t  s e m p f i  n d 1 i c h k e i  t  s k u r v  e : 
Zum Vergleich mit den Kesultaten von S t i l l e r  
und T h ü r m e l  sind in Fig. 9 auch die Kurven

speziell welche Methode der Photometrie zu
grunde gelegt worden ist, und uns fragen, ob 
nur die Zapfen oder nur die Stäbchen oder ob 
Netzhautteile mit Zapfen und Stäbchen bei der 
Vergleichung der Helligkeit mitwirkten.

Zur Helligkeitsvergleichung farbiger Felder 
sind bisher drei Methoden angewendet worden:

1. Schwellenmethode (Reizschwelle).
2. Sehschärfenmethode.
3. Direkte Vergleichung.

1. Bei der S c h w e l l e n m e t h o d e  be
leuchtet man den Kollimatorspalt eines Spektro
meters durch eine konstante Lichtquelle, schneidet 
mittels eines Okularspalts aus dem Spektrum 
einen Spektralbezirk aus und verengt den 
Kollimatorspalt solange, bis kein Lichtreiz mehr 
bemerkbar ist. Oder man geht vom geschlossenen 
Spalt aus und erweitert diesen solange, bis der

Fig. 8 .

für die Empfindlichkeit der früheren Beobachter 
eingezeichnet, soweit sie Anspruch auf Be
achtung verdienen. Wie man sieht, liegen 
die Maxima der Empfindlichkeit für die ver
schiedenen Beobachter an ganz verschiedenen 
Stellen des Spektrums und auch bei ein und 
demselben Beobachter (König) weichen die 
Maxima der beiden Kurven B  und b vonein
ander bedeutend ab.

Die Lösung dieser Diskrepanzen ergibt sich, 
wenn wir zusehen, auf welche W eise die ver
schiedenen Kurven gewonnen worden sind,
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erste Lichtreiz (Reizschwelle) auftritt. Diese 
Beobachtung wird nacheinander für die ver
schiedenen Spektral bezirke ausgeführt.

Is t b; die zur Wellenlänge /. zugehörige 
Spaltbreite und >S) die Intensität bei so ist 
die Empfindlichkeit des Auges h; für Licht 
dieser Wellenlänge gegeben durch :

7 = J L  
h S x '

wo k  eine Konstante bedeutet.
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Diese Schwellenmethode wurde von H. E b  e r t,*)
A. P f l ü g e r * * )  und A. K önig***) benutzt. 
Was die W erte von .S) betrifft, so sind diese 
wohl sicher bei den P f l ü g e r  sehen Beobach
tungen am zuverläßigsten, da P f l ü g e r  die 
Intensitätsverteilung im Spektrum direkt mit 
der R u b e n s s c h e n  Thennosäule gemessen hat. 
Die von E b e r t , K ö n i g  und P f l ü g e r  nach 
der Schwellenmethode erhaltenen Kurven sind 
in Fig. 9 unter «, h und <■ eingezeichnet. Die 
E b e r t s c h e  Kurve beruht nur auf 5 Messungen 
im Spektrum, so daß aus ihr die Lage des 
Maximums nicht genau zu ersehen ist. Gleich
wohl ergibt sich das Resultat, daß bei den 
Kurven <*., h, e das Empfindlichkeitsmaximum, 
abweichend von S t i l l e r  und T h ü r m e l ,  in 
Spektralgebieten k l e i n e r e r  Wellenlängen ge
legen ist. Die Vermutung liegt nahe, daß die 
Kurven a, b und <• die H e l l i g k e i t s e m p 
f i n d l i c h k e i t s k u r v e  d e r  S t ä b c h e n  dar
stellen, da bei Beobachtung der Reizschwelle 
die Zapfen ausgeschaltet sein dürften. Sehen 
wir von der E b e r t s e h e n  Kurve ab, so dürfen 
wir wohl sagen: d a s  M a x i m u m  d e r  E m p 
f i n d l i c h k e i t  d e r  N e t z h a u t s t ä b  c l i en 
l i e g t  b e i  5 0 0 /6 / i , d. h. im  b l a u  g r ü n e n  
T e i l  d e s  S p e k t r u m s .  In qualitativer Hin
sicht hatten wir das gleiche Resultat schon bei 
der Beobachtung des Dunkel Spektrums (§ 4) 
gewonnen; freilich kam dieser Beobachtung 
keine große Genauigkeit zu.

Um bei der „Schwellenmethode“ ganz sicher 
die Empfindlichkeitskurve der S t ä b c h e n  zu 
erhalten, müßte man entweder große Felder 
beobachten, oder noch bessei-, bei indirektem 
Sehen, d. h. nur mit peripherischen Netzhaut
partien.

2. S e h s c h ä r f e n m e t h o d e .  Bei dieser 
Methode prüft man die Sichtbarkeit kleiner 
Zahlen, Buchstaben usw. unter Beleuchtung 
spektralen Lichtes und reguliert die In tensität 
so, daß die betrachteten Objekte auf farbigem 
Grunde gerade eben noch erkennbar sind. Auch 
hier liegt also eine Art Schwellenmethode vor; 
wenigstens bedingt die Einstellung auf Seh
schärfe nur sehr geringe Helligkeiten. L a n g le y  
bediente sich dieser Methode und erhielt die 
in Fig. 9 unter C eingetragene Kurve. Bei 
ihr liegt das Maximum der Empfindlichkeit un
gefähr an der gleichen Stelle wie bei S t i l l e r  
und T h ü r m e l ,  also im Gelbgrün. L a n g l e y  
bestimmte also, ohne es wissen zu können, 
die H e l l i g k e i t s e m p f i n d l i c h k e i t s k u r v e  
f ü r  d i e  Z a p f e n  t r o t z  A n w e n d u n g  g e 
r i n g s t e r  H e l l i g k e i t e n .  Und so muß es

*) H . E b e r t .  W ied. Ann. 33 , 136; 1888.
**) A. P f l ü g e r .  A u n .d .P h y s. 9, 1 8 5 -2 0 8 ; 1902.
***) A. K ö n i g ,  Beitr. z. Psych. u. Physiol. d. 

Sinnesorgane, S. 309—388; H am burg 1891 und K ö n i g s  
ges. Ablmdlgn. z. phys. Optik, S. 144—213; 1903.

sein. Denn wenn w ir auf das Erkennen kleiner 
Buchstaben usw. einstellen, so f i x i e r e n  wir 
das betrachtete Objekt und, wenn wir fixieren, 
so beobachten wir unwillkürlich mit der Fovea 
centralis, also mit den Zapfen.

3. D i r e k t e  V e r g l e i c h u n g  f a r b i g e r  
F e l d e r .  Diese, wenn auch ungenauere, bunt
farbige Photometrie gestattet in der Form, wie 
sie A. K ö n i g  verwirklichte, eine große Mannig
faltigkeit. K ö n i g  verschaffte sich ein Ver
gleichsfeld, welches er mit Licht der Wellen
länge X =  5 3 5  / i / i  beleuchtete, und verglich mit 
diesem Feld die Helligkeit zahlreicher Spektral
gebiete eines Dispersionsspektrums. Indem er 
die In tensität des Vergleichsfeldes alle mög
lichen W erte durchlaufen ließ, konnte er die 
Empfindlichkeitskurve für die verschiedensten 
Helligkeitsstufen ausführen. In folgender Tabelle 
sind die gefundenen W erte der Empfindlichkeit 
für verschiedene Helligkeitsstufen A, B  und 11 
eingetragen, wobei die Helligkeit des Vergleichs
feldes in Meterkerzen b e tru g : bei A  etwa 
0,000 72; bei D  etwa 0,74 und bei H  etwa 
191 Meterkerzen.

T a b e l l e .

4. 5. 6.
X A 1) H

670 0,00034 0,016 0,057
650 0 ,0 0 1 0 0,056 0,24
625 0,0064 0,17 0,54
605 0,023 0,28 0,80
590 0,060 0,41 0,89
575 0,14 0,49 0,90
555 0,38 0,74 1 ,0 0
535 0,69 0,96 0,87
530 — 1,00 —
520 0,90 0,96 0,67
509 1 ,00 — —
505 0,98 0,86 0,40
490 0,71 0,53 0,24
470 0,47 0,35 —
450 0,22 0,14 --
430 0,061 0,061 --

Die bei g r ö ß t e r  H e l l i g k e i t s s t u f e  B  
gewonnenen Resultate sind in Fig. 9 als Kurve B  
aufgetragen. W ie man aus der Tabelle ersieht, 
verschiebt sich das Maximum der Empfindlichkeit 
m it zunehmender Intensität nach größeren Wellen
längen und zwar von /  == 509 /¿/t bei kleinster 
Helligkeitsstufe, über X —  530 bei mittlerer, 
zu X —  555 /6/6 bei größter Intensität.

In diesen K ö n ig sch en  Resultaten spiegelt 
sich also recht deutlich der W e t t s t r e i t  
z w i s c h e n  d e n  S t ä b c h e n  u n d  Z a p f e n  
wieder. Bei kleinster Intensität siegen die 
Stäbchen (Maximum der Empfindlichkeit bei 
509 /6/6), bei größter In tensität tragen die Zapfen
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den Sieg davon (Maximum bei 555 ¡u/i). Es ist 
also kein Wunder, daß die K ö 11 ig  sehe Kurve B  
(Fig. 8) für größte Intensität ihr Maximum am 
Orte der L a n g l e  y sehen, S t i l l  e r  sehen und 
T h ü r m e 1 sehen Kurven aufweist.

Die Kö n i g s c h e n ,  in der Tabelle nieder
gelegten Resultate illustrieren in deutlichster 
Weise auch das P u r k i n j e s c h e  P h ä n o m e n ,  
gemäß welchem das Helligkeitsverhältnis zweier 
farbigen Felder von der absoluten Intensität 
abhängig ist. W ir wollen uns von diesem 
Phänomen durch folgende Versuche Rechen
schaft geben.

§ 7. D a s  P u r k i n j e s c h e  P h ä n o m e n :
a) G r o ß e  F e l d e r .  Derselbe Projektions

apparat mit den beiden großen N i c o l  sehen 
Prismen (Fig. 5) eignet sich auch recht gut, 
um das P u r k i n j e s c h e  Phänomen zu demon
strieren. Zu diesem Zwecke ersetzt man den 
Spalt durch eine runde Oeffnung und entwirft 
von ihr ein vergrößertes Bild auf den zu ver
gleichenden bunten Feldern. Als solche wählt 
man am besten bunte Papiere, von denen je 
vier käufliche Bogen zu einem großen Felde 
vereinigt werden. Als Farben eignen sich Rot 
und Blaugrün*), welche so beschaffen sind, daß 
bei der stärksten erreichbaren Beleuchtung 
(ohne Ni k o l  sehe Prismen) Rot gerade eben noch 
deutlich h e l l e r  als Blaugrün empfunden wird. 
Falls die Papiere nicht richtig gewählt sind, 
kann man jenen Effekt immer erreichen, wenn 
man in den Strahlengang geeignete bunte Gläser 
oder gefärbte Gelatineblätter einschaltet. Drückt 
man je tz t durch Einsetzen der Nikols und 
Drehung aus paralleler in gekreuzte Stellung 
die Helligkeit langsam immer mehr und mehr 
herab, so erscheint bald Blaugriin heller als 
Rot, bis schließlich letzteres fast ganz un
sichtbar wird, Blaugrün dagegen in farblosem 
„stäbchenweißen“ Schimmer erglänzt. Durch 
indirekte Beobachtung wird dieser Effekt noch 
gesteigert.

b) B e o b a c h t u n g  k l e i n e r  F e l d e r .  Man 
bedeckt die großen Felder mit einer die beiden 
Farbenbilder bedeckenden, schwarzen Pappe**), 
welche in der Mitte so ausgeschnitten ist, daß 
man nur noch zwei kleine, sich berührende 
Stücke der beiden farbigen Papiere sehen kann. 
Wie sehr je tz t auch die Beleuchtungsstärke 
abnehmen mag, stets erscheint Rot heller als 
Blaugriin, .^vorausgesetzt, daß man die kleinen 
Flächen f i x i e r t ,  und daß ihre Bilder auf der 
Netzhaut höchstens die macula lutea oder noch 
besser nur die fovea centralis bedecken, nicht 
aber auf Stellen mit beiderlei Sehapparaten zu 
liegen kommen. Dieser Bedingung ist bei

*) Am besten solcher Nuance, wie sie von den sogen. 
„R otgrünvenvechslern“ verwechselt werden.

**) Noch besser überzieht m an die Pappe m it 
Sammet oder mindestens Sam m etpapier.

einem großen Auditorium schwer für alle Zu
schauer zu genügen! Bei den vorgeführten 
Versuchen betrug jedes große Feld 60 X  80 cm, 
jedes kleine 4 X ß cm.

c) A b we c h s  e l n d e  B e o b a c h t u n g  k l e i n  er  
u n d  g r o ß e r  F e l d e r .  Um den W ettstreit 
zwischen den Zapfen und Stäbchen noch 
drastischer vor Augen zu führen, muß man 
a b w e c h s e l n d  die kleinen und großen Felder 
beobachten können. Dazu habe ich jenen 
Schirm mit dem Ausschnitt so angebracht*), 
daß er leicht auf- und abklappbar ist. H at 
man die Beleuchtungsstärke bei Beobachtung 
der kleinen Felder genügend abgeschwächt, so 
daß man gerade eben noch erkennt, daß Rot 
heller als Blaugrün ist, dann klappt man den 
Schirm fort, und allsogleich wandelt sich das 
Bild: es erscheint die große, blaugrüne Fläche 
farblos und magisch hell, während die rote 
Fläche einen fast schwarzen Ton annimmt.

Man beobachtet das P u r k i n j e s c h e  Phänomen 
im gewöhnlichen Leben, wenn man bei trübem 
Himmel und fehlender Abendröte in der Dämmer
stunde eine Bildergalerie besucht. Dann er
scheinen alle roten Tinten dunkel und schwarz, 
alle blaugrünen Töne farblos und weißlich.

II e 1 m h 0 11 z erwähnt auch, daß bei sinkender 
Nacht von allen Gegenständen der blaue Himmel 
am längsten farbig (bläulich-weiß ?) erscheint. 
Und ich glaube kaum zu irren, wenn ich an- 
nelime, daß die M o n d s c h e i n l a n d s c h a f t  
e i n e  „ S t ä b c h e n l a n d s c h a f t “ i s t .  W enig
stens was den Silberglanz der Mondlichter betrifft, 
so ähnelt er ganz dem gespenstergrauen W eiß 
der Stäbchen.

§ 8 . D a s S p e k t r a l f l i c k e r p h o t o m e t e r  
a l s  o p t i s c h e s  P y r o m e t e r :  Bei der Kon
struktion des"Spektralflickerphotometers leitete 
uns die Absicht, dasselbe der optischen Pyro- 
metrie dienstbar zu machen. Während man 
bei den vorhandenen optischen Pyrometern auf 
die Verwendung einer Vergleichslichtquelle an
gewiesen ist, kann man diese ganz entbehren, 
wenn das Spektralflickerphotometer mit Hilfe 
des schwarzen Körpers geeicht ist und der 
Beobachter die Helligkeitsempfindlichkeitskurve 
für sein Auge bestimmt hat. Das zu Grunde 
liegende Prinzip ist also folgendes: Aus dem 
Intensitätsverhältnis der zu untersuchenden 
Strahlungsquelle für zwei Spektralbezirke rück
wärts auf die „schwarze“ Temperatur der 
Quelle zu schließen.

Zunächst werde als Strahlungsquelle (lei- 
absolut schwarze Körper benu tz t; dessen u n 
b e k a n n t e  Temperatur soll mit Hilfe des 
Flickerphotometers gemessen werden. Bekannt
lich genügt zur Darstellung der Energievertei-

*) Siehe 0 . L u m m e r :  „Ziele derL euch ttechn ik“. 
112 Seiten. V erlag von R. Oldenbourg, München und 
Berlin.
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lung der schwarzen Strahlung im s i c h t b a r e n  
Gebiet die W i e n  sehe Gleichung:

s x =  c t _ 0 c T  i )

wo alle Größen die gleiche Bedeutung haben 
wie bei der P l a n c k  sehen Gleichung (§ 4). 
Es wird also das Verhältnis der Intensitäten 
für zwei Wellenlängen bei der absoluten Tem
peratur T :

S1s2~~yitj  , , JV '2 /,/ 2)
und durch Logarithm ieren:

3>
Gleichung 3) gestattet T  zu berechnen, wenn 
wir -S'r/So kennen. Die Bestimmung von »i /&  
geschieht wie folgt:

Das vom schwarzen Körper der unbekannten 
absoluten Temperatur T  beleuchtete Flicker
photometer gestattet uns zunächst nur, das V er
h ä l t n i s  d e r  H e l l i g k e i t e n  der beiden 
Spektralbezirke und zu bestimmen. Bei 
Kenntnis der Helligkeitsempiindlichkeitskurve 
aber kann daraus auch das Intensitätsverhältnis 

für >,| und X, berechnet werden. Setzen 
wir diese W erte in Gleichung 3) ein, so folgt 
daraus die unbekannte Temperatur T  des be
leuchtenden schwarzen Körpers.

Dieser umgekehrte W eg ist von T h ü r m e l  
eingeschlagen worden. Da man die Temperatur 
des schwarzen Körpers auch direkt durch das 
Thermoelement messen konnte, so war ein Ver
gleich zwischen der pyrometrisch erhaltenen 
und der direkt abgelesenen Temperatur möglich. 
Die aus den photometrischen Einstellungen 
gewonnenen, errechueten Temperaturen wichen 
von den thermoelektrisch gemessenen um 
etwa l ° /0 ab.

Strahlt statt des schwarzen Körpers ein 
Hochofen usw., so erhält man auf diese Weise 
nicht die wahre Temperatur, sondern die 
„schwarze“ Temperatur. Es ist dies diejenige 
Temperatur, welche dem Hochofen usw. zu
kommen würde, falls er wie ein absolut 
schwarzer Körper strahlte. Da jeder Temperatur
strahler in jedem Spektralbezirk weniger strahlt 
als ein absolut schwarzer Körper gleicher 
Temperatur, so ist die „schwarze“ Temperatur 
stets niedriger als die wahre Temperatur. Sie 
kommen einander um so näher, je mehr die 
Strahlungsquelle (Hochofen) in ihren Strahlungs
eigenschaften sich der schwarzen Strahlung 
nähert. W eitere Versuche über das Spektral- 
Flickerphotometer als optisches Pyrometer sind 
im Gange. Diese sollen lehren, inwieweit ver
schiedene Augen zu der gleichen Temperatur 
führen.

Z u r R e fo rm  d es  m a th e m a tis c h e n  
U n te r r ic h ts  a n  d e n  te c h n is c h e n  M itte ls c h u le n .

Von Prof. Dr. E b n e r  (Aachen).
Die Bestrebungen zur Reform  des mathematischen 

U nterrichts haben ihren ersten offiziellen Niederschlag 
in den Bestimmungen gefunden, die kürzlich über die 
Organisation und den Lehrplan der preußischen tech
nischen M ittelschulen ergangen sind. Diese Anstalten, 
von denen hier hauptsächlich die höheren Maschinen- 
und Schiffsbauschulen in  B etrach t kommen, dienten 
bisher in einem viersemestrigen K ursus der A usbildung 
von K onstrukteuren und Betriebsbeam ten in M aschinen
fabriken und verwandten technischen W erken; ihr 
m athem atischer L ehrplan um faßt etwa im großen und 
ganzen das Pensum der Obersekunda und Prim a eines 
Realgymnasiums. K ünftig  wird die K ursusdauer auf 
fünf Sem ester erhöht, und der m athematische Lehrplan 
w ird vor allem den Funktionsbegriff, seine graphische 
D arstellungen und die E ntw icklung des räumlichen 
Anschauungsvermögens be tonen ; daneben wird die B e
handlung der Grundbegriffe der Differential- und In te 
gralrechnung und die Anwendung dieser Grundbegriffe 
im mathematischen und sonstigen Lehrstoff freigestellt.

W as die E inzelheiten des mathematischen Lehr
stoffes anbelangt, so w ird an die Spitze das für tech
nische Schulen unentbehrliche Tabellenrechnen, das 
verkürzte Rechnen und die Anwendung mechanischer 
Rechenhilfsm ittel, wie Rechenschieber usw., g e s te llt; 
neben dem fü r alle technischen M ittelschulen unent
behrlichen Polarplanim eter w ird fü r die höhere Schiffs
bauschule auch der Gebrauch des In tegrators (Integra- 
phen) eingeführt. F ü r  die grajffiisclie D arstellung der 
Funktionen werden analog den französischen L ehr
plänen die ganze und gebrochene lineare Funktion und 
die ganze quadratische Funktion in erster Linie be
handelt; die zugehörigen Funktionskurven: gerade 
Linie, H yperbel und Parabel sind ausdrücklich hinzu
gesetzt. Die graphische A uflösung der Gleichungen 
wird allgemein gefordert und soll auch un ter Anwen
dung der neueren M ethoden auf alle numerischen 
Gleichungen angewandt werden. Bei der L ehre von 
den Potenzen, W urzeln und Logarithm en w ird aus
drücklich neben der algebraischen Behandlung auch 
ihre graphische verlangt. A uffällig  is t es, daß der 
binom ische Satz zwar für beliebige E xponenten ent
w ickelt werden soll, daß aber seine Anwendungen auf 
die Exponentialreihen beschränkt bleiben sollen; die 
logarithniische und die trigonom etrischen R eihen hätten  
wohl ebenfalls erw ähnt werden können. Bei der Lehre 
von den „Maxima und M inim a“ wird die Anwendung 
der M ethoden der Differential- und Integralrechnung 
zugelassen, ebenso wie bei der analytischen Behandlung 
der K urven ersten und zweiten Grades und  der tech
nisch wichtigen Parabeln und H yperbeln höherer O rd
nung (P o ly trope); von den Integrationsproblem en ist 
die Entw icklung des Inhaltes der gleichseitigen H yper
bel besonders hervorgehoben. Neben der Lehre von 
der Evolute und Evolvente, die ein fruchtbares Feld 
der Anwendung der Infinitesim alrechnung bilden, wird 
die „planim etrische“ Behandlung der zyklischen K urven 
— eine unseres Erachtens n ich t ganz verständliche 
Ausdrucksweise — gefordert.

I n  der Geometrie w ird neben der W iederholung 
der w ichtigsten planim etrischen Sätze und der B erech
nung der Oberfläche, des Raum inhaltes und des Ge
wichtes der wichtigsten K örper der H auptw ert auf die
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allgemeinen M ethoden zur B erechnung von Flächen 
und K örpern gelegt: die Methode der Projektion, 
graphische M ethoden, Trapezrege], Simpsonsehe Regel 
(Parabelregel), Guldinsche Regel werden neben dem 
Planim eter genannt. In  der Trigonom etrie, die die 
B erechnung der Dreiecke und Vielecke um faßt, ver
m ißt man die graphische Darstellung der allgemeinen 
Sinusfunktion y =  a sin (b x  -j- c) und ihre Anwendung 
auf die technisch so wichtige harmonische Schwingungs
bewegung.

Zweifellos bedeutet dieser neue Lehrplan einen 
großen Fortsch ritt gegen frü h er, vorausgesetzt, daß 
seine D urchführung nun auch in die H ände bew ährter 
und erfahrener Fachm änner gelegt w ird, die bei aller 
E inordnung in das allgemeine technische Lehrziel den 
neuen Stoff gründlich beherrschen und m it den neuen 
Methoden vollkommen vertrau t sind. L eider scheint 
es aber in diesem Punkte zu hapern. Die H andels
und Gewerbeverwaltung, der die technischen M ittel
schulen unterstellt sind, beabsichtigt nämlich aus „ver- 
waltungs technischen“ G ründen den mathematischen 
U nterricht n ich t wie bisher allein von pro facúltate 
docendi geprüften M athem atikern erteilen zu lassen, 
sondern ihn zum Teil in die H ände von Diplom
ingenieuren zu legen. Man befürchtet — vielleicht 
nicht m it U nrecht —, daß bei der für M athem atiker 
verschwindenden Aussicht, in leitende Stellungen auf
zurücken, der Zustrom von mathematischen L ehram ts
kandidaten zu den technischen M ittelschulen auf die 
Dauer n icht ausreichen wird, zumal auch der M athe
m atiker und Naturwissenschaftler bei der rein  schrift
lichen und zeichnerischen A bschlußprüfung nicht be
teilig t is t; man will den m athem atischen U nterricht 
nicht in  einer einzigen H and konzentriert sehen und 
fü r den Fall von E rkrankung  oder V erhinderung des 
zünftigen M athem atikers sofort einen bequemen Ersatz 
schaffen usw. Kurz, aus allen diesen verwaltungstech
nischen G ründen soll der M athem atiker bei der D urch
führung der neuen Ordnung, wrenn n ich t ausgeschaltet, 
so doch m ehr zurückgedrängt werden. Man kann bei 
aller W ürdigung der ministeriellen Begründung dieser 
Absicht die E rsetzung des M athem atikers durch den 
Ingenieur im Interesse der Sache selbst nur bedauern. 
M ag man von der wissenschaftlichen und pädagogischen 
A usbildung des Ingenieurs auch noch so hoch denken, 
cs is t für den Durehschnittsingenieur m it seiner ge
ringen mathematischen A usbildung in den ersten paar 
Somestern und bei der Fülle des rein technischen 
Stoffes, der bei dem gewaltigen F ortsch ritt unserer 
Technik täglich auf ihn einstürm t, einfach unmöglich, 
auch noch den mathematischen Lehrstoff nach soviel 
Jah ren  der praktischen T ätigkeit zu m eistern und die 
neuen M ethoden kennen zu le rn en ; einzelne Ausnahmen 
bestätigen bekanntlich die Regel. So steht also zu be
fürchten, daß die neuen Bestimmungen vielfach auf 
dem P ap ier stehen bleiben und kein Fleisch und B lut 
gewinnen werden, falls die Zurückdrängung des dafür 
unentbehrlichen Fachmannes ausgefülirt wird. V ideant 
cónsules!

B ew eis  des
B rianchonschen  S a tz e s  b ezü g lich  d es K reises.

Von Prof. Dr. G r a e f e  (Darmstadt).
In  Nr. 4, S. 89, des laufenden Jahrganges hat 

H e rr K. K o m m e r e i l  einen sehr einfachen Beweis 
des P a s c a l  sehen Satzes gegeben und den Wunsch

ausgesprochen, „für den Satz von B r i a n c h o n  eben
falls einen direkten, möglichst elementaren Beweis zu 
bekomm en“. Den Satz von B r i a n c h o n :  „In jedem 
einem Kreise umschriebenen Sechseck 1 I I  I I I  I W  V I  
durchschneiden sich die Diagonalen durch je  zwei 
gegenüberliegende Ecken ( /  I V -  I I  V ;  I I I  V I)  in 
einem P u n k t“ kann man m it H ilfe des Sehnensatzes 
leicht aus dem P a s c a l s c h e u  ableiten. Es seien 1, 2 , 
3, 4, 5, 6 die Berührungspunkte der Seiten V I  I]  I I I ]  
I I  I I I ; I I I  I V ]  I V  V] V  VI. Nach dem P a s c a l  - 
schen Satze liegen die Schnittpunkte 
A  der Geraden 12 und der Geraden 45
B  „ „ 23 „ „ „ 56 in einer Geraden.
C i, n 31 ii .11 n 31
Es sind zwei Fälle zu unterscheiden.

1. Die Gerade A B  schneidet den K reis in den 
Punkten E F  (s. Fig.).

Der M ittelpunkt des Kreises sei M] die Tangenten 
in E  und F  treffen sich in P . Der Umkreis K  des 
Dreiecks 1 M  2 g eh t durch / ,  der Umkreis K x des D rei
ecks 4 M  5 geht durch I V  und der Umkreis K ,  des 
Dreiecks E F M  durch P . Nach dem Schnensatz ist 

A 1 ■ A  2 =  A i  ■ A  5 =  A E  • A F .
Trifft A M  den K reis K  in D, so ist 

A l  - A 2  =  A M -  A D ,  
also A i  ■ A o  =  A M '■ A D  und A E  ■ A F —  A U -  A D .  
Durch die Punkte  4, 5, M, D  geht daher ein Kreis, 
nämlich K l und ebenfalls durch die Punkte E, F, M, D  
ein Kreis, nämlich K v  Die K reise K , K x, K., schnei
den sich in M  und D. Da I M ,  I V  M, F M  die Durch
messer von K, K {, K 2 sind, so is t die Gerade M A  senk
recht auf I  D, I V  D, FD  d. h. der P unk t P  liegt in 
der Geraden I  IV .  Ebenso zeigt m an, daß der Schnitt
punkt P  der Tangenten in E  und F  in der Geraden 
I I  V  und I I I  V I  liegt w. z. b. w.

2. Die Gerade A B  schneidet den K reis Dicht.

E s seien T T '  die B erührungspunkte der von A  an 
den Kreis gezogenen Tangenten. Man verbinde 1) und 
M  m it T. Es ist

A T 2 =  A  1 • A 2  =  A M  ■ AD  oder 4 =  uud
A  Al A 1

■¿C T A D  =  <K TAM ,
mithin
A  M T A  ~  A  E T A ,  daher TD A  =  A T M  =  1 Ii.
d. h. T  liegt auf I  IV .
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Es ist also
I  I V  die zu .1 gehörige Bcrübrungssehue
I I  V  „ „ B  „ „ , die den

K reis in den Punkten  I \ ,  I \ '  trifft 
111 VI  die zu C gehörige B erührungssehne, die den 

K reis in den Punkton 2h, 2Y trifft. 
Der Umkreis des Dreiecks T U T '  geht durch A.  der 
Umkreis des Dreiecks P 4' M  1 \  durch B. Die Sehne 
T T ’ (I  I V )  schneidet die Sehne 1 \  1 \ '  (11 V )  in P. 
Nach dem Schnensatz ist

P T  ■ P T '  —  P l \  • P 2 ', '.
Schneidet M P  den Um kreis des Dreiecks T M T '  in 11, 
so ist

P T  ■ P T '  =  P M  ■ PP,  
also P T {  • P 2 \  =  P M  ■ PU.
Durch die vier Punkte T v  T { ,  M, l i  geht ein Kreis, 
nämlich der Umkreis des Dreiecks 1 \  M  1 \ ' ; der Punkt 
l i  is t der Schnittpunkt der beiden Umkreise und somit 
der Pußpunkt der von M  auf A  B gefällten Senkrechten. 
D er Schnittpunkt P  der Geraden I  I V  und I I  V  liegt 
in der von M  auf A B  gefällten Senkrechten MR.  Da 
man ebenso zeigen kann, daß der Schnittpunkt der 
Geraden I  I V  und I I I  V I  in der Geraden M R  liegt, 
so ist der Satz bewiesen.

Es sei noch bem erkt, daß im vorhergehenden u. a. 
zugleich folgende Sätze bewiesen sind:

1. W enn drei K reise einander schneiden, so durch- 
schneiden die drei gem einschaftlichen Sehnen ein
ander in demselben Punkt.

2. Z ieht m an von den Punkten p , i\> p »  usw. 
einer Geraden die Tangenten PM., P P ; P , M lt P , X i ; 
P., M.,, P 2 X 2; Ps M3, I ‘3 X 3 usw. an einem Kreis, 
so gehen die Berührungsschnen M N, M, X v  M., X.,, 
M:i X 3 usw. durch einen festen P unk t Q. Die Ver
bindungslinie des K reism ittelpuuktes und des P unk
tes Q steht auf der Geraden P P ,  senkrecht.

3. Z ieht m an durch einen P unk t Q Gerade, die einen 
K reis in den Punkten -V, N ; 31t , X x; M.,, X .,; 
M3, X s u s w . treffen, so liegen die Schnittpunkte 
P , P j, P 2, P 3 usw. der in den Punkten  M, X ; 
.1/,, V , ; M.,. X 2; M3, X 3 u s w . gezogenen Tangenten

(PM , P N )  1 \  M v  1 \  V , ; P., Mo, P 2 X 2 i P s M 3, 
P 3 iV3 usw.) in einer Geraden. L iegt der P unk t Q 
außerhalb des Kreises, so ist P P , die zu Q gehörige 
Berührungssehne.

Z w ei d io p lia n t is c b e  G le ich u n g e n .
Von W. H o  f f  m a n n  (ltiga).

A) G a n z z a h lig e  L ö su n g e n  d e r  G le ich u n g  — 4 - .

Zunächst können w ir die Bestim m ung treffen, daß 
u, b und c relativ prim  seieD, um nur prim äre Tripel 
zu erhalten, aus deren jedem  sich durch Erw eitern m it 
einem F ak to r in beliebig viele abgeleitete Tripel ergeben.

Aus der G leichung i  4 - — =  — folgt c =  — —=• °  a b c n a - \ - b
ganzzahlig. W aren a und b relativ prim , so wäre « b
relativ prim  zu a und zu b, also auch zu a b, und

- r- ,  wäre ein gekürzter Bruch. 
a b

W ir müssen also a =  p  a' und b — p  b' setzen, wo 
2> das größte gemeinschaftliche Maß von u und b, a'

und b' aber relativ  prim  sind. D adurch geht c =  ~ ^  ^

über in c =  dam it dieses ganzzahlig wird,
a - f  b

muß p  durch «' -1- V  te ilbar sein, und dam it n ich t in 
c ein Faktor von p,  also auch von a und b übergeht, 
und so die eingangs gestellte B edingung («, b, c) =  1 
verletzt wird, m uß p  —  a' -j- V  sein. H ierdurch wird

aber <* =  «' V.  Die Lösung der Gleichung =  —a a b c
läuft also darauf hinaus, eine Zahl p  in zwei teiler
frem de Summ anden, a' und b', zu zerlegen, worauf
(I) a —  p a b — p b ' ;  c —  u'b '.
Es ist a — c —  («' -f- b') a' — a' b' =  n '2, also a =  c -f- a '2 ; 
ebenso b —  c -j- b"~.

Man kann die gefundene Losung also auch so 
aussprechen: es ist eino Zahl c in zwei teilerfrem de 
Faktoren a' und b' zu zerlegen und nacheinander um 
die Q uadrate derselben zu vergrößern, so daß
(II) c —  a'b ']  a =  c « '2 ; b —  c b' 2
H ieraus erg ib t sich die Kegel fü r die Zerlegung eines 
gegebenen Stam mbruches in zwei Sum m anden, die wie- 
der Stam m brüche sind. Der gegebene Stam m bruch

sei -i- =  — +  man setze n —  miCi, wo »t; c, alle 
n q r

möglichen Faktoreuzerlegungen von n einschließt, und 
suche fü r jedes c; alle möglichen Zerlegungen nach (II)
B eisp ie l: 1  — I  _|_ 1

a) m4 =  1; 
c) hi3 =  3 ; 
o) '»5 =  6 ; 

Es folgt
aus a)

aus b)

12 
=  12.

— 9

r
b) w.» =  2; 
d) w4 =  4 ; 
f) >»6 =  12;

e2 —  6. 
c4 =  3. 
<•«—  1-

aus c)

1) a ’ =  1; b} ' = 12;
«, = : 2i — 13 j A lö<>.
2) « ., '=  3 ; ~ ~  i o '= 4 ;
«2 = : ?: = 2 1 | h —  ’)*2  —— 28.
3) «3' =  1; ß ;

«3 =  7 ; ¿3 = 42;
33= 1-1; 84.

I) « / =  2; *1 = 3 ;
«4 =  10; ¿1 = 15;
'/4 =  20: r i = 30.

5) «5' =  i ; v = 4 ;
« 5 =  5; *5 = 20;
t/r, =  15; ,-5 = ¡.30.
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aus d) 6) < =  i ; v = 3;
«b=  4 ; 1 2 ;
2b — i ß ; 48.

aus e) ") «7— ! ; o •
a - —  3; ¿7 = 6 ;
27 =  18; 36.

aus f) 8) a8' =  1 ; v = i ;
a8 =  2 ; bH= o • - 1
28= 2-i; ra = 24.

1 1 , 1 1 1
+

1 1 1 1
12 13 156 ’ T2 “ 2l 2 8 ’ 1 2 “ 14 + 84
1 1 . 1 . 1 1

+
1 1 1 , 1

12

Ii
§1 + 3 0 ’ 12 “ 15 60 ’ 12 16 + 48

1 1 i  . 1 1 , 1
12 18 +  36 ’ 12 :“ 24 +  24'

B ) G an zzah ligeL ösu n gen  d erG leich u n g-—

zur Auffindung harm onischer Tripel «, b, c.
W ir nehmen wieder («, b, c) =  1 an. Aus

—  T  — 7— folgt b  =  —  f  C ganzzahlig. W ärena b b c a - j - c

a und c relativ  prim , so wäre ~j~ ein gekürzter

2 il C
Bruch, also ganzzahlig nu r bei « -f- c =  2, woraus

(den Fall a —  0 oder c =  0 ausgeschlossen) fo lg t: 
a —  b —  c =  l .

Im  übrigen können w ir also setzen a =  p  a ' ; c —  pc';  
2 p cC c'

b — ^  ^ , worin p  das' größte gemeinschaftliche

M aß von a und c, a' und c' aber leilerfrem d sind. W ir 
unterscheiden je tz t zwei Fälle:

I . a' -p c' is t ungerade; daun ist p  —  a' -j- e1, also 
auch ungerade; von den Zahlen a' und c' ist eine ge
rade, eine ungerade, ebenso ist dann auch von a — p a '  
und c —  p c '  eines gerade, eines ungerade; b —  2 a 'c '  
is t durch 4 teilbar.

E s erg ib t sich die erste A rt p rim ärer harmonischer 
T ripel nach folgender R eg e l: man zerlegt eine unge
rade Zahl p  in zwei teilerfrcm dc Summanden « ' und c\  
dann bilden p a \ p c '  und 2 a' c' ein harmonisches Tripel.

I I . a' -f- c' ist gerade, d. h. a' und c' sind beide 
ungerade; dann ist 2 p  =  a '- \ -c ' ;  b —  a 'c '  ist unge
rad e ; p  kann gerade oder ungerade sein, ebenso sind 
dann a — p a '  und c — p c '  gleichzeitig gerade oder 
gleichzeitig ungerade.

Die zweite A rt p rim ärer harm onischer Tripel er
gib t sich nach der R e g e l: das Doppelte einer beliebigen 
Zahl p  wird in  zwei teilerfrem de Summanden a' und c' 
zerleg t; p p  c' und a' c' bilden ein harmonisches 
Tripel.

Anmerkung. E in  Tripel der ersten A rt kann nie 
zugleich eins der zweiten A rt sein, da in jedem  p ri
m ären Tripel der ersten A rt das harmonische M ittel 
durch 4 teilbar, die beiden anderen Zahlen nach dem 
Modul 2 n icht kongruent sind; in jedem  primären 
Tripel der zweiten A rt aber das harmonische M ittel 
ungerade, die beiden anderen Zahlen nach dem Modul 2 
kongruent sind.

Beispiele. Zu I. p =  3 ; 4 ---] =  ! — 4
0 4  4  >)

1 _  i _  i _  i
p ~  ’ 5 ‘ 8 “  8' 20

- r .  2  _ J _ _  1 _  1 
10 12 “ 12 15

p  =  7 ;
1
7

1
12 =

1
12

1
“ 42

1 1 1 1p  —  7;
14 20 — 20 35
1 1 1 1

p — i ; 21 24 “ 24 28-
1 1 1 1p =  2 ;
2 8 — 3 6
1 1 1 1

P =  3 ; 3 5 === 5 15
,,_.i. 1 1 1 1p — i , 4 7 7 28

1 1 1 1p  —  4 ;
12 15 — 15 20
1 1 1 1

p  =  5 ; 5 T ==~9 45
1 1 1 1p  —  o ;
15 21 “ 21 35-

B e iträ g e  z u r  B e re c h n u n g  d e r  Z a h l .v.

Von A. W c n d 1 e r (Erlangen.)
Die bekannte, im  geometrischen U nterricht geübte 

Vielecksmethode zur Berechnung von ,t , welche bereits 
in den Lehrbüchern von B a l t z e r ,  I I e i s  usw. durch

die Benützung der Näherungsformel .t ■ - -  ver-o
vollkommnet erscheint, hat in dieser Zeitschrift eine 
eingehende Besprechung gefunden. (1903 Nr. 2, 3, 4, 
5 ; 1904 Nr. 4, 5, 6). Ich m öchte auf diese Näherungs
formeln nochmals zurückkommen, nicht in der Absicht, 
eine für die Zwecke des U nterrichts bessere Ableitung 
zu geben, sondern um zu zeigen, daß sich daran einige 
interessante Erörterungen knüpfen lassen, die, soweit 
überhaupt eine V erwertung im U nterricht in  Betracht 
kommt, als U ebungsm aterial in den oberen Klassen, 
namentlich der Oberrealschuleu, dienen könnten.

Ich  mache dabei den weitesten Gebrauch von 
Grenzübergängen, die ja  schon frühzeitig in der A lgebra 
und Trigonom etrie auftreten, vermeide aber grundsätz
lich die Reihenentwicklungen.

Bedeuten un und U„ die Umfänge, f„ und F n die 
Flächeninhalte der regelmäßigen In- und Umpolygoue, 
so i s t :

(1) u„ =  2 n ■ sin ‘T ;n
1 . 2 !t . -1 ‘i(2) / ■ „ = — • «•  sin —  =  n ■ sin -  ■ cos ;2 n n n

51
s in  —

(3) U„ —  2 n ■ tang -- == 2 • n ■ — ;
cos " n

■T
sin  -

(4) F x =  ii - tang  --  =  «  -  .
cos-n

Indem  cos ^  für n =  oo zu 1 wird, ergibt sich über

einstimmend aus diesen vier Form eln: 
lim /  . .-t\

(5) " =  co ViSm «}
(Das Gleiche ergib t sich unabhängig von den Form eln 
(1) bis (4), wenn man von dem bekannten Grenzwert
/s in jc i __ j auSge}ien3! a; =  -  setzt und n  unbe-
\  35 /., o w
grenzt wachsen läßt.)
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W ollte man auf G rund von Form el (5) .t berechnen, 
dann käme offenbar folgende sehr übersichtliche Methode 
in B etracht, welche aber, was R echenarbeit anlangt, 
vor der üblichen Vielecksmethode nicht sehr viel vor
aus ha t:

M an berechnet aus

. « i / i  — cosa  1/1 — f l  — sin2 «
s m - = J /  ~----- =  |  o — •

von sin 30° =  4  ausgehend, durch fortgesetzte Anwen

dung dieser Form el sin 15°, sin 7° 30' usw. bis zu 
sin 14' !/iö; dann kann man sin 1' =  sin 14 : 14 VlO

und sin l "  =  i - s i n  1' setzen; so erhält man 

sin 1" =  0,0000048481.
Form el (5) liefert demnach fü r a  den Näherungsw ert 
180 -60 -60  -0,0000048481 =  3,1416 auf vier Stellen 
genau.

■t liegt im m er zwischen F„ und f„ (bezw. 2 .t 
zwischen u„ und U„). In  ersterem Falle ist genau

'F„ ■ f„, som it auch

-T — lim ■ sin — hin 1 F„ ■ f„ oder  ̂ ^F" ~t J"  
2 ’

da m it wachsendem n sich f„ und F„ m ehr und mehr 
nähern, also das geometrische M ittel durch das arith
metische ersetzt werden kann. Solange also n nicht 
sehr groß ist, ist das arithm etische M ittel nur eine sehr 
rohe Annäherung. Es ist auch geom etrisch evident, 
daß die Flächen F„ und f„ dem K reisinhalt sich nicht 
gleichstark nähern, daß vielm ehr F„ ein größeres Ge
wicht zukommt als f„. Setzen w ir daher

 P F„ -(- q f n  !/ F ,I -j- fn
'T —  l> +  <2 _  J/ +  1 :

so ist der Q uotient y  —  ^

Man erhält
n . 1

eine Zahl größer als 1.

fn
-  F„ n tang

x  — tang x

wenn man — =  x  setzt. u F ür n =  co, d. h. x  —  0 wird

dieser Q uotient von der Form  Nach den Regeln 

der D ifferentialrechnung hat m an dann
(p { x )   cos 2 x  — 1  2 cos2 x  • (cos2 x  — 1)
y ' (.r j  1 — V cos2 x  cos2 x  — 1

zu betrachten. Dieser Q uotient w ird aber =  2 für 
x  =  0.

Diesen G renzwert kann mau auch durch eine mehr 
elem entare M ethode gewinnen, bei der zwar ganz ana
log verfahren, aber der Begriff des D ifferentialquotienten 
n icht eingeführt wird. Indem  nämlich

* sin 2 S — 3, y  (5) — <5 — tang 3P ( * ) - a
mi t  verschwindendem

man sta tt auch den Quotienten
■y(:r)

d gegen 0 konvergieren, kann

1
(sin 2 x  — sin 2 3) — (x  — 3)

<4 (aQ — <p (ü) _  2 
y  (a-) — y  (3) (.t — 3) — (tang x  — tang  5)

untersuchen. Nach bekannten Form eln der Trigono
m etrie erscheint dieser zunächst in der Form

cos (¡w — A) 

sin (x  -
1

sin {x  — ó) 
x  — <5 

-  ö1 1

-  1

x  — 8 cos x  • cos <5
somit fü r x  =  <5 als
(cos 2 <5 — 1) • cos2 <5 ., . (cos2 <5 — 1) „
i —— ----- —  =  2 • cos2 <) • — ¿. r. , =  2 cos2 <5

cos2 <5 — 1 cos2 <5— 1
M it abnehmendem <5 resultiert also schließlich der
Grenzwert = 2 .

Die Gewichtskurve

!/-■

-  sin —  
2 n

ii tang

hat also für n =  co die O rdinate 2 ; ferner gehören 
zusammen, was ohne K enntnis von i  bestim m t werden 
kann, die W ertepaare

1, «  == — 1: n =  2, y  =  0 ; « - 4 ,  y  

1 +  « .

4 — -T

oder, da ,-r =  3 a ist, y  =  / >  1 < /  2 .

Aus diesem Verlaufe der K urve läß t sich sofort 
erkennen , welchem Um stand die Näherungsformel

—  **E l J l i ! .  ihre G üte verdankt, nämlich 
y  + 1 3

dem, daß die K urvenordinate sehr schnell gegen 2 kon
vergiert, indem sie in dem ganzen Intervall von n —  4 
bis u =  00  um weniger als 1 zunimmt.

Auch aus 2 x  =  ~ ” läß t sich eine analoge 
~ •

Näherungsformel ableiten. Auch hier findet man z  =  2.

K leinere M itteilungen.
G e d ä c b tn is re g e l f tlr  S in u s -W e rte .

Von Dr. W. . T a c e k e l  (Ohlau).
D ie  G r e n z w e r t e  d e r  s i n - F u n k t i o n  — f ü r  

W i n k e l  u m  j e  15° f o r t s c h r e i t e n d  — lassen 
sich in folgendes Gesetz b r in g e n :

s in  0 0 = 4 / 2 — f *  

sin 15 0 =  -/ ¡2  —/ 3  

sin 300 =  i ] / 2 — 

sin 450 =  i  

Bin 6 0 < ? = I  y 2  + / T  

sin  7 5 0  =  4 / 2  + / ! T

sin 90« =  4  / 2  + / i

H erzuleiten sind zunächst sin 15° und sin 75° m it H ilfe 
der A dditionstheorem e der trigonom etrischen Funktionen: 

sin 90« — sin 60° =  2 cos 75«sin 15°

1 — 4 1' 3 = 2  sin215«

~ — 4  ) '3  =  sin2 15°
4  4

sin2 150 =  1  ( o _  j/jj)
4

sin 150 =  I  ]72 —l/ f ;

Die A ufgabe, auch die übrigen Grenzwerte in einem 
verw andten W urzelausdruck darzustellen, so daß ein
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einheitlich-fortlaufendes Gesetz entsteht, wird von den 
Schülern m it großem Interesse erfaßt.

* *
*

G e o m e tr isc h e  A b le itu n g  d e r  G le ich u n g  
fü r  s in  a -f- sin  ß.

Von Dr. M. Z w e r g e r  (N ürnberg).
Die Gleichung für sin a - j-  sin/? w ird fast in allen 

Lehrbüchern auf rechnerischem W ege abgeleitet; sie 
läß t sich aber auch in sehr einfacher und übersicht
licher W eise geometrisch begründen. Zeichnet man 
um den Scheitel A  des <L B A D  —  a - \ - ß  einen Kreis 
m it dem Halbmesser 1, so ist die Fläche des Vierecks 
A B C D  gleich

~ A D  ■ CG  +  i  A B  ■ C F  =  ~  (sin « +  ein ß).

Verschiebt man nun den P unk t C auf der Parallelen 
zu B D  bis zum Schnittpunkte E  m it der Halbierenden 
des <£ B A D , so ist Viereck A B E D  gleich

l  B D  ■ A H  +  l  B D  ■ H E  =  * B D  ■ A E ;  

aber B D  =  9 • sin ^  (« -{- ß) und, da ■ C A E —  -* («— /?) 

und <)C CEA  — 9 0 0 ist, so ist A E  —  cos ( « — ß); also

ist Viereck A B  E D  =  -*- • 2 sin \  (a - f  ß) • cos i  (« — ß).

Die Vierecke A B C D  und A B E D  sind aber gleich; 
folglich ist

sin « +  sin ß  =  2 • sin —■ (n -f- ß) cos -- (a — ß).

A uf gleiche Weise läß t sich die Gleichung für 
sin«  — sin/? bew eisen; man träg t den bei AC
von 4 ;  a ab und zieht die entsprechenden Geraden wie 
ob en ; dann ist, wenn sich A B  und CD  in 0  schneiden, 

A A C D  -  A A B C  =  A A O D  -  A B 0 C =
A A B D  — A C B D  =  A A B D  -  A E B D ,  d. h.

sinn — s in ß —  2 sin (n — ß) • COS fa -f - /?).

Die Gleichungen für cos a +  cos ß  ergeben sich am ein
fachsten dadurch, daß man in den obigen Figuren an 
Stelle der W inkel a und ß  die W inkel 90 — a und 
90 — ß setzt.

*

N o c h m a ls  über 
Zerlegungsbeweise zu m  P y th a g o re is c h e n  S a tz . 

Von Chr .  N i e l s e n  (Varel).
Daß es vom S e r e b r o w s k y  sehen Beweise außer 

den beiden von m ir vorgeführten noch viele andere 
V arianten gibt, habe ich im ersten Aufsatz in Nr. 2 
der Unt.-Bl. schon bemerkt. Nach dem Erscheinen

dieses Aufsatzes übersandte m ir H err Dr. P a u l  M a h l o  
in H alle a. S. seine im .Tahre 1908 herausgegebeno 
Dissertation „Topologische Untersuchungen über Zer
legung in ebene und sphärische Polygone“, von 
deren Vorhandensein ich bis dahin keine K ennt
nis hatte, m it dem Bemerken, er habe darin eine 
Methode angegeben, die unm ittelbar erkennen lasse, 
weshalb der von m ir angestrebte Parallelismus der 
U m rißlinien entsprechender Teilflächen erreichbar sei. 
In  der T at ist dieses V erfahren sehr beachtenswert. 
M a h l o  verschiebt eine F igur, die ein aus lauter 
Hypotenusenquadraten gebildetes Netz darstellt, über 
eine andere, aus lauter K athelenquadraten zusammen
gesetzte Figur, und zwar stets parallel den Hypotenusen 
in der zweiten F ig u r ; hierbei bilden dann die Grenz
linien der K athetenquadrate im Hypothcuusenquadrat 
sowie die Grenzlinien der H ypotenusenquadrate gleich
zeitig in den K athetenquadraten die Teilungslinien. 
Durch einfache Parallelverschiebung der zweiten F igur 
über die erste erhält man dann sämtliche V arianten 
des S e r e b r o w s k y  sehen Beweises. Auch den E  p - 
s t  e in  sehen Beweis leitet M a h l o  aus jener zweiten 
F igur auf ähnliche A rt ab.

N un wäre es aber wohl möglich, daß S e r e b r o w s k y  
seinerzeit etwas Aehnliches erdacht h a t; denn es heiß t 
bei W i p p e r  a. a. 0 ., daß S. eine „mechanische V or
richtung“ erfunden habe, um die V arianten des Be
weises zu konstruieren.

Es kommt überhaupt ohne Zweifel häufig vor, daß 
beim Suchen nach neuen Beweisen zum Pythagoreischen 
Satz ältere, verschollene Beweise wiedergefunden werden. 
So erfahre ich je tz t durch M itteilung des H errn  
M a h l o ,  daß bereits A. G ö p e l  im Archiv f. Mathem.
u. Phys., Bd. 4, Taf. IV , die von m ir im ersten A uf
satz unter I  und I I  gebrachten Beweisformen angibt. 
Die von m ir gefundene, in  den Unt.-Bl. 1908, S. 79, 
m itgeteilte neue Form  eines älteren Beweises ferner 
bringt, wie ich kürzlich Gelegenheit hatte  festzustellen, 
schon B u e r b a u m  1855 in der zum Jahresbericht des 
Gymnasiums zu Coesfeld gehörenden A bhandlung 
Theorem a pythagoricum usw. als F igu r 1. Daß es mir 
aber in dieser H insicht n icht an Leidensgenossen fehlt, 
zeigt der von M a h l o  a. a. 0 . S. 11 angeführte Fall, 
und möge auch noch das folgende Beispiel dartun. In  
der Zeitschr. f. mathem. u. naturw. Unt. 1906, S. 527, 
veröffentlicht Dr. .T. S t i 11 i n g ,  Prof. der Augenheilkunde 
in S traßburg, einen von ihm gefundenen Beweis, den 
nach seiner A ngabe die Professoren R e y h e  und 
S i m o n  als neu bezeichnet hätten. B u e r b a u m  a. a. 0 . 
gibt aber diesen Beweis in Fig. 10; bei W i p p e r  steht 
er als X V II. Beweis (nach Hauff, 1803); w eiter findet 
man ihn in der Raum lehre von M a r t i n  und S c h m i d t ,  
1897, I I ,  S. 104, und ferner ist er identisch m it dem 
von H a b e  n i c h t ,  1899, S. 109, in den Unt.-Bl. ge
brachten Drehungsbeweis.

So hat Ben A kiba doch wieder recht.

Lehrm ittel-Besprechungen.
K oppe , H e in ric h , M athematische Modelle zum Selbst-

anfertigen. Nordhausen 1910, Ju l. Koppe.
Die — zum Teil auf der Posener Versammlung 

des Vereins zur Förderung des mathematischen und 
naturwissenschaftlichen U nterrichts vorgezeigten und 
dort sehr beifällig aufgenommenen — Modelle sind 
aus starkem  K artonpapier hergestellt und vermöge 
dessen vollständig zusammenklappbar und in Brief-
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Umschlägen unterzubringen. Die einzelnen Teile für 
jedes M odell müssen aus den Bogen, auf denen sie 
aufgezeichnet sind, herausgeschnitten und nach A rt der 
bekannten Modellierbogen m ittels Leisten, z. T. auch 
m ittels vorstehender Papierzähne, die durch ent
sprechende Spalten hindurchzuschieben sind, zusammen
gesetzt werden.

Zunächst liegen 7 Modelle vor (Die dreiseitige 
körperliche Ecke — Bogen 1 ; Ecke und Polarecke — 
Bogen 2 a, b ; Sphärisches Dreieck und Ctegend reieck — 
Bogen 3 ; Astronomische Geographie (das Fundam ental
dreieck Zenit — Pol — Gestirn) — Bogen 4 ; Die 
Ellipse als Zylinderschnitt — Bogen 5 ; Dieselbe als 
K egelschnitt — Bogen 6 ; Die Parabel als Kegelschnitt 
-— Bogen 7 a, b).

F ü r die B ehandlung der Modelle g ib t der V er
fasser eine gedruckte A nleitung, deren K nappheit sich 
dadurch erklärt, daß die Zusammensetzung durch die 
Schüler, nach seiner A bsich t, un ter A nleitung des 
Lehrers erfolgen soll. Trotzdem  könnte sie vielleicht 
doch noch etwas ausführlicher sein, zumal die Modelle 
wohl auch von Freunden der M athem atik benutzt wer
den dürften, die sich auf eigene Faust weiterbiklen 
wollen. Namentlich bei dem Modell 2 wäre eine M ißver
ständnissen vorbeugende größere A usführlichkeit auch 
darum angebracht, weil die Polarecke, deren K anten 
hier durch Lote auf den Innenseiten der ursprünglichen 
Ecke dargcstellt werden, von der gewöhnlichen Auf
fassung der Polarecke ab weicht; es ist die Scheitelecke 
der Ecke, die man meist als Polarecke bezeichnet. 
V ielleicht würde sich auch eine der gewöhnlichen A uf
fassung m ehr R echnung tragende, übrigens le ich t zu 
bewirkende A cnderuug des Modells selbst bei einer 
neuen A uflage empfehlen. Diese darf man dem ver
dienstlichen U nternehm en, das sehr geeignet ist, die 
K larheit und A nschaulichkeit der stereometrischen Vor
stellungen bei den Schülern und zwar gerade durch deren 
eigene tätige M itarbeit zu -fördern, von Herzen wün
schen, wie ich mich auch dem weiteren, bereits von 
anderer Seite geäußerten W unsche nur anschließen 
kann, daß das begonnene W erk auch noch durch JBe- 
rücksichtigung der Anwendungen ■ auf physikalischem 
Gebiete, nam entlich der K ristallographie und der 
K ristalloptik eine sehr erwünschte Fortsetzung erfahren 
möge. Dem m athem atischen Schulunterricht w ird hier 
ein neues, äußerst schätzbares M ittel geboten, das von 
den einzelnen Schülern fü r sehr geringen P reis erwor
ben werden kann; seine V erbreitung in Schulkreisen 
ist angelegentlichst zu empfehlen.

F. P i e t z k e r  (Nordhansen).

Bücher-Besprechungen.
B e u te l ,  E u g e n , Oberreallehrer, A l g e b r a i s c h e  

K u r v e n .  I. T e il: Kurvendiskussion. 147 S. 
Leipzig 1909, G. J . Göschen. M 0,80.
Das ansprechende Büchlein w ird dem L ehrer der 

P rim a willkommen sein, von der historischen E inleitung 
bis zu dem nützlichen Register. Noch wertvoller wird 
vielleicht für die Praxis der zweite Teil werden, der 
die einzelnen algebraischen Kurven 3. und 4. Ordnung 
behandelt. Die Zusammenstellung der Gleichungen 
von nahezu 100 algebraischen Kurven b ietet schon 
je tz t gutes U ebungsmaterial. Die Einführung der In 
finitesimalrechnung, die, lange künstlich zurückgehalten, 
sich je tz t wie ein befreiter Strom  über die höheren 
Schulen ergießt, w irkt ja  auch befreiend von anderen

Schranken. Man braucht n icht m ehr bei den K egel
schnitten H alt zu machen und sie in  erm üdender Breite 
zu behandeln, nachdem das W erkzeug, in weitere in ter
essante Gebiete einzudringen, dem Schüler in die H and 
gegeben ist, und das niichstliegende Feld sind eben 
die algebraischen Kurven. L eider hat der Verfasser 
die unm ittelbare Verwendung seines Buches vom Schul
unterrich t dadurch ausgeschlossen, daß er die U hr
zeigerdrehung als positiv und dadurch die positive y-  
Aclise nach unten laufend angenommen. W elche 
wissenschaftlichen Vorteile dies hat, is t jedem  h in
reichend b ek an n t; aber das Schicksal der 100-Teiiung 
des Quadranten sollte doch warnen, viel schöne K raft 
auf die Bekämpfung von A eußerlichkeiten zu ver
schwenden. M ehr Glück w ird der V erfasser vielleicht 
m it der Aufnahme von w  als d ritte r homogener 
K oordinate an Stelle des irreführenden z  haben. E n t
schieden praktisch ist die W ellenlinie f  (a.-, y, w) zur 
Bezeichnung der H om ogenität. N icht unbedenklich er
scheint die Ausscheidung en tarte ter K urven. Die in 
zwei Gerade entartete H yperbel h a t einen D oppelpunkt 
und ist unzweifelhaft ein „K egelschnitt“, an dem der 
Schüler unmöglich Vorbeigehen darf. Sonst ist es ja  
wertvoll, daß der Verfasser kurz und k lar die H au p t
sachen bringt, ohne sich in Abschweifungen zu ver
lieren. Besonders sei h ierfür auf den A bschnitt „K urven
diskussion m ittels des Signierungsprinzips und des 
Prinzips der linearen Kom bination“ hingewiesen. Auch 
sonst ist auf beschränktem  Raum  so viel Gutes ge
boten, daß das Buch warm empfohlen werden kann.

A. T.
* *

*
G. H e r t in g , Von S t r e c k e , Q u a d r a t  u n d  W ü r f e l  

z u m  b e s t i m m t e n  I n t e g r a l .  Zum Gebrauch 
in den oberen Klassen unserer M ittelschulen und 
beim  Selbstunterricht. In  Kommissionsverlag bei
B. G. Teubner. Leipzig 1910. M 3.50.
Es ist sehr zu begrüßen, daß sich Prof. Dr. H er

ting (nebenbei auch Diplomingenieur) entschlossen hat. 
das wunderschöne Program m , das er dem letzten Jahres 
berichte des St. Anna-Gymnasiums in Augsburg bei
legte, durch den Buchhandel in w eitere K reise zu 
bringen. So kann in die H ände der Prim aner unserer 
höheren Schulen ein Büchlein gelangen, das sie im 
Anschlüsse an das im mathem atischen U nterrich t be
handelte Pensum  auf kurzem  W ege in klarer, anschau
licher W eise zum Begriffe des bestim m ten In tegrals führt.

Messung und B erechnung von Linien, von ebenen 
Flächen, von Oberfläche und R aum inhalt von K örpern 
bilden den Inhalt der ersten drei A bschnitte der vor
liegenden Schrift. I n  allen Fällen knüpft der Verf. au 
die E rfahrung des Schülers an, g ib t er verschiedene 
M ethoden der praktischen Ausmessung, zeigt er den 
Einfluß der M essungsgenauigkeit, auf das Endergebnis 
und geht er endlich zum Idealfäll einer absoluten Ge
nauigkeit über, indem er die Berechnung auf Grund 
der geom etrischen Lehrsätze durchführt. Wo die 
Summ ation sehr kleiner bezw. unendlich kleiner Teile 
nötig  wird, geschieht dies un ter V erwendung einfacher 
G renzbetrachtungen, nachdem geze ig t'is t, daß unend
lich kleine Größen erster Ordnung gegen endliche 
Größen und unendlich kleine Größen zweiter Ordnung 
gegen solche erster Ordnung vernachlässigt werden 
dürfen, ohne die Genauigkeit des Ergebnisses zu stören. 
In  diesen ersten A bschnitten w ird das Integralzeichen 
nur nebenher einmal gebraucht.
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Im  vierten Abschnitt wird zunächst m it H ilfe der
.r —a

I ’otenzsummen der ganzen Zahlen das f  x " d x  ab-
Xmmb

geleitet, und dieses zur W iederholung früherer Berech
nungen, sowie zur Lösung schwierigerer Aufgaben an

gewandt. Die W erte der In tegrale J ' r,‘ cos <p dq> und
o

sin cp d cp werden aus einer F igur abgelesen. So

sind die H ilfsm ittel gewonnen, welche zur Berechnung 
des Kubikinhaltes von Kreuz- und Klostergewölben, zur 
Bestimmung von Schwerpunkten und Trägheitsm omenten 
in  all den Fällen ausreichen, welche dem E rfahrungs
bereich des Prim aners angehören. Dem aus dieser 
Schülergruppe gedachten Leserkreis kom m t der V er
fasser durch ausführliche Behandlung des rechnerischen 
Teiles seiner Darlegungen entgegen, so daß auch der 
weniger Geübte im Stande ist, die Schrift m it Gewinn 
zu lesen. A ber n icht nur unseren Oberklässern sei das 
Studium  desW erkchens empfohlen, — auch die Lehrer 
werden manches Gute darin finden; besonders jene, 
welche im mer noch an der M öglichkeit zweifeln, die 
A nfänge der Infinitesim alrechnung schon auf den 
höheren Schulen zu behandeln ; sie sehen wenigstens, 
wie man es machen kann. H e ß  (Nürnberg.)

* *
*

J a c o b i  de B illy , D o c t r i n a e  a n a l y t i c a e  I n v e n -  
t u m  n o v u m .  Ferm ats Briefen an Billy en t
nommen. H erausgegeben und übersetzt von P a u l  
v. S c h a e w e n .  143 S. Berlin 1910, Otto Salle. 
Preis 3 M.
Die Aussetzung des W o lfsk e h ls c h e n  Preises für den 

bis je tz t noch ausstehenden allgemeinen Beweis des sogen, 
großen F e r m  ä ts c h e n  Satzes h a t neuerdings die Auf
m erksam keit w eiterer Kreise w ieder auf die merkwürdige 
Persönlichkeit des genialen F e r m a t  gelenkt, der durch 
eine R eihe bedeutsam er wissenschaftlicher Leistungen 
auf den Gebieten der Physik, der Analysis und nam ent
lich der Zahlentheorie sich einen der ersten Plätze in 
der Geschichte der mathematischen W issenschaften er
rungen hat. Seine z. T. ohne Beweis hingestellten und 
erst später z. T. von anderen Seiten bewiesenen zahlen
theoretischen Sätze (insbesondere auch der genannte 
„große F c r m a t s c h e  Satz“) finden sieh in seinen 
Randglossen zu der A rithm etik des D iophantus; den 
Schlüssel für viele dieser Randglossen liefert nun, wie 
schon P. T a n n e r y  bem erkt hat, das Inventum  novum, 
das die ersten 36 Folioseiten der zweiten Ausgabe der 
Diophantischen A rithm etik (Toulouse 1670) füllt.

Von diesem W erke ist eine Neuausgabe nicht 
w ieder erschienen, eine freie und nicht ganz fehlerlose 
französische Uebersetzung hat P a u l  T a n n e r y  im 
Band I I I  der Oeuvres de F erm at (Paris 1896) gegeben.

Den Freunden geschichtlicher Forschungen auf 
dem G ebiete der M athem atik wie namentlich allen den 
M athem atiliern, die durch das neuerdings wieder erweckte 
Interesse für die Person F e r m a t s  sich m it den von ihm 
aufgeworfenen Fragen zu beschäftigen angeregt worden 
sind, wird das vorliegende W erk sehr willkommen sein. 
Es b ring t zunächst auf 52 Seiten den lateinischen Text, 
dann auf 64 Seiten die sehr treue deutsche Ueber
setzung dieses Textes, die letzten 23 Seiten werden 
durch 149 Anmerkungen gefüllt, in denen der Ueber- 
setzer n ich t nur eine große Zahl einschlägiger L itera tu r
nachweise, sondern auch eine ganze Reihe eigener 
Berichtigungen und Ergänzungen gibt.

Das W erk selbst, das sich als ein Auszug aus dem 
wissenschaftlichen Briefwechsel F e r m a t s  m it seinem 
gelehrten Freunde, dem Jesu itenpater J a c q u e s  d e  
B i l l y  darstellt, beschäftigt sich ausschließlich m it der 
der unbestim mten A nalytik angehörenden A ufgabe der 
Aufsuchung rationaler W erte fü r x ,  durch welche eine 
oder m ehrere ganze rationale Funktionen vom ersten 
bis vierten G rade gleichzeitig zu vollständigen Quadraten 
werden. E s enthält nach einer kurzen Einleitung drei 
Teile, deren erster sich m it den unendlich vielen 
Lösungen doppelter Gleichheiten (d. i. des gleich
zeitigen quadratischen Charakters zweier Ausdrücke) 
befaßt, w ährend das zweite die dreifachen Gleichheiten 
und deren unendlich viele Lösungen behandelt, und 
das dritte  die Methoden lehrt, nach denen unendlich 
viele Lösungen aus m ehr als dreigliedrigen Ausdrücken 
zu gewinnen sind. Der von enthusiastischer Bewunde
rung für F  e r  m  a t  erfüllte B i l l y  hebt dabei fort
während die Fortschritte  der E rkenntnis hervor, die 
die F e r m a t s c h e n  U ntersuchungen gegenüber seinen 
Vorgängern, namentlich B a c h  e t ,  bedeuten.

Die Uebersetzung ist sehr treu und liest sich im 
ganzen gut, manchmal könnte sie vielleicht, namentlich 
in  der W ortstellung, dem modernen Sprachgebrauch 
etwas m ehr R echnung tragen. W arum  der Uebersetzer 
den T itel „Senator“ n ich t durch die Bezeichnung 
„Parlam entsrat“ wiedergegeben hat, die F e r m a t  ver
möge seiner Anstellung an dem „Parlam ent“ (d. i. 
dem oberen Provinzial-Gerichtshofe) zu Toulouse zu
kam, ist nicht recht ersichtlich.

A uf alle Fälle ist das Erscheinen des Buches, in 
dem eine große Summe gewissenhaftester A rbeit steckt, 
m it vieler Freude zu begrüßen.

F . P i e t z k e r  (Nordhausen).
* +

E . Jochm ann und 0. H erm es, G r u n d r i ß  d e r  
E x p e r i m e n t a l p h y s i k  u n d  E l e m e n t e  d e r  
C h e m i e ,  s o w i e  d e r  A s t r o n o m i e  u n d  m a t h e 
m a t i s c h e n  G e o g r a p h i e .  N eubearbeitet von 
P. Spies. Berlin 1910, W inckelmann & Söhne.
Die von P. S p i e s  neubearbeitete 17. Auflage des 

altbewährten Jochm ann-Herm esschen Grundrisses zeich
net sich durch klare, durchsichtige Stoffanordnung aus, 
die dem L eser den Ueberblick über die einzelnen Teile 
und das Gesamtgebiet der Physik sehr erleichtert. Die 
tro tz ihrer K nappheit leicht lesbare Darstellung ist für 
Selbstunterricht wie für P rivatlektüre besonders in ter
essierter Schüler gleich geeignet. D am it hängt es aller
dings zusammen, daß die K lippe des dogmatischen 
Darbietens n ich t überall vermieden ist, so wenn z. B. 
schon auf S. 4 bei Besprechung der Tatsache der 
Schwere m itgeteilt wird, daß die K örper von der E rde 
oder „überhaupt von dem Himm elskörper, auf dem sie 
sich befinden“, angezogen werden. Auch die E in füh
rung der Masse als „Stoffmenge“ wäre wohl besser 
unterblieben, zumal später nur von der auf S. 20 sich 
findenden kinetischen Massen-Definition Gebrauch ge
m acht wird.

Die neueren Errungenschaften von W issenschaft 
und Technik, soweit sie von weitreichender theoretischer 
oder praktischer Bedeutung sind, hat der B earbeiter in 
einer bei Schulbüchern leider seltenen Vollständigkeit 
aufgenom m en; so in der M echanik den Schlickschen 
Schiffskreisel, die Einschienenbahn, die Lenkballons 
und Flugm aschienen, in der Optik den Dreifarbendruck, 
das Chromoskop nach Ives, den experimentellen Nach
weis stehender Lichtwellen nach W iener und die ver-
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schietleuen A rten der Farbenphotographie, in der 
W ärm elehre die Dampfturbinen und Explosionsmotoren.

Die universale Stellung des Energieprinzips kom m t 
allenthalben dadurch zum deutlichen A usdruck, daß 
alle wichtigeren Erscheinungen vom G esichtspunkte der 
Energieerhaltung und Energieum setzung betrachtet 
werden, auch solche, bei denen dies in der Mehrzahl 
der Schulbücher nicht geschieht, wie die Polarisations
ström e und die Selbstinduktion. Andererseits ist aber 
auch die Tragw eite des Energieprinzips in § 173 in 
gehöriger Weise abgegrenzt, woran sich eine scliul- 
mäßige (aber in ihren Einzelheiten für die Mehrzahl 
der Schüler wohl zu weitgehende) D arstellung des In 
halts des zweiten H auptsatzes schließt.

V on einzelnen Kapiteln, die durch klare und er
schöpfende D arstellung angenehm auffallen, nenne ich 
aus der Optik die Farbenzerstreuung und insbesondere 
die Farbenm ischung, aus dem Elektrom agnetism us die 
Betrachtung der Hysterese und der W echselströme.

A usstattung und Druck sind gut, nur auf den Seiten 
102, 106, 110 des m ir vorliegenden Exemplars is t der 
Druck verschwommen. Die durchweg sehr deutlichen 
Figuren lassen das W ichtige, das sie veranschaulichen 
sollen, klar hervortreten. E ine Teilung in eine Untcr- 
und Oberstufe ist n icht vorgenommen. D er auf der 
U nterstufe durchzunehmendc StotY ist vielmehr durch 
einen am R ande gedruckten S trich  gekennzeichnet. Die 
beigegebene Einführung in die Chemie wird fü r viele 
Schulen (nam entlich Öb'errealschulen, wo für Chemie 
eine größere Stundenzahl zur V erfügung steht) über
flüssig. Es wäre deshalb im  Interesse der V erbreitung 
des Buches wünschenswert, wenn eine A usgabe ohne 
diesen Anhang veranstaltet würde.

Dr. G. L o n y  (Hamburg.)
»k *

F r ie d r ic h  R a tz e l ,  A  n t  h r  o p o g  e o g r a p h i e. I. T e il.
3. unveränd. Aufl., B ibliothek geographischer H and
bücher, Neue Folge, herausgeg. von A. P c n c k .
„Es ist vielm ehr zunächst rein praktisch aus meinen 

Erfahrungen in  der H eranbildung junger Geographie
lehrer entsprungen“, schrieb R a t z e l  vor nunm ehr fast 
30 Jah ren  in dem V orw ort zur ersten Auflage der 
Anthropogcographie, und daraus erk lärt sich der W ert, 
den das Buch nich t allein für die W issenschaft der 
modernen A nthropogcographie, die dam it erst begründet 
wurde, sondern gerade für die Schule hat, K i r c h -  
h o f f ,  AVa g n e r ,  G r u b  e r  u. a. haben für die V er
breitung R a t z e l s c h e r  Anschauungen in der Schule 
viel getan und auch ihre Grundzüge der A llgem ein
heit zugänglich gemacht. A ber schließlich soll doch 
jed e r Geographielehrer das Buch selbst benutzen, das 
auf jed e r Seite eine ¡Fülle von Gedanken, eine Summe 
von A nregungen bietet. M an lese z. B. vor der D urch
nahme der A lpen die A bschnitte über Gebirge, etwa 
den die Pässe behandelnden. N icht die Gipfel, sondern 
die Kämme, die dieselben verbinden, und die tiefsten 
Stellen der K ämme, die Pässe, sind das im großen 
menschlich Bedeutende am Gebirge. Im  Paßreichtum  
liegt die Zugänglichkeit nnd Durchgänglichkeit eines 
Gebirges, in der Paßarm ut die Steigerung eines ein
zelnen Passes zu weltgeschichtlicher B edeutung: Kliaiber- 
paß. Ungleichmäßige V erteilung der Pässe. Die 
Vogesen haben keinen eigentlichen Paß  zwischen Bcl- 
fo rt und Zabern, die Tauern entbehren der echten 
Paßeiusehuitte uud in  den AVestalpen liegen die paß
reichen Kottischen A lpen m it ihren seit der Röm erzeit

wichtigen Pässen neben den paßarm en Grajischen. 
E ine verkehrshemm ende W irkung hat der keinen ein
zigen nennenswerten D urchbruch zeigende Ju ra , während 
das H ochland von AVales, ein Gebirge entgegengesetzter 
A rt, von Tälern m it noch nicht 100 m hohen W asser- 
scheiden durchzogen wird. Die H öhe der Pässe ist 
von Gebirge zu Gebirge und wieder in den einzelnen 
Gebirgsteilen sehr verschieden. Die Pyrenäen haben 
hohe Pässe im  Vergleich zu den Alpen, wo die P aß 
höhe von W esten nach Osten abnim mt. Von der E r
hebung ist der geschichtliche AVert der Pässe abhängig. 
Die A7erkehrsbedeutung hängt auch von ihrer Breite 
ab. Die AVegc durch die Pässe der Ostalpen sind 
niedriger, aber länger als die durch die AVestalpen. 
Beim T hüringer W ald  beträg t die m ittlere Breite 
14 km, der E isenacher Paß aber überw indet das Ge
birge in der B reite von 6 km. Taleinschnittc er
leichtern den Auf- und A bstieg : Brenner. K leinere 
Völker werden zu Paßvölkern, indem sich die ganze 
Staatsbildung auf die A usnutzung dieses Vorteils be
schränkt und  die Gelegenheiten zur A usbreitung unge
nutzt läßt.

Oder man beschäftige sich als Einführung in die 
Geographie tropischer L änder m it dem interessanten 
K apitel über die Gewöhnung an das Tropenklim a, der 
E rfolg  wird n ich t ausbleiben.

Die H auptbedeutung des Buches liegt also in der 
Anregung, die es bietet. Manches ist inzwischen, da 
auch seit der zweiten A uflage zehn Jah re  vergangen 
sind, ausgearbeitet, einiges auch als nicht zutreffend 
erkannt, aber trotzdem muß man dem H erausgeber 
P e n e k  R echt geben, daß er n icht nur aus P ie tä t 
gegen den Verstorbenen geleitet, an Form  uud Inhalt 
des AVerkes keine V eränderung hat vornehm en lassen; 
es wäre daun eben nicht m ehr das W erk R a t z e l s  
gewesen. R. L ü t g e n s  (Hamburg).
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