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Vereins-Nachrichten.

Fur die XX. Hauptversammlung in Minster i. W. vom 5. bis 8. Juni sind folgende Vor-

trdge in Aussicht gestellt:

Prof. Dr. Becher, Raum und Kausalitat.

Prof. Dr. Dehn, Ueber Inhaltslehre.

Prof. Dr. Gebhardt, Sichtbarmachung von Schallwellen nach Toeplers Schlierenmethode.

Prof. Dr. v. Han stein, Behandlung des Planktons im biologischen Unterricht.

Geh. Rat Prof. Dr. Klein, Ueber die Arbeiten der Internationalen mathematischen Unter-
richtskommission und des Deutschen Ausschusses mit besonderer Berucksichtigung
der Lehrervorbildungsfrage.

Prof. Dr. Konen, Ueber einige Probleme und Ergebnisse der Spektroskopie (mit Versuchen).

Prof. Dr. v. Lilienthal, Bericksichtigung der politischen Arithmetik im Unterricht.

Prof. Dr. Plafmann, Der heutige Stand der Lehre vom Lichtwechsel der Fixsterne.

Prof. Dr. Rosemann, Versuche Uber Biologie, die sich fir den Unterricht eignen.

Oberl. Schmelzer, Ueber Busmanns Kegelschnittszirkel.

Prof. Walter Schmidt-Diren, Vertiefung oder sogenannte allgemeine Bildung?

Prof. Dr. Sternpell, Ueber die Verwendung mikrophotographischer Lichtbilder beim
enaturwissenschaftlichen Unterricht.

Prof. Dr. Thiel, Illustrationsversuche zur chemischen Mechanik.

AuBer einer Besichtigung der Stadt Minster am Nachmittag des 7. Juni sind fir den

S. Juni ein geognostischer Ausflug nach Qsnabrick und gleichzeitig ein Ausflug nach dem
Schiffshebewerk in Henrichenberg ~in Verbindung mit der Besichtigung industrieller Werke in
Recklinghausen und Bochum in Aussicht genommen.

Die Mitteilung der endglltigen Tagesordnung findet in der nachsten Nummer des Blattes

statt. Anmeldungen von Vortrdgen und Anfragen bittet man an einen der Unterzeichneten zu richten.

Geh. Reg.-Rat Prof. Dr. Killing, Dir. Dr. A. Thaer,
Vorsitzender des Ortsausschusses. z. Z. Vorsitzender des Vereins.



Ueber neuere Geometrie.
Vortrag, gehalten auf der Hauptversammlung in Posen.
Von Prof. A. Schilke (Konigsherg i. Pr.)

Bei den Erdrterungen Uber die Reform des
mathematischen Unterrichts hat man bisweilen
behauptet: die Schule halte mit der wissen-
schaftlichen Entwickelung nicht gleichen Schritt.
Andererseits hat man diesen Vorwurf zuriick-
gewiesen und gesagt: die Schule berlcksichtigt
auch die neuesten Errungenschaften der Wissen-
schaft, wenn sie fir den Unterricht geeignet
sind. Wabhrscheinlich haben hier — wie so
haufig — beide Teile Recht. Denn tatsachlich
sind manche verhaltnismaRig neuen Dinge in den
Unterricht eingedrungen,P euerbachscherKreis,
Nichteuklidische Georhetrie, Geometrographie
usw. Aber Perspektive Zeichnungen, die schon
Hubert vom Eyck (fl426) kannte, und Uber
die Albrecht Diirer 1525 die ,,Underweysung
der Messung mit Zirkel und Richtscheit* ver-
falte, konnen unsere Schiler gewdhnlich nicht
ausfuhren, und projektive Betrachtungen findet
man in Schulbichern nur sparlich, obwohl dies das
wesentlichste Kennzeichen der neueren Geometrie
ist, und obwohl Cayley schon 1859 sagte:
Projective geometry is all geometry.

Wir haben némlich als Erbteil Euklids Uber-
nommen, daf die Planimetrie als Selbstzweck
lberméaRig ausgedehnt wird und dal daher fir die
Raumlehre und das damit zusammenhdngende
Zeichnen viel zu wenig Zeit Ubrig bleibt. Wir
sind aber keine Helmholtzschen Flachenwesen,
sondern wir leben im Raum, daher ist offenbar
die Raumlehre die Hauptsache, und die Planimetrie
hat nur soweit Berechtigung, als sie uns die
notwendigen Hilfssatze liefert. Auch gibt die
Euklidische Geometrie, nachdem Kongruenz,
Flacheninhalt, Aehnlichkeit und Ausmessung des
Kreises besprochen ist, prinzipiell nichts Neues,
und wenn wir noch einige Satze Gber harmonische
Punkte 'und Transversalen in ublicher, d. h. eukli-
discher, Weise in den oberen Klassen hinzufiigen,
dann erhalten die Schiler damit keinen Zuwachs
an allgemeiner Bildung. Von den vorhin er-
wahnten neuen Gegenstdnden erscheint mir die
Nichteuklidische Geometrie zu schwierig, der
Feuerbachsche Kreis zu speziell, und die Geo-
metrographie gibt, abgesehen von grundsatz-
lichen Bedenken, jedenfalls eine sehr starke
Belastung des Gedé&chtnisses. Es entsteht daher
die Frage, ob die Behandlung der projektiven
Geometrie péadagogisch wertvoller st
Merkwdirdigerweise ist der Gegenstand nach
dieser Richtung hin noch wenig durchgearbeitet.
Reidt und Simon sowie die neuen, schdnen
Bicher von Héfler und Lietzmann bringen
wenig daruber, und auch die Schulbiicher heben
die charakteristischen Punkte nicht so deutlich
hervor, wie es notwendig wadre.
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Zunéchst die uneigentlichen Elemente.
In der Arithmetik wird mit Recht auf die grofe
Bedeutung einer Begriffserweiterung hingewiesen.
Wenn u? = 2, dann ist x weder eine ganze, noch
eine gebrochene Zahl; wir verlangen aber, dal
jede Gleichung eine Wurzel hat, wir setzen
daher x gleich einer Zahl und zeigen, wie man
damit rechnen kann. Diese Begriffsbildung, die
der Schuler auch bei negativen, gebrochenen
und komplexen Zahlen, beim sinus usw. kennen
lernt, fehlt in der Euklidischen Geometrie; es
gibt aber kein besseres Beispiel, den Unter-
schied von Anschauung und reinem Denken
hervorzuheben, als die uneigentlichen Elemente.
Zwei Gerade schneiden sich in einem Punkte
oder gar nicht, wenn sie parallel sind; um aber
ausnahmslose Gesetze zu erhalten, schreiben
wir auch parallelen Geraden einen (unendlich
fernen) Schnittpunkt zu. Im Gegensatz zur
Nichteuklidischen Geometrie, die Gber das Wesen
der parallelen Geraden etwas aussagen will,
handelt es sich hier nur um eine rein logische
Definition. Noch schéner und scharfer zeigt
sich der Gegensatz von Anschauung und Logik
bei der unendlich fernen Geraden. Wer am
Meeresstrand steht, der sieht mit (berzeugender
Deutlichkeit, wie sich alle unendlich fernen
Punkte der Ebene zu einem Kreise, dem
Horizont, zusammenschlieBen. Bei jeder Lage
des Auges und bei jeder Lage der Bildebene
liefert das Bild des Horizonts aber eine Gerade,
wir sind daher gezwungen, logisch von einer
unendlich fernen Geraden zu sprechen; und
wer auf die Raumtheorie Kants zu sprechen
kommen will, findet hier einen geeigneten Aus-
gangspunkt.

Sodann finden wir in der darstellenden Geo-
metrie eine ganz neue Art von Beweisen.
Aus dem Satz, daR das Doppelverhaltnis von
vier Punkten oder Strahlen bei jeder Projektion
uugeédndert bleibt, folgt z. B. durch Abbildung
eines Parallelogramms: in einem vollstandigen
Vierseit liegen auf jeder Nebenseite vier har-
monische Punkte. Ferner drei gleichlange
Strecken parallel zur Bildachse liefern zunéchst
fr drei beliebige parallele Strecken den Satz:

die drei duBeren Aelinlichkeitspunkte liegen
auf einer Geraden. Damit ist aber auch der
Satz fur drei Quadrate und drei Kreise be-

wiesen (Satz des Dlonge). Aus zwei &hnlichen
und &hnlich liegenden Dreiecken erhdlt man
den Satz des Desargues. Wenn bei einem
Sehnensechseck zwei Paar Gegenseiten parallel
sind, dann ist auch das dritte Paar parallel und
die Gegenseiten schneiden sich auf der unend-
lich fernen Geraden; die Abbildung liefert den
Satz des Paskal fir alle Kegelschnitte. Das-
selbe gilt fur Pol und Polare.

Man findet also hier die wichtigsten Satze
wieder, die man sonst durch 3lenelaos und Ceva
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zu beweisen pflegt, und es entsteht die Frage,
welche Beweise sind fiir die Schiler geeigneter?
Zunéchst ist der hier angedeutete Weg ein-
facher und leichter zu behalten. Sodann deckt
die Projektion den inneren Grund fir die Be-
weise auf, denn wenn der Sachverhalt an einem
einfachen Fall anschaulich erkannt ist, dann
muB bei der Abbildung das Wesentliche er-
halten bleiben. Beim Satz des Menelaos ist
der Zusammenhang zwischen den Abstandsver-
haltnissen und der Lage von drei Punkten auf
einer Geraden gekiinstelt. Man hat zwar die
Ueberzeugung, daB der Satz wahr ist, aber man
sieht nicht ein, warum es so ist. Endlich ist
der projektive Beweis bemerkenswert, weil da-
bei eine neue Art des SchlieBens auftritt, die
sonst in der Schulmathematik nicht vorkommt,
die man fast bezeichnen kénnte als SchluR vom
Besonderen auf das Allgemeine, und dies ist
erkenntnistheoretisch von groBer Wichtigkeit.
Denn die Ubliche Art des mathematischen Be-
weises, die aus bestimmten Voraussetzungen
deduktiv neue Satze ableitet, ist zwar fir das
System der Mathematik unentbehrlich, aber es
ist nicht der Weg, auf dem neue Wahrheiten
fir gewdhnlich gefunden werden. Bekanntlich
sind sehr viele Satze friher gefunden als die
erforderlichen strengen Beweise, und die Forscher,
die uns einen Einblick in die Art ihres Schaffens
tun lieBen, erklarten offen, wie z. B. Helm-
lioltz, daB ihnen ,die Lésung von Problemen
fast immer durch eine allméhlich wachsende
Generalisation von glinstigen Beispielen, durch
eine Reihe glicklicher Einfdlle nach mancherlei
Irrfahrten gelungen war“. Die Induktions-
schlisse, die der Schiler bisher nur in der Physik
kennen gelernt hat, und die im spéateren Leben
ganz unentbehrlich sind, erweisen sich also auch
fir die Mathematik als wertvoll.

Endlich findet man noch einen eigenartigen
Weg zur Ableitung neuer Satze, namlich die
Dualitdat, d.h. wenn man in den Lehrsatzen
Punkt und Gerade, Pol und Polare, Viereck und
Vierseit, Punktreihe und Strahlenbischel ver-
tauscht, wenn also die Figuren durch andere
aus anderen Bestandteilen ersetzt werden, und
nur die Art der Verknipfung dieselbe bleibt.

Nun wird aber haufig der Einwand gemacht:
man misse bei der Euklidischen Geometrie
bleiben, denn die projektive Geometrie ist zwar
ein Konigsweg, aber sie hat fiir den Schiiler,
der die raumlichen Verhaltnisse nicht hinreichend
Uberschauen kann, keine uUberzeugende Kraft!
Tatsachlich hat auch die Zentralperspektive,
trotz vielfacher warmer Empfehlung, nur geringe
Verbreitung im Unterricht gefunden. Aber wenn
wirklich der Wunsch besteht, die vorhin er-
wahnten padagogischen Gesichtspunkte fir den
Unterricht nutzbar zu machen, dann muR sich
auch eine geeignete Darstellung finden lassen.

UBER. NEBERE GEOMETRIE. S. 23.

Bisher hat man es wohl dem Anfanger etwas
zu schwer gemacht, weil entweder gar keine
Anweisung zur Ausfihrung der Zeichnung zu-
gefigt wurde, oder weil mau zu schnell zur
allgemeinen Darstellung von Raumfiguren oder
ebenen Kollineationen (bergeht. Die leichtere
Verstandlichkeit der Euklidischen Geometrie
beruht auf zwei Grinden, erstens arbeitet man
wesentlich mit Kongruenzséatzen, d. h. man zeigt
von einem Stick nach dem &ndern, dafl es den
Forderungen entspricht, und zweitens geht man
erst nach sehr zahlreichen Uebungen in der
Ebene zum Raum dber; auch in der analytischen
Geometrie beschrankt man sich anfangs stets
auf die Ebene. Ich mochte also auch in der
Zentralperspektive zunéchst nur den einfachsten
Fall behandeln, namlich die Abbildung einer
ebenen Figur auf eine dazu senkrechten Ebene.
Denn Grund- und AufriB, sowie das Herunter-
klappen des einen auf den anderen ist ohnehin
aus der darstellenden Geometrie bekannt, der
Schiiller kann sich durch leicht herzustellende
Papiermodelle jedesmal die rédumliche Lage
klarmachen, die Abbildung von Punkten und
Geraden gestaltet sich besonders einfach und
die Beweise fur die obigen Satze werden eben-
so leicht verstdndlich und Uberzeugend, wie in
der Euklidischen Geometrie. Die ndhere Aus-
fihrung dieser Gedanken ist in der Aufgaben-
sammlung des Verfassers enthalten (Leipzig 1910,
B. G. Teubner, 2. Aufl.).

Noch ein anderes Mittel kann dazu beitragen,
der projektiven Geometrie einen festen Platz im
Unterricht zuzuweisen, nadmlich die Verbindung
mit der Arithmetik. Die Konzentration, die Schaf-
fung einer neuen Beziehung zwischen Geometrie
und Arithmetik mufl fir beide Teile frucht-
bringend sein. Wir erhalten damit fir die Rech-
nung einfache und naturgeméaRe Uebungsbeispiele
und andererseits konnen etwaige Maéngel der
Zeichnung durch die Rechnung geprift und be-
seitigt werden. Dazu ist nur ein neuer Begriff
erforderlich, der sich aber ohne jede Schwierig-
keit einfihren 1aRt, ndmlich die Koordinaten-
Transformation. Allgemein bekannt ist ja,
daB man die Figuren festhalten und das Achsen-
kreuz verschieben kann. F. Klein macht aber
besonders darauf aufmerksam, daf es viel frucht-
barer ist, die Achsen festzuhalten und den Punkt
P (x y) durch die Transformation

X'= ax -j- by -f- ¢

y — ax e/l 4—u
nach P' (x'y') zu bringen. Besonders anschau-
lich wird das Wesen der Transformation, wenn
man sich nicht auf einen Punkt beschrankt,
sondern wenn man vier Punkte, die auf einer
Geraden liegen oder die die Ecken eines Quad-
rats bilden, gleichzeitig transformiert. So
liefert z. B.
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f—1 eine
2y eine Streckung,
3yleine dhnliche Figur,

X'—x--3 Y
Xx'=3x, y'
X' — 3x-\-2, if

X' = X cos p—Yysin my = Xxsin
Drehung um (p.
Die allgemeine affine Transformation liefert

jede Parallelprojektion, und eine gebrochene
Transformation die Zentralperspektive. Auch
hier ist die nahere Ausfiihrung in der oben
erwahnten Aufgabensammlung, S. 87—88, ent-
halten.

Mein Vorschlag geht also dahin, von Ober-
sekunda an die Planimetrie nicht mehr als
Selbstzweck zu betreiben, sondern sie durch
Perspektive und darstellende Geometrie zu er-
setzen. W ir erhalten dann ebenso schdne Kon-
struktionsaufgaben wie gegenwartig, aber die
logische Durchbildung wird vielseitiger; dabei
werden die Beweise einfacher und dringen mehr
in das Wesen der Sache ein. Endlich werden
die Schiler zu etwas genaueren Zeichnungen
gezwungen, sie erhalten also mehr Handfertig-
keit und vor allem mehr Raumanschauung.

Die geometrische Bedeutung der Ausdriicke

Von W. Rottsiepcr (Gottiugen).

Die in der Ueberschrift genannten Ausdricke
@ (x,y) und (X, Yy, s) kommen in manchen Rechnun-
gen vor, die sich auf die Ellipse und das Eliipsoid in
normaler Lage beziehen, z. B. in dem Integral, welches
das Potential eines Punktes bezogen auf das homogene
Eliipsoid angibt. Es liegt nahe, eine bestimmte geo-
metrische Bedeutung dieser Ausdriicke zu vermuten.

Zu jedem Punkte {x |y der Ebene gehdrt ein be-

stimmter Wert ip (X, y) — - j—1 und zu

jedem Raumpunkte Jx my j£ ein bestimmter Wert

@ (X, ji,z) — (f)"+ (¢) 4-(y) - L Esistvouvorn-

herein wahrscheinlich, daR dieser Wert in gewisser Be-

ziehung zu der Kurve 1 bezw. zu der

-p =

Flache (w) -p 4~ =

4 (X, f)==0 bezw. (X, y,z) — 0 ist, also zu der Ellipse
und dem Eliipsoid. Im Innern dieser Gebilde ist @
negativ, denn z. B. fir den Nullpunkt, erhalten wir
= —1; aullen ist @ positiv.

Aehnliehes linden wir schon bei der Deutung des
einfachen Ausdruckes d(x,y) —x cosa-J-ysina—p
(bezw. im Raume d(x,y,z)=xcosa-\-ycosfk-\-zcosy—p,
uuter der Voraussetzung, dall cos-’n-j-cos2/?-!-cos2y.= |
ist); hierin bedeutet bekanntlich d (x, tj) — 0 die Glei-
chung einer Geraden, deren Entfernung vom Ursprung
p ist, und bei der dies Lot mit den Achsen die Win-
kel a und = 90°—a bildet. (Entsprechendes gilt
fir die Ebene d(x,y,z)= 0). Die x//-Ebene wird
durch die Gerade in zwei Teile geteilt. Die GroRe d

1 steht, ldngs deren
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Verschiebuitgrd nun fur den Ebenenteil auf der Seite des Ursprungs

negativ, fir den Ursprung selbst —p, fur die andere
Seite positiv. Der Betrag von d ist der senkrechte

<p-|-ycostpAetiﬁ@“d des Punktes jx |y von der Geraden jpja

(entsprechend im Raume). Der Abstand der Punkte
in der Geraden (oder Ebene) ist natirlich 0. (Fig. 1).

Zu einer dhnlichen Deutung kommt man hoi der
Betrachtung von

p4-1-— 1= H(*,y) und L -i-o —i=(5(xy,2).

G(x,y) = 0 ist die Gleichung einer Geraden mit den
Achsenabschnitten a und b. U wird wie d positiv und
negativ. <$hat die Dimension 0; um <$durch Strecken

deuten zu kdnnen, multiplizieren wir es mit p 1), dem
Abstande des Ursprungs von der Geraden. Es wird
dann

(5p=.3—x+ Vy—p—cosa-x -p sinaey -p = d,

also <5=--. <&(#,//) ist mithin der durch p gemessene

Abstand des Punktes jx |y von der Geraden ja\bh.
Ebenso ist im Raume $(x,y,z) der durch p gemessene
Abstand des Punktes \x\y\z von der Ebene | «|®|c
mit der Gleichung & (x,y,z) = 0.

Um nun die ganz &hnlichen Ausdriicke cp(x,y) und
7 (x,/1,zj zu deuten, wollen wir zunédchst einmal zu-

sehen, was beim Kreise | a~ b=:>um den Ursprung

hierfir herauskommt. Es ist dort

P (-Gy) =' 4- - 1, »Bo >-mr — 4-V“~ >m
Liegt P jx |y auBerhalb des Kreises, so ist x2-p tR— z-
und y~-cp= z-—r-— i*=P, der Potenz des Punktes
zum Kreise. <= p also die durch r- gemessene
Potenz. Fir einen inneren Punkt ergibt sieh analog

das negative Quadrat der Abschnitte einer Sehne, die
auf dem durch P jx \y gezogenen Durchmesser in P
senkrecht steht.

Wenn wir nun den Ausdruck o auf die Ellipse
anwenden, so liegt der Gedanke nahe, ¢ als allgemeine
Potenz zu bezeichnen. Eine derartige Verallgemeine-
rung hat aber nur dann einen Sinn, wenn das bislang

# Es ist nach der Figur 1:1= cos2n 4-sin2a —

f I by
Im Rauiuc ergibt sieh analog fir den Abstand ;> des Ursprungs
von der F.bene | » 111 ¢

h(y)
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mit dem Ausdruck Bezeichnete als Souderfall heraus-
kommt, und auBerdem die Einfuhrung einer besonderen
Bezeichnung durch das Besteheu einer bezeiclmeDs-
werten Invarianz gegeniber geometrischen Aenderungen
begrundet ist.

Fig. 2. Fig. 3.
Bei dem Kreise bestand diese Invarianz in dem
konstanten Produkt der Sehnen- bezw. Sekanten-
abschnitte. Diese GrofRe wollen wir nun bei der Ellipse

berechnen. Wir missen bei der Verallgemeinerung aber
noch beachten, dal die herkémmliche Potenz von der
zweiten Dimension ist; o hat dagegen die Dimension 0.

schneiden die Ellipse (E) 1

mit der Geraden (G)y —y — C(? —x), die durch
j X |y gehtund mit der positiven x-Achse den Winkel a
bildet, so daB tg a= C ist. Fir die beiden Schnitt-

Wir

punkte { 1?%1und / fo|)2 gelten dann die Gleichungen
M—y. r .=~y
i M ka2
20 vy j=aidh
und a- " b a2
Ferner ist. ganz gleichgultig, ob jx ;// auBerhalb oder
innerhalb der Ellipse liegt, fur die Sekanten- oder
Sehnenabschnitte
Sla= (ft- x)2+ (VI- /))2- (L+ (?) (ft- x,2
sa2= (Ix- ,r)2-f-(J/a- J»= (1 + C2) (f,- x)2
evV = (i 4-cC->- - ?72-
s, 2= (+ 1+ C2(i! -'7)( f,- X
—+ (1-f-C)[y —x -p ¢2 -p x21

ii und fo ergeben sich nun durch Verbindung der
Gleichungen (1?) und (G), indem man y aus (G) in (E)

einsetzt. Man erhdlt dann nach dem Ordnen nach
Potenzen von $
otC (_C x-y) (Cx —y)2—b-
: ay y to-Qr - o
Es mufB also sein
") und 7, fo~ ©X-TLI-P

Dann ergibt sich fur

r(Cx—I/2—b2 a, C(Cx—1I)

L+
02 ' «2
i+ F mp.
--C2 1

Die geometrische Bedeutung der Ausdricke usw.

S. 25.

Ehe wir den Faktor F, der immer positiv ist,
deuten, wollen wir Uber das Vorzeichen verfiigen. Bis-
her nahm man nun gewdhnlich das Produkt der Sehnen-
abschnitte fur einen Innenpunkt negativ und das Pro-
dukt der Sokantenabschnitte fiur einen AuBenpunkt
positiv. Das ist geschichtlich sogeworden. Wenn ich
mich aber fir das umgekehrte Vorzeichen entscheide,
so hat das folgenden Grund:

Der naturliche Ausgangspunkt fir eine derartige
Festsetzung bildet die Teilung einer positiven Strecke
AB durch einen zwischen A und D gelegenen Teilpunkt
C. Wenn hier das Ganze gleich der Summe seiner
Teile sein soll und auBerdem gleichgerichtete Strecken
nach den Regeln der Vektor-Analysis, der Rechnung
mit gerichteten Strecken, dasselbe Vorzeichen haben
missen, so mufl man setzen AB — AC-p CB M(CA-p CR,
wie man die Teile einer in C geteilten Seime AB bis-
her las, geben nicht als Summe AB, wenn man diese
Regel der Vektor-Analysis beachtet). AC und CB sind
beide positiv, da sic mit AB gleichgerichtet sind, also
ist auch ihr Produkt (oder die Potenz) und ihr Quotient
(oder ihr Teilverhdltnis) positiv.

Um einen einheitlichen Ausdruck fir die Verhalt-
nisse im Innern und im AenBeren zu gewinnen, muf
man die Sekante AC als eine in C' auBen geteilte
Sehne AB auffassen. Es ist dann analog zur inneren
Teilung AB = AC -p C'B, worin der zweite Teil
C’B = —BC', also negativ ist. Das Produkt der
Teile (oder die Potenz) und ihr Quotient (oder ihr
Teilverbéltnis) muB dann negativ sein. (Eine derartige
Festsetzung Uber das Vorzeichen des Teilverhéltnis
findet sich in Kambly-Thaer 111 B, S. 32))

Da der Faktor F immer positiv und @ im Innern
negativ ist, stes, dort aber positiv sein soll, so muf
man — F-cp setzen. Dasselbe Vorzeichen er-
heischt ein &uferer Punkt. Mithin ist allgemein

s2= — F mep. Es ist belehrend, zu sehen, dall im
Falle eines &uBeren Punktes das Produkt der
Sehnenabschnitte immer reell wird, auch
wenn sieh Sekante und Ellipse nicht schneiden und
die Abschnitte bis zu den komplexen Schnittpunkten
gerechnet werden.

Die Deutung des nur von der Richtung abhéngigen
Faktors F ergibt sich leicht aus einem besonderen
Falle. Fur jeden Punkt des parallelen Durchmessers
erhdlt man denselben Wert F, also auch fir den Mittel-
punkt der Ellipse. Nennt man den parallelen Halb-
messer r, so ist fir den Mittelpunkt

«jes2=r"= —F m—1,
also ist F — r2 und allgemein
Sjes2= —r- -cp offer <p==---8L282
Diese Formel ist der Kreisformel durchaus analog. Es

ist also cp= “P — 1 Jas negativ0 durch

das Quadrat des parallelen Halbmessers
gemessene Produkt der Sehnen- bezw.
Sekanteuabschnittc durch den Punkt <jx;y
an die Ellipse <= 0. Man kann also ¢ als all-
gemeine Potenz (numerische oder bezogene Potenz)
auffassen.

Die GroBe von F l4aBt sich auch leicht unmittel-
bar ausrechnen. Zieht man den zur Sehne parallelen
Durchmesser, so schneidet der die Ellipse in einem

Punkte §?|>+ Es ist dann



?2+>r-
C= ,alsoF

S
|

a- ' \bSj \aJ '"T"\ 6/
Man kann F’auch auf andere Weise deuten. Wenn

§ij i ein Punkt d;&EIIip;eé iNso ist
, - C

dann kann man '1= cosy und —g = siuy setzen, wo
a

y die zum Punkte 4 f, ji/j gehdrige exzentrische Ano-
malie ist oder der zugehdrige Konstruktionswinkel. Die
Tangente in 4 fj, yi hat die Gleichung

Sfr, vih _ x_ £009y i ’i8iny— | , v

a~ a b “/cos / Vsin y

Der Abstand p dieser Geradeu vom Nullpunkte ist
dann Q zu bereclmen aus

cos-p  sin-/
w2 cos-j- 1 "2sin2m TZ+1 2

Es ist nun
1-f-C2 1-j-tg2a cos2a-(-sin2a

|2V\Z 1 tg2a  cos- a . siu-a
’ » «2 + "~'~0' < é?N

cos2a  sm-« - 1Y
A2 m 62

F stellt also auch das Quadrat des Abstandes der-
jenigen Tangente vom Nullpunkte dar, die man in
dem zum Kohstruktionswinkel a gehdrigen Punkte an
die Ellipse legt.

DaR der Ausdruck Q2 konstant ist, lehrt {ibrigens

auch eine kurze geometrische Ueberlegung. Wenn
man einen Kreis durch parallele Strahlen auf eine ge-
neigte Ebene projiziert, so erhdlt man im allgemeinen
eine Ellipse; eine Kreissehne s', durch P' in zwei Ab-
schnitte sj und s2 geteilt, und ein dazu paralleler
Halbmesser de3 Kreises bilden sich ab als Ellipsen-
sehne s, durch einen PunktP in die Abschnitte und
S geteilt, und ein ebenfalls zu ihr paralleler Ellipsen-
halbmesser r.  Wegen des Gleichlaufs der Projektions-
Strahlen und der dadurch ermdglichten Herstellung

&hnlicher Dreiecke ist El}: —unde b ens o, also
r S. r

s ™ bpooder o= g

sehne durch 1' sowohl das Produkt der Abschnitte als

Dafir jede andere Kreis-
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auch r- denselbenWcrt hat, so ist auch in der Ellipse Ah*2

konstant. Der Proportionalitatsfaktor @ ergibt sich geo-
metrisch, wenn man fir einen auBeren Punkt das Ver-
haltnis der Tangente und fir einen inneren Punkt das
Verhdltnis der Gleichseime zum parallelen Halbmesser
quadriert. Unter Gleichsehne verstehe man dabei jene
Sehne, deren Abschnitte gleich sind, die also zu dem

Durchmesser parallel lauft, der dem durch 4 ajy gehen-
den Durchmesser konjugiert ist. Eine der gegebenen

&dhnliche Ellipse um P -jx|y als Mittelpunkt mit

Achsen, die denen der gegebenen parallel laufen, durch
die Endpunkte der Gleichsehne schneidet auf allen
Sehnen durch P zwei gleiche Stiicke ab, deren Quadrat
gleich dem jeweiligen Produkt der Abschnitte ist. Man
sieht auch hieran deutlich, dal der Hdchst- bezw.
Mindestwert des Abschnittsproduktes auf Sehnen parallel
zur grofRen bezw. kleinen Achse erreicht wird.

97 ist konstant auf Ellipsen, die zu der gegebenen
&dhnlich sind und &hnlich liegen, aus ihr also durch
Acehnlichkeitstransformation hervorgehen, denn

L" 1=

stellt eine Ellipse dar mit den Halbmessern «V i JA

und b| 1-j-/c. Die von Punkten dieser d&hnlichen
Ellipsen an die Grundellipse gelegten Tangenten sind
also proportional den parallelen Halbmessern dieser
Ellipse. Die &hnliche Ellipse, die dem Rechteck der
Tangenten an den vier Scheiteln der Grundellipse um-
beschrieben ist, hat die besondei'e Eigenschaft, dal die
von ihren Punkten an die Grundellipse gelegten Tan-
genten den parallelen Halbmessern gleich sind, denn

Fig. 5.
die Potenz ihrer Punkte ist

®@bs f K ' — L) |

Ferner ergibt sich, daR die Ecken aller jener, der
Grundellipse umbeschriebenen Parallelogramme, deren
Seiten konjugierten Durchmessern parallel sind, auf
dieser Ellipse %(x,y)= 1gelegen sind (Fig. 5). Diese Satze
kénnen auch umgekehrt zur zeichnerischen Herstellung
adhnlicher Ellipsen verwandt werden. — Analoge Satze
gelten auch fir das Innere der Ellipse. Eine &ufere
konzentrische Ellipse schneidet ndmlich auf den Tan-
genten au die Grundellipse gleiche Sticke ab, denn
beide Stucke sind proportional zwei gleichen Halb-
messern. Betrachtet man eine solche &uBere konzen-
trische Ellipse als Grundellipsc und diese als innere
konzentrische, so kann man sagen, dall alle den Halb-
messern einer Ellipse parallelen und proportionalen

2 a=a]l 2 6= 6|2
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Sehnen eine &hnliche Ellipse einhullen, und zwar sind
die Mitten der Sehnen die Beriuhrungspunkte.

All diese Séatze koénnen ohne weiteres auf das
Ellipsoid verallgemeinert werden, so z. B. der folgende
auch hergehdrige Satz: Da die beiden von einem
&duleren Punkte an die Ellipse gelegten Tangenten den
parallelen Halbmessern proportional sind und beide
Geradenpaare wegen ihres Gleichlaufs gleiche Winkel
einschlieBen, so ist die Beruhrungssehne der Yerbin*
dungssehne der parallelen Halbmesser auch parallel;
weiterhin werden diese beiden Geraden von dem durch

| oc| ;7 gehenden Durchmesser halbiert. Auf das Ellip-

soid Ubertragen wirde dies bedeuten, dal die Tangenten
von einem Punkte auBerhalb an das Ellipsoid den
parallelen Halbmessern proportional sind und dal die
Ellipse der Beruhrungspunkte der Ellipse der End-
punkte der Halbmesser parallel und &hnlich ist und
die Sekante durch den Mittelpunkt die Achse der
beiden Kegel ist.

Da das Produkt P der beiden Sehnen- oder Sekanten-
abschnitte, P = — r'1<g, von zwei Faktoren abhé&ngt, so
kann eine vollstdndige Invarianz nur flr vollstdndige
Uebereinstimmung von r und m bestehen, also fir alle
parallelen Sekanten oder Sehnen, die von Punkten kon-
zentrischer Ellipsen (bezw. Ellipsoide) ausgehen. Voll-
stdndige Invarianz bekommt man aber auch beim Ver-

gleich je zweier Produkte, die erstens zu allen

a
paarweise parallelen Sekanten oder Sehen gehoren,
welche von je einem Punkte derselben beiden konzen-
trischen Ellipsen ausgehen, die zweitens zu allen
Sekanten- oder Sehnenpaaren gehdren, die von zwei
Punkten derselben konzentrischen Ellipse ausgohen und
zwei festen Richtungen parallel sind. Insbesondere
bekommt man konstantes Produktverhdltnis fir alle
parallelen Sekanten- oder Sehneupaare, die von zwei
festen Punkten aus an die Ellipse' gezogen werden

Eig. 6.
(Newton), und fur alle Sekanten- oder Sehnenpaare,
die von beliebigen Punkten aus parallel zu zwei festen
Richtungen gezogen werden.
Fir die Hyperbel ergibt sich"ganz &hnlich

14-€2 i
-b_f
02 Ir
und, wenn wir den zur Sehne parallelen Halbmesser
wieder r nennen und 4= A setzen,
SjSo— —  ecf
Hier tritt aber noch hinzu, daR ip = — 1 nicht nur tar

den Nullpunkt, sondern fir beide Asymptoten. Daraus
ergeben sich eine ganze Reihe von interessanten Séatzen.

Die geometrische Bedeutung der Ausdricke usw.

S. 27.

vor allem fur die gleichseitige Hyperbel, das Bild eines
Kreises mit imagindren Ordinaten. Diese S&tze lassen
sich dann sinnentsprechend auf die Flachen zweiten
Grades mit Hyperbelschnitten Ubertragen.

Fur die Parabel 2p .. 1= 0 ergibt sich (der

Vollstdéndigkeit wegen) noch

und wenn man diesmal unter r die Entfernung des
Punktes V4 x \y von der Hauptachse, auf der Sehne

Ipx

gemessen, versteht und g -1 setzt, so ist wieder

s2— f-r2.,

Mit Hilfe der GroBe q kann man den anfangs
erwéhnten Ausdruck fur das Potential eines Punktes
P<j x |y |z bezogen auf ein Ellipsoid ja|b]c um den
Nullpunktund von der gleichméaRigenDichte 5geome-
trisch deuten und einfacher schreiben. Es ist nach
Dirichlet z. B. fur einen AuBenpunkt das Potential V

o0 af , y> ,

+ + 0
V- mU+ c2+ U d U

Hierin bedeutet der Z&hler des Integranden die Potenz
o> des Punktes P bezogen auf das zum gegebenen kon-
fokale Ellipsoid mit den Achsen
a=)n2"17, b- 62+ U, ¢'= )c2-\-U

und der Nenner v das Volumenverhdltnis dieses Ellip-
soids zu dem gegebenen. Die Grenzen zeigen an, daR
die Integration Uber alle &uReren konfokalen Ellipsoide
zu erstrecken ist, ausgehend von dem durch P gehen-
den. Es ist also kurz und behaltlicher

y=-TUJ'~4aUu

mit den erwahnten Grenzen.

Sow-eit es dem Verfasser bekannt geworden ist,
hat Faure in Nouv. Ann. 1866, Paris, fij

-1

den Namen ,indice* vorgeschlagen und ist von uberg
in Nouv. Ann. 1870 die Theorie dieser GroBen néher
ausgebaut und auf Geraden und Ebenen erweitert
worden, in etwas anderer Weise, wie dies oben, davon
unabhdngig, geschehen ist.
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Tangenten- und Achsenkonstruktionen
fur Ellipse und Hyperbel
mit Hilfe von Brennpunkt und Leitgerade.

Von
Prof. M. Wacker an der Humboldtschule (Karlsruhe)
und Oberlehrer Moudon am Realgymnasium (Kassel).

Wiener verwendet in seiner ,Darstellenden Geo-
metrie“ zum Nachweis des Satzes, dal die Tangente
eines Kegelschnitts den Winkel der Brennstrahlen
ihres Berlhrungspunktes halbiert, unendlich kleine Drei-
ecke, benutzt also eine Art geometrischen Differentials.
Die gleiche Methode erweist sich fruchtbringend, wenn
man die Beziehungen der Kegelschnittstangente zu
Brennstralil und Leitstrahl ihres Berlhrungspunktes
untersucht.

Der Brennstralil PF— f eines Kurvenpunktes P
(Fig. 1) werde um ein beliebiges Stick m bis V, der

Leitstrahl PP = | um ein Stiuck n, dessen GroRe noch
bestimmt werden soll, bis U verldngert. Schldgt man
nun um F mit FV den Kreisbogen und zieht durch
U die Parallele zu der Leitgeraden EL, so wird die
L&nge von n so gewdhlt werden kénnen, daB Parallele
und Kreishogen sich in einem Kurvenpunkt P, schneiden.
Fur Pi ist der Brennstrahl f-j-in, der Leitstrahl |-j-n,
es muB demnach

f-fw—r
1+ i |
fj-m [}
also '
’
d folgt: m_f
araus folgt: n |

Dadurch ist die GroRe von« eindeutig bestimmt;
d. h. n muB, falls ein Kurvenpunkt erhalten werden
soll, nach obiger Gleichung konstruiert werden.

Die Verbindungslinie PP, ist eine Sekante.
man nun tn (und damit n) unendlich klein, so ruckt
P, nach P, und die Verbindungslinie wird Taugente.
Der unendlich kleine Kreisbogen P' V kann als Senk-
rechte zu VF betrachtet -werden, deshalb geht P'VP
in ein rechtwinkliges Dreieck uber, das mit dem Drei-
eck P'UP"' als gemeinsame Hypotenuse die Tangente
in P hat. Errichtet man nun in V zu VF die Senk-
rechte, die I1)PI in P2 schneidet, so ergeben sich zwei
rechtwinklige Dreiecke, die zu den oben erwdhnten
unendlich kleinen Dreiecken perspektiv &hnlich sind in
bezug auf P als Aehnlichkeitszentrum. P2 liegt dem-
nach auf der Taugente. D. h.:

Verldngert (oder verkiirzt) man Brennstrahl und
Leitstrahl eines Kurvenpunktes um Strecken, die im
selben Verhéltnis stehen wie die Strahlen, und errichtet

Wéhlt
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im Endpunkt die Senkrechten, so schneiden sich diese
auf der Tangente des Kurvenpunktes.

W ahlt man als Strecke, um die man den Brenn-
strahl verkirzt, den Brennstralil selbst, so muf man
den Leitstrahl ebenfalls um sich selbst verkiirzen. Die
Senkrechten sind dann in F und R zu errichten und
schneiden sich in S auf der Tangente. Daraus folgt
die bekannte Beziehung:

Errichtet man im Brennpunkt auf dem Brennstralil
eines Kurvenpunktes die Senkrechte, so schneidet sie
sich mit der Leitgeraden auf der Tangente des Kurven-
punktes.

Bezeichnet man den Winkel der Tangente mit
dem Brennstralil ihres Berihrungspunktes mit a. den
mit dem Leitstrahl mit B, so ist:

C8k= IW
™uR=YS
cos a f
cos BB 1’

Die Tangente teilt den Winkel zwischen Brenn-
strahl und Leitstrahl ihres Berthrungspunktes derart,
daB der Quotient der cos der Teilwinkel konstant
gleich der num. Exzentrizitat ist.

Da bei der Parabel f— I, also a= B ist, so er-
geben die oben abgeleiteten Beziehungen nichts Neues
fir die Parabel; fur Ellipse und Hyperbel dagegen er-
geben sich Tangenten- und Achsenkonstruktionen z.T.
sehr einfacher Natur.

A) Tangentenkonstruktionen (W).
1. Tangente in einem Kurvenpunkt.
Ist Brennpunkt und Leitlinie gegeben (Fig. 2), so

bestimmt ein weiterer Punkt die Art der Kurve, und
zwar liegt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel vor, je
PF <
PB >
Konstruktion belanglos. Man bestimmt den Schnitt S
der Senkrechten FS(_L PF) mit der Leitgeraden und
verbindet N mit P.

Ist bei gegebenem Brennpunkt und Leitlinie noch
die Exzentrizitdt gegeben, so kann der Kurvenpunkt
nicht beliebig angenommen werden, sondern es muf
bei (in gewissen Grenzen bei der Ellipse) beliebig an-
zunehmendem Abstand von der Leitlinie der Brenn-
punktsabstand gefunden werden und umgekehrt. Ist
der Punkt bestimmt, so verlauft die Konstruktion wie
oben.

Die Grenzen, innerhalb deren der Brennpunkts-
abstand fir die Ellipse zu wahlen ist, ergeben sich aus
folgender Ueberlegung.

Setzt man (Fig. 1) FL — d und die num. Exzentri-
zitat gleich E, so erhélt man leicht, da

AF , BF
AL~r Und BL=F

nachdem Die Art der Kurve ist fir die
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Tangenten

die Beziehungen

BF= 1,-f-E und A F = '1/_"1':
Es mull demnach der Brenupuuktsabstaud so gewahlt
werden, daB

nt .> nt

1—r 14r
2. Tangente von einem Punkt auBerhalb.
Analysis: Da nur Leitgerade und Brennpunkt,

aber kein Kurvenpunkt gegeben ist, muB die Art der
Kurve durch die num. Exzentrizitdt gegeben sein, am
einfachsten durch den Quotienten zweier gegebenen
Strecken p und g. Ist P (Fig. 3) ein Punkt der Tan-

Fig. 3.

geilte PP,, so ist
FV _p
UR-q

und da PI1Q= VF und JJR\— PIi,

Da PR bekannt ist, kann P ]\ gefunden werden. Nun
kann das rechtwinklige Dreieck PFVi konstruiert und
damit der Punkt S gefunden werden. Damit ist die
Tangente PS bestimmt. Der Beruhrungspunkt Px er-
gibt sich als Schnitt von VF A.FS mit der Tangente.

Konstruktion: Man verbindet (Fig. 4) P mit F,

Fig. 4.

schlagt um den Mittelpunkt M mit PF den Kreis
durch P und féllt das Lot Pit. Nun bestimmt man
PZ aus

PZ_p

PR ~~q
und trdgt PZ von P aus in den Kreis ein bis V, und
V2- PiF schneidet die Leitgerade in Sj, V.,F in S2
Dann sind PSX und PSo die gesuchten Tangenten.
EP, j_FSiund FI\ J_FS2ergeben mit den Tangenten
die Beruhrungspunkte,

und Achsenkonstrucktion fir

Ellipse und Hyperbel.

3. Tangenten parallel einer Geraden.

Analysis: Es seien wiederum nur Brennpunkt und
Leitgerade gegeben, die Art der Kurve aber durch die
num. Exzentrizitdt bestimmt. Da fir die Tangenten
nur die Richtung, nicht die Lage der gegebenen Ge-
raden in Betracht kommt, kann die Gerade durch
den gegebenen Brennpunkt gelegt werden. Sie bildet
dann (Fig. 1) mit der Richtung der Hauptachse den
Teilwinkel R, mit dem Brennstrahl des Berihrungs-

punktes den Winkel «. Da nun CS so kann bei
cosf g

bekanntem B auch u gefunden werden. Dadurch wird
aber wieder der Punkt S gefunden, der die Tangente
bestimmt.

Konstruktion: Man tragt (Fig. 5) auf der Haupt-

Fig. 5.

achse von F aus g ab bis 0, errichtet OJJJ_ OF und
schldgt Uber UF als Durchmesser den Kreis. Der
Kreis um F mit p ergibt die Punkte VI und V2
Zieht mau nun FSiJ_EIP’ und FS2J_N Eo, so sind
die gesuchten Tangenten die Parallelen durch Si und
S2 zu der gegebenen Geraden Gv Die Beruhrungs-
punkte 1\ und P2 ergeben sich als Schnitt von FVi
und FV2 (bezw. ihrer Verldngerungen) mit den ge-
fundenen Tangenten.
B) Achsenkonstruktionen (M).
1. Achsenkonstruktion der Ellipse.

Rickt P (Fig. 1) nach dem Nebenscheitel C, so

wird 8 — 0, da die Tangente parallel der Hauptachse

lauft. Der Brennstrahl von C bildet also mit der
Hauptachse den Winkel a. Da
cosa p
cosl q'
so ist fur 3= 0
cosa= ¥
g
Fig. 6.
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kann also gefunden werden. Ist Brennpunkt, Leit-

gerade und num. Exzentrizitat gegegen, so kon-

struiert man das rechtwinklige Dreieck P XY (Eig. 6)
aus p und ¢, bestimmt den Schnittpunkt R der Leit-
geraden mit FitJ_FY wund zieht JICj/FXm So er-
gibt sich der Nebenschcitel C. Das Lot von C auf
FX ergibt als Schnitt mit dem Kreis um F mit FC
den zweiten Nebenscheitel D. Da CF die L&nge der
groBen Halbachse ist, so koénnen auch die Haupt-
scheitel A und B leicht gefunden werden.

2. Achsenkonstruktion der Hyperbel.
Riuckt P (Fig. 7) ins Unendliche, so wird die

Fig. 7.

Tangente PS zur Asymptote. Da dann FPUMit, wird
a= 0 und der Brennstrahl Pco F bildet mit der Haupt-
achse den Winkel B. Da

cos a p
cos/i  q’
so ist fir a= 0
cos B ==—"
P

Ist B mit F als Scheitel gefunden, so erh&dlt mau S
und damit einen Asymptotenpunkt. Die Asymptote
ist dann, da sie mit der Hauptachse ebenfalls den
Winkel R bildet, bestimmt.

Ist also Brennpunkt, Leitlinie und Exzentrizitat

|= —} gegeben, so konstruiert man das rechtwinklige

Dreieck i\X'Y aus p und q (Fig.8), bestimmt den

Fig. 8.
Schnittpunkt N der Leitgeraden mit J'\Sj P\Y und
zieht durch S die Parallele zu p\X. Damit ist eine
Asymptote bestimmt, die mit der Hauptachse den
Mittelpunkt M liefert. Der Schnittpunkt Nj des Kreises
um M mit MS mit der Leitgeraden bestimmt die
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zweite Asymptote MS,. Derselbe Kreis schneidet auch
auf der Hauptachse die Hauptscheitel B und A aus.

Das letztere folgt leicht aus der Kongruenz der
Dreiecke MSFt und MWB. Macht man namlich
MW =M F, so schneidet das Lot WB auch die Haupt-
achse, den Hauptscheitel aus. Aus der Kongruenz
folgt aber, daB MB = MS. Es ist also das Asymptoten-
stiick zwischen Leitgerade und Mittelpunkt gleich der
groen Halbachse.

(TU) Bei der Herleitung der Achsenkonstruktion
fur die Ellipse wurde die Tatsache benutzt, daB die
Tangenten in den Nebenscheiteln der Hauptachse
parallel laufen. Will man die Achsenkonstruktion
lediglich aus den Beziehungen zwischen Brennstrahl
und Leitstrahl herleiten, so ist zundchst die Lage der
Tangente im Nebenscheitel zu untersuchen.

Aus den unter A) 1. aufgestellten Gleichungen er-
gibt sich (Fig. 9):

MF — . ., ML=

i [ 1 — F- 1

Da ferner CF =
\jINj

f, SO ist

CF = c (==a) und CM = A -

1— m1
Berlcksichtigt man die Aehnlichkcit der Dreiecke
CFM und FSL, so ergibt sich unter Zuhilfenahme des
pythagoreischen Lehrsatzes als Abschnitt der Tangente
auf der Leitgeraden

SL = .
V l . x k
Also ist SL= CM= LIIL
Die Tangente in C féllt also mit dem Leitstrahl von C
zusammen und Winkel B ist somit gleich 0. Daraus
werden dann dieselben Schliusse gezogen wie unter B) 1

C) Aufgaben (W).
Die am SchluBR von B) 2. angegebene Beziehung
— das Asymptotenstick zwischen Mittelpunkt und
Leitgerade ist gleich der grofen Halbachse — gestattet
eine einfache Ldsung einiger Aufgaben:

Von einer Hyperbel sei gegeben :

1. der Mittelpunkt, ein Hauptscheitel und der
Schnittpunkt der Leitgeraden mit der Haupt-
achse. Asymptoten und Brennpunkt sind zu
finden ;

2. die Hauptachse (der Richtung nach) eine Asym-
ptote und eine Leitgerade. Gesucht sind Haupt-
scheitel und Brennpunkt;

3. der Mittelpunkt, ein Brennpunkt und der Schnitt
der Leitgeraden mit der Hauptachse. Gesucht
siud die Asymptoten und der Hauptscheitel.

Aufgabe 1. und 2. sind mit Hilfe der angegebenen

Beziehung ohne weiteres Il6sbar. Zur Ldésung von
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Aufgabe 3. fluhrt folgende Beziehung. Setzt man
(Fig. 8)

MFl—e MH=a ML —v, LA=n,

R BF, c c—d e
und iP—2-,
c
da e und e gegeben sind, ist a bestimmt durch
a= lue-c

Damit ist Aufgabe 3. zurlckgefihrt auf Aufgabe 1

Bericht Uber das Breisausschreiben (1910, S. 90).
Von P.v.Schaewen (Naumburg a. S.)

Ein Liebhaber der Mathematik hatte einen Preis
von 100 M fir die richtige und vollstdndige L&sung
der Aufgabe ausgesetzt:

Auf wieviele verschiedene Arten kann
in deutschen Minzen ein Taler gewechselt
werden?

Dieses Preisausschreiben hat, wie die zahlreichen
Zuschriften zeigen, weite Kreise auf das lebhafteste
interessiert. Ich habe mir nicht trdumen lassen, dall
es so viele Freunde der Mathematik gibt. Von vielen
Seiten ist der "Wunsch ausgesprochen worden, daR eine
solche mathematische Preisaufgabc doch ofter gestellt
werden mdchte. An geeigneten Aufgaben ist wahr-
haftig kein Mangel. Es wird auch nicht an Leuten
fehlen, die gern bereit sind, die eingehenden L&sungen
zu bearbeiten. Aber schwierig ist es, einen Maecen zu
finden, der den Preis stiftet.

Bis zum SchlufRtermine liefen im ganzen 968 Zu-
schriften ein. Darunter ist viel albernes und dumm-
dreistes Zeug, aber auch eine groRBe Zahl vortrefflicher
Arbeiten. Nach sorgfaltiger Priufung genligten 185
Lésungen den Bedingungen des Preisausschreibens. Die
Ldéser gehdren den verschiedensten Berufen an. Es
sind Offiziere, Volksschullehrer, Arbeiter, Geistliche,
Kaufleute, Studenten usw. Der ausgesetzte Preis fiel
Herrn Max Lange in Augustusburg (Erzgeb.)
durch das Los zu. Herr Lange ist ein schlichter
Arbeiter, der in seiner .Tugend offenbar eine sehr be-

scheidene Schulbildung erhalten hat. Daher ist die
von ihm eingesandte Ld&sung leider nicht druckfertig.
Aber sie ist richtig und vollstdndig. Es ist keines-

wegs die einzige derartige Losung, die aus Arbeiter-
kreisen stammt. Herr Lange teilt die acht Miinz-

sorten, in denen ein Taler gewechselt werden kann,
in zwei Klassen, die er mit GroRgeld und Kleingeld
bezeichnet. Es wird dadurch dasselbe erreicht, was

bei algebraischer Lésung des Problems eine Substitution
leistet. Herr Lange operiert nun recht geschickt mit
diesen beiden Gruppen von Miinzen und gelangt durch
eine scharfsinnige SchluBweise sicher zu dem richtigen
Resultate. Die Lo6sung so manches Mathematikers
mufRte von der Preisbewerbung ausgeschlossen werden,
weil bei der Ausfihrung der numerischen Rechnung
Fehler und Irrtimer vorkamen und daher ein falsches
Resultat erzielt wurde. Jedem Ldser der Preisaulgabe
steht seine Ldosung zur Verfigung,- wenn er einen
frankierten und mit voller Adresse versehenen Umschlag
einsendet.

Angesichts des lebhaften Interesses, welches das
Preisausschreiben in weiten Kreisen hervorgerufen hat,
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will ich eine Lésung der Aufgabe geben. Es liegt
nahe, daran zu denken, eine der Ubrigen befriedigenden
Losungen zu wéhlen. Das ist aber gar nicht so leicht.
Denn bei einer groen Zahl von Ldsungen haben sich
die Loser das Recht der Verdffentlichung ausdrick-
lich Vorbehalten. Dann sind viele Ldsungen viel zu
umfangreich, um hier abgedruckt werden zu kénnen.
Dreizehn Ldsungen konnten von der Post nur als
Paket befdordert werden. Wieder andere Ld&sungen
sind so knapp gehalten, daR ich einen Kommentar
liefern miRte, damit sie von jedem richtig verstanden
werden. Ich will daher die Ldsung geben, die ich
wahrscheinlich eingesandt haben wiirde, wenn ich mich
an dieser Preisbewerbung hétte beteiligen durfen. Da-
mit entfdllt auch jede Bevorzugung eines einzelnen
Losers. Es ist gleichgiltig, welche deutsche Minze
gewechselt werden soll, stets braucht man zur Erzielung
des richtigen Resultates ein und dieselben Zahlen-
groBen. Es soll berechnet werden, wie oft ein Fuuf-
markstiiek gewechselt werden kann.

Die Stickzahl der verschiedenen Mdinzsorten sei
a, 5 ¢ ... so ist die Gleichung
«42 —-5c+ 10ri-j—25e + 50/-}—2004r— 200/t4-300/=500
in positiven ganzen Zahlen einschlieRlich der Null zu
losen. Entweder ist t= 1 oder i— 0. Daher ist zu
untersuchen, wie viele ganzzahligen Ldsungen jede der
beiden Gleichungen
a-}25+ 5¢c+10cf+ 25e+50/'+100g|+ 2007i=200 1)
a+ 25+ 5c+10d + 25c+ 50/-flO0Og-f2005= 500 II)
besitzt. Setzt man

«-(-2b—5p, c-\-2d=q, cf2f—r, g-f2/i=5s,
so geht die Gleichung 1) ber in
j>+ <J-f-5r -}-208= 40.

Die 245 Loésungen dieser Gleichung lassen sich sehr
einfach angeben. Es ist nur Schreibarbeit, die nicht
vollstdndig ausgefihrt zu werden braucht und daher
nur wenige Minuten beansprucht. Die Lésungen sind

v 0;0 0 1 61 01 1 10 0. 1 115'10 1
g 0,0 5 4 010 9 015 14 020:19
N0 4 3 3 32 2 2 11"" 100
«l2 111 111 111 111
p20io o1m S50 1 10 0 1 15 0 1
q\ 0 0 5 011 9 01514 020 19
r\o 8 7 7 6 6 6 55" 5 4 4
$ itoo 000 00O 0 0 o
p 2010: 125 0 1 30 01 35 0 1 40
q0 25 24 030;29 035 34 040 39 0
r 433 " i 3'22"" 2 11 100" O
S 00 O 100 O 0 00 00O 0

Nun besitzt jede der beiden Gleichungen
X+ 2y=2n und x+ 2y= 2n-)-1
n -|- 1 positive ganzzahlige Lésungen einschlieflich der
Null. Daher erhélt man 245 Produkte, deren Bildungs-
gesetz sofort einleuchtet. Die Summe dieser Produkte

ist die Zahl der Ldsungen der Gleichung I). Die Pro-
dukte sind 1-1-1-2; M-3-1; 1-3-21; 3-3-2-1;---
13¢1e2 ¢1; 1-6-21; 3-5-21; -- 26-1-2-1 usw.
bis 101-11-1.

Man braucht keineswegs die samtlichen 245 Pro-
dukte einzeln zu bilden und dann zu addieren. Wie
eine einfache Ueberlegung lehrt, hat man nur die
folgenden Summen zu bilden:

+ = 13+ 3- 3+6- 2+ 8-2+11-1-}- 13-1

=ele6+ 3¢ 5-4-6¢ 5+ eee + 23-1 + 26-1
Az— 18+ 3- 8+ 67+ e-¢ + 361+ 38-1
12,= 1-11+ 3-10+ 6 10+ eee +48-1+ 51-1
A3= 113+ 313 + 6.12+ --- +61-1+ 63-1



B3= 1-16 + 315+ 6 15+ mee + 731+ 76 1
+ =1-18+ 3-18+ 6-17 + ¢ + 86-1 + 88-1
JI4=1 21+ 3-20+ 6.20-j- e*+ +981 +101 1.
Dann besitzt die Gleichung 1)
A4+ Bi+ 2(A3+ Ba + -1(A3+ By-f-6(Ai+ /+ + 10
ganzzahlige Lo6sungen. Ebenso findet man, dal die
Gleichung 1) deren besitzt
+0 + Bi0+ 2(Ag + Jiy)+ "L("8 + Bs) + 6 {Ai+ 17)
+ 10 (Au+ J?,01+-14 (A.+ Bb)+ 20 (, 14+ Bt) +
26(43+ B3y + 35(A0+ B2 + 44 (Aj. + Bt)+ 56.
Mau kann die sdmtlichen A aus Aj und die s&émt-
lichen B aus Bx ableiten, aber besser ist es, sofort zur
Bildung von Aj+ Bj, A2+ /[>+ eee zu schreiten. Es
ist, wenn man 4a+ B/, mit Sr, bezeichnet,
Si = 405
S,— Si+ 503+44-1825 -2 — 1515
S3= S2+ 50-8-9 + 1825 «3 — 1515

S,,— Sn-1+ 505n—7)(5n—6)+1825 «j1 — 1515.
Addiert mau diese n Gleichungen, so erhdlt man §S,,
als ganze rationale Funktion von «. Die zur nume-
rischen Rechnung geeignetste Form dirfte folgende sein

«,= 5[I7n-1+ 5" +.y

Ebenso einfach ist die unmittelbare Berechnung der
Koeffizienten von Sr,, so daB man ganz allgemein an-
geben kann, wieviele Ldsungen die Gleichung

a+ 25+ 5¢c+10d+ 25e+ 50f+ 100g+ 200 h= 50 m
besitzt, wo m irgendeine positive ganze Zahl ist. Die
numerische Rechenarbeit fir ein bestimmtes m wird
dadurch auf ein Minimum zurickgefiuhrt. Man erhélt

= 405, S.,= 3140, S3— 10700, SA= 25585,
N-=50295, Sa= 87330, + = 139190, Ss= 208375,
Sa— 297385, 6'10= 408 720.

Fuhrt man die einfachen Multiplikationen aus, so
erhdlt man 61985 als Zahl der Ldsungen der Glei-
chung 1). So oft kann man 2 M zahlen, also ein
Zweimarkstick 61984mal wechseln. 50 Pfg. kann man
auf Si + 2 verschiedene Arten zahlen, also ein Y2 Mark-
stick 406 mal wechseln. 100 Pfg. konnen auf
S2+ 2.Sj+ 4 Arten gezahlt, also ein Markstlick
3953mal gewechselt werden.

Fir Gleichung Il) wird die Zahl der Ldsungen
5167236. Demnach 1aRt sich ein Funfmarkstick auf
5229221 verschiedene Arten wechseln. Fiir ein Zehn-
markstiuck und fur ein Zwanzigmarkstick erhédlt man
natirlich erheblich groRere Zahlen. Ersteres kann auf
300504127, letzteres auf 33230248752 verschiedene
Arten gewechselt werden. Fur den Taler folgt nach
dem Vorstehenden ohne weiteres als Zahl der Mdg-
lichkeiten, ihn zu wechseln,

St+ 2S;,+ 4Si+ 683+10 So+ 14 Nj + 20= 391 550.

Direktor W. G-ercken +

Wiederum ist ein eifriger FoOrderer des mathe-
matischen Unterrichts und ein treues Vereinsmitglied
durch den Tod abberufen worden. Nach 27jdhriger
Tatigkeit am Realgymnasium in Perleberg, leitete
W. Gereken seit 1907 das Realgymnasium in Hildes-
heim. Das Lehrerkollegium sagt von ihm: ,Mit seltenen
Geistesgaben ausgestattet, von hohem Pflichtgefihl be-
seelt und von Schaffensfreudigkeit durchdrungen, war
der Verstorbene Lehrern und Schilern ein leuchtendes
Vorbild*.

Unterrichtsblatter.

Jahrg. XVII. No. 2.

Weiteren Kreisen ist er durch seine literarische
Tatigkeit bekannt geworden, besonders durch die mehr-
jahrige Redaktion der ,Bléatter fir hdheres Schul-
wesen“. Neben Standesfragen, besonders solchen, die
die Stellung und die Ausbildung der Schulamtskandi-
daten betrafen, hat ihn einerseits die philosophische
Begrindung der Mathematik, andererseits die Dar-
stellende Geometrie lebhaft interessiert. Sein Lehrbuch
fur diese Disziplin hat mauchen Widerspruch, aber
sehr viel mehr Anerkennung gefunden. Er war ge-
neigt, zugunsten dieses Faches, jedenfalls am Real-
gymnasium, die reine Mathematik und das Freihand-
zeichnen etwas zu beschneiden. Das fand natirlich
Gegner. Andererseits bot er in der Darstellenden
Geometrie auch die mathematische Grundlage der
Malerperspektive und ging recht weit in der Schatten-
lehre. Beides ist nicht modglich, wenn nur die Ubliche
Zeit der Darstellenden Geometrie zur Verfiigung steht.
Was er von den Kandidaten der Mathematik an philo-
sophischer Ausbildung verlangte, war auch grindlich

und viel. Leider hat er seine Erfahrungen als Seminar-
leiter nicht mehr verdéffentlichen kénnen. Es waére
interessant gewesen zu erfahren, ob er in dem von

ihm gewinschten Umfang hat nachholen kénnen, was
die Universitadt seiner Meinung nach bei vielen Kandi-
daten versdaumt. Jedenfalls ist es ein bleibendes Ver-
dienst Gerckens, auf die Unentbehrlichkeit ge-
diegener philosophischer Vorbildung fir jeden Lehrer
der Mathematik und Naturwissenschaften hingewiesen
zu haben, wie die alte hessische Priufungsordnung sie

verlangte. Dann wirde man sich freilich entschliefen
mussen, die Prifung in Religion und Deutsch fallen
zu lussen, durch die die Universitdt ihrerseits der

Schule ein MiRtrauensvotum erteilt hat. Gerckens
eigene philosophische Anschauungen haben einen héchst
anziehenden Ausdruck in seinen Schriften ,Beitrag zur
Wirdigung der Lock eschen Erkenntnistheorie* und
,Die psychologischen Grundlagen der Mathematik“ ge-
funden. Sein Andenken wird, wie im engeren Kreise
seiner Schiler und Amtsgenossen, so auch im weiteren
der Fachkollegen dauernd ein ehrendes bleiben.
A T

Kleinere Mitteilungen.
Beweis eines stereometrischen Satzes.
Von Ludwig Baiser (Darmstadt).

Wenn der Beweis eines geometrischen Satzes
rechnerisch gefuhrt wird, so muB man verlangen,
dal jeder Schritt der Rechnung eine geo-
metrische Bedeutung habe und daf diese
auch deutlich hervortrete; bleibt diese Forde-
rung unberilcksichtigt, so hat der Beweis etwas unbe-
friedigendes, weil er keine lickenlose Einsicht in den
geometrischen Zusammenhang gewahrt. Diesen Mangel
zeigt auch die landldufige Ableitung der
Formel fur das Volumen des Pyramiden-
stumpfes: man ergénzt den Stumpf zur Vollpyramido
und fuhrt die Hohe dieser sowie die der Ergédnzungs-
pyramide ein, um nachher beide als unbrauchbar wieder
zu eliminieren. Nachtréglich sucht man dann die er-
haltene Formel geometrisch zu deuten als eine Zer-
legung des Stumpfes in drei Pyramiden von gleicher
Hohe, wéhrend die Ableitung auf diese Zerlegung
keinen Bezug nimmt; auch wird sich der Schiler
schwerlich eine zutreffende Vorstellung von dem geo-
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Kleinere

metrischen Mittel zweier Flachen machen, wenn er
nicht erfahrt, wie man dieses Mittel konstruiert.

Nun 1&Rt sich fur den dreiseitigen Stumpf
die gewliinschte Zerlegung in ganz derselben Weise
durchfiihren wie bei dem dreiseitigenPrism a;
man mufl nur schon dort (Fig. 1) die ,auf der Kante

stehende* Teilpyramide, die mit dem gegebenen Prisma
weder die Grundfliche noch die Hohe (im Sinue der
Schulgeometrie) gemein hat, durch eine Pyramide von
der Hohe des gegebenen Korpers ersetzen. Man er-
halt so den Satz:

Ein Tetraeder ist inhaltsgleich einer
dreiseitigen Pyramide, deren Hdéhe mit
dem Abstand zweier windschiefer Gegen-
kanten Ubereinstimmt und die jene Kan-
ten nach L&dnge und Richtung als Grund-
kanten enthalt.

Werden also die Langen der windschiefen Kauten
mit a' und 5, ihr Winkel*) mit y und ihr Abstand
mit h bezeichnet, so ist**) das Volumen des Tetraeders:

_ h a'e<bmsiny
1 =H ¥ ~

Fir das bei der Zerlegung des dreiseitigen Stumpfes
auftretende Tetraeder ist also die Ersatzpyramide be-
kannt, sobald man ihre Grundflache konstruiert hat.
Den Ausgangspunkt moge die Bodenfldche des
Stumpfes bilden, die beide windschiefen Kanten a'
und b der Richtung nach, die eine — b — auch der
Lange nach enthdlt. Man hat diese Flache im Ver-
hé&ltnis ar:a zu verkleinern; dieses Verhéltnis

ist aber (auch fir Stimpfe von beliebiger Seitenzahl)
gleich dem Verhéltnis aus den Wurzeln der Grund-

*) Hier ist der Winkel windschiefer Geraden
benutzt; cs empfiehltsich, diesen Begriff frihzeitig einzufuhren,
weil man dadurch manche Lehrsdtze von Eiuschrdnkungen
befreit, die sachlich unbeg?rUndet und nur geeignet sind, den
sprachlichen Ausdruck schleppend und schwerverstdndlich zu
machen. Man vergleiche die wohldurchdachte Anordnung der
Stereometrie bei Tliiemc, Leitfaden der Mathematik Il. —
Manche Beweise, betreffend das Senkrechtstehen, beruhen auf
folgenden Grundgedanken: man kennt eine Ebene, die durch
eine bestimmte Gerade hindurchgeht und auf einer zweiten
Geraden senkrecht steht: alsdann stehen beide Geraden auf
einander senkrecht und die Ebene enthalt ihr gemeinsames
Lot, also ihren kirzesten Abstand. Indem man nun die Rollen
der beiden Geraden vertauscht, schlieRt man, daR die erste
Gerade senkrecht steht auf der durch die zweite und das
Gemeinlot bestimmten Ebene.

Baiser, lieber die Verwendung der Parallelprojektion
im geometrischen Unterricht. Wissenschaftliche Beilage zum
Jahresbericht der GroBh. Oberrealschule zu Darinstadt, Ostern
1910. Progr.-Xr.8S5. Dieser Arbeit ist auch Fig. 1entnommen.
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flachen; werden diese mit G' und G bezeichnet, so ist
die Grundflache der Ersatzpyramide

G - = G;%::}&-G,
a G

w. z. b. w. Die Ausdehnung auf mehrseitige Stimpfe
geschieht ebenso wie beim Prisma.

Die Kugelgeometrie in konstruktiver Behandlung.
(Nachtrag).
Von Ludwig Baiser (Darmstadt).

1 In einem unter vorstehendem Titel verdffentlichten

Aufsatz*) habe ich die eindeutigen Grundaufgaben
Uber das Kugeldrcieck behandelt, die beiden doppel-
deutigen Dreiecksaufgaben aber ({bergangen in der
Befurchtung, daf ihre Lésung — unter Verzicht auf
die Mittel der darstellenden Geometrie — unibersicht-
lich erscheinen werde. Die Schwierigkeit wird uUber-
wunden, wenn man von folgender Sonderaufgabe ausgeht:

Ein rechtwinkliges Kugeldreieck aus
einer Kathete a und deren Gegenwinkeln
zu konstruieren.

Man trage die gegebene Kathete a am Kugei-
umri**) i. w. Gr. ab: CB==a (Fig. 1); die Ecke .1

Fig. 1.

ist dann auf dem durch C senkrecht zur Tafel gelegten
GroRkreis zu suchen, der in Fig. 1 durch den wage-
reclitcn Durchmesser abgebildet ist und kurz als ,,Ho-
rizont* bezeichnet werden mdége. Im vordersten
Punkt At der Kugel trage man nun den Winkel «
an (nach CB hin geoffnet), d. h. man lege durch den
senkrecht zur Tafel stehenden Kugeldurchmesser die
Ebene, die mit dem Horizont den Winkel a olnschlieft.
Der so gefundene GroBkreis wird nicht durch B hindurch-
gehen, dagegen enthdlt er 1 a. zwei Punkte B', B", die,
spiegelig zur Tafel, mit B auf demselben Hohenkreis
liegen. Jeder derselben gelangt durch Drehung um
die Scheitellinie nach R, und zwar sind beide
Drehungen entgegengesetzt gleich; unterwirft man nun
den ganzen Kreis AOB' B ” diesen Drehungen, so kann
man aus dem Bogen, den B' bezw. B" beschreibt, auch
den Bogen ermitteln, den A0 auf dem Horizont uber-
streicht und findet so den gesuchten Eckpunkt in .1,
bezw. A>

Soll die Aufgabe reelle L6sungen haben, so
muB der hochste Punkt des Kreises AOB' B" minde-
stens so hoch liegen wie B, also sin « & sin«; damit
aber die Seiten des Dreiecks weniger als

*) Diese Zeitschrift, XV. Jahrgang, Heft 1, S. 15.

**) Die Zeichentafcl sei durch die Kugelmitte gelegt; hat
ein Korper eine Sym m etrie ebene, so wird man diese (und
nicht eine zu ihr parallele) als Bild flache benutzen,
auch hei schiefer Projektion; man gewinnt dadurch sofort den
Anschluf an die Rechnung, die von demselben ebenen Schnitt
ausgeht. Vergl. Baiser, Ueber die Verwendung der Parallel-
projektion im™ geometrischen Unterricht. Wissenschaft!. Bei-
lage zum Jahresbericht der GroBh. Oberrealschule zu Darm-
stadt, Ostern 1910, Progr.-Xr. 885.
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180° betragen, darf die Drehung, die D’ nach B fihrt,
den Winkel von 90° nicht erreichen, daher die Bedin-
gung, daB a und a gleichartig in Bezug auf 90° sein
sollen. Die bei dem rechnerischen Verfahren not-
wendige Entscheidung, ob die Hypotenuse ¢ spitz
oder stumpf zu nehmen sei, wird hier erspart,
da man aus dem Bilddreieck alle Stucke i. w. Gr. ein-
deutig entnehmen kann (vergl. die frithere Abhandlung).

2. Die Durchnahme vorstehender Konstruktion
dirfte dem Schiler in anschaulicher Weise vor
Augen fihren, wie eine in der Ebene eindeutige
Aufgabe auf der Kugel doppeldeutig wird, indem
eine Drehung anstelle der Parallel Ver-
schiebung tritt! Das oben beschriebene Konstruk-
tionsverfahren Ubertragt sich unmittelbar auf das
schiefwinklige Dreieck, das aus a, «, y be-
stimmt werden soll.  Trédgt man némlich (Fig. 2)

CBo= a wie oben am Bande ab, so. hat man den
diesen Bogen tragenden Kreis um seinen wagerechten
Durchmesser soweit zu drehen, daR seine Ebene
gegen den Horizont um den Winkel y ge-
neigt ist. Dabei gelange B0 nach £~; die Konstruk-
tion bleibt im Ubrigen dieselbe wie oben; die beiden
Drehungen, die B' bezw. B" nach B fihren, haben
aber jetzt nicht nur entgegengesetzten Sinn, sondern
auch ungleiche GroBe. Betrachtet man fiur den Augen-
blick an ihrer Stelle die entgegengesetzten Drehungen,
die B nach B’ bezw. B" bringen, so lassen sich diese
zusammensetzen aus einer beiden gemeinsamen Drehung
an den Band, vermehrt oder vermindert um eine und
dieselbe weitere Drehung; sie erscheinen also wie die
Wurzeln einer gemischt-quadratischen Glei-
chung, wahrend sie in dem unter 1 behandelten
Sonderfall als Wurzeln einer rein-quadratischen Gleichung
gedeutet werden kdnnen.

Damit die Aufgabe reell ldsbar sei,
Hohe des Punktes B, ndmlich sin a esiny
die Frage, ob Csg90° zu nehmen sei, tritt bei
dieser Methode nicht auf. Sollen aber nur
solche Dreiecke als LOsung zugelassen werden, deren
Sticke sdmtlich <(180° sind, so mufl man vor-
kommeuden Falls Drehungen von 90° oder 900 aus-
schlieBen, so dal eine oder auch beide Ldsungen ver-
loren gehen kdnnen.

Die duale Aufgabe
Polardreiecks erledigen.

mull die
sina sein;

1aBt sich mit Hilfe des

M athematische Untersuchung uber die scheinbare
Hebung eines unterW asser befindlichen Punktes.
Von Dr. W. Taeckel (Ohlau).

Die bekannte Tatsache, daR ein unter Wasser be-
findlicher Punkt dem Auge hdoher erscheint, als er in

UNiKRItICHTSBLATTRR.
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Wirklichkeit liegt, wird in der Regel ohne Bezugnahme
auf den dazu gehdrigen Versuch lediglich auf Grund
einer Figur von der in 1) gedachten Art zur Anschau-
ung gebracht. Wie wenig aber eine solche Figur zur
genauen Erkldrung ausreicht, zeigt Fig. 2, welche ohne
zunéchst ersichtlichen Widerspruch das gerade Gegen-
teil ,,lehrt“. In der Tat I4Bt sich die in Itedo stehende
Erscheinung ohne Versuch lediglich aus der Figur durch
eine rein.mathematische Untersuchung herleiten:

Sei L der leuchtende Punkt, von dem zwei Strah-
len LA101 und LA,,02 in das Auge 0i 02 dos Be-
obachters dringen, und V der Punkt, von welchem
diese beiden Strahlen herzukommen scheinen, der Punkt,
dessen Hohenlage untersucht werden soll. Nach Malk-
gabe der Figur ist in unserem Fall Da

sini\ = n msin»q und sinio==n sinr2
ist, so ist auch i,~>i2. Es gelten alsofolgende Vor-
aussetzungen :
Hr\> r2, 2) h> *
3) 1 4) 2 r2
Dem Brechungsgesetz zufolge gilt
sin«  sin H__sturl.
sin)\  sinr2 sint2  sin 72°
sin A -j- sin 2 _ sin 7q -f- sin 72
sin  —sinig sinrp —sinr,

P _ H-fTo
92 sin 14?2« cos _"_:_?_2 2 sin

oder:

,h+ h BN r2

2 h — »

tg »1+k Ctg . Ctg >

2=tg

Da tj t-, und i, r., ist, ist auch 'l >

und demgemé&l tg darum weiter

> wWa11g3,

zufolge der letzterhalteucn Gleichung ctg <

ctg ' &~ und folglich —, also schlie-

lieh 2>

Nun ist nach dem Satz vom AuRenwinkel bei

Z2AA, Ao V:ir<r= (li—u)- (B—2N)= i\—i,;
ebenso ist bei

A Ai Ao (R- rd—((A—tg)= tq—r.,;
da ij—7'a>,"i—»» wie bewiesen, so.ist auch
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Der Punkt V muB also innerhalb des Kreises liegen,
den man sieh durch Au A.,, L gcdegt denken kann;
und da A2V naturgem&B Ulber — nicht unter — A2L
liegt (Brechung in Luft vom Lot fort), so ist der durch
die Sehne und den Bogen A2L begrenzte Teil des
Kreises das Gebiet, in welches Punkt V zu liegen kom-
men muf. Alle Punkte dieses Ctebietes liegen aber
hoher als Punkt L, somit auch der Punkt V.

Aus dem zuletzt Gesagten ergibt sich, daR weder
Figur 2 noch auch Figur 1 dem wahren Sachverhalt
entsprechen, woraus dann nochmals die Unhaltbarkeit
eines rein figurlichen Nachweises erhellt.

Die Bestimmung der Fehlergrenzen
der durch fortgesetztes Radizieren erhaltenen
Nédherungswerte von t.

Von H. Bdnke (Reinickendorf).

Ist «o, = | 2, w2— 1 2 p itg, V83— | 2 -j- w2,
ferner wO=1|'2—wh ita=] 2—w2, .. .und s, die
Seite des reguldren Sehnon-u-Ecks, so findet man

s8— rw2 slG— rw3 S33— rwas>e He
und fur die entsprechenden Seiten der reguldren
Tangentenpolygone
2 2
S*« *16= N3 o “ .
Daraus ergeben sieb, wenn die Umfénge berechnet

werden, zwei Reihen von Naherungswerten von 1,
nédmlich
14 Uy, 2= 16 VA
9
% . -
"G 7 > Ifir. m lhim
Daher ist
.V\q .
11» V\E'.-JIS. Hais. \

Das Tangentenseehseck liefert
U6= 2>--21 3= 3,464 m27-< 3,5 -Jr.

Also ist <l > T> T~
Daher ist
W. . 2 — 3
Ta W<: ° o nkK ;<

— Lehrmittel-Besprechungen.

Da ferner <(w2<C <T"h SO st
s B©< 22 —uw)
N3~dBC2Q2—g, . . .

Diese Genauigkeitsgrenzen noch enger zu machen,

wirde auf dem Standpunkte der Obertertia nicht zu
empfehlen sein.

Ucber die Berechnung der irrationalen Werte wu
und wu ist einiges zu bemerken. Um wk zu berechnen,
muB man ¢-mal radizieren. Die dabei vorzunehmende
Einteilung in Gruppen von je zwei Stellen verursacht
dem Schiler Bedenken, ob nicht die Genauigkeit von
Fall zu Fall almehmen musse.

Ist a eine irrationale Zahl, b ein gendherter Wert

und a —b= <& wie grof ist Wa —jrb==r?

a—b ) b

also
Ta+ fb
oder also e<" - .
2y.b+e 2fb

Da . b bei Berechnung der wu nahezu 2 ist, wird
v<(0 sein Anders verhilt es sieh mit den wk, da
lim wk= 0 ist.
R—eo

Beispiel — 1,99 999 058 762.
Daher A= )2 i,¢0= 0,003067 961
Né&herungswert 2t0ewi10= 3,141592 064.

Zu erwarten war hier, da
2 (2 — 71100 = 0,000 004 706
ist, ein Fehler, der héchstens die 6. Dezimale beriihren
konnte.
Ergebnis: Der
Fehler erwarten, der
bleiben muR.

Né&herungswert 2“wk [4Rt einen
unter der Grenze 2(2— wu)

Lehrmittel-Besprechungen.
Haértel, Gust., Kegelschnittzeichner.

AVenn es auch unzweifelhaft nutzlich ist, daB jeder
Primaner sich selbst einige Schablonen zum raschen
Zeichnen von Kegelschnitten anfertigt, so werden diese
doch bald durch Benutzung ungenau, wenn sic nicht
aus sehr starker Pappe hergestellt sind. In diesem
Fall lassen sie sich aber schlecht im Reilzeugkasten
unterbringen und gehen dann leicht verloren. Ein
praktischer Ersatz hierfur ist der von Gust. Hértel
erfundene, aus einem Stick Messing gestanzte Kegcl-
schnittzeiehner, der, wie die Figur zeigt, zugleich
Ellipse, Parabel und Hyperbel liefert. Die Ausfiihrung
ist gut, nur darf man die Parabel nicht ganz bis zum
Ende benutzen, da sie hier geradlinig geworden ist.
Auch trifft man mit Hilfe der Marken die Brenn-
punkte nur dann genau, wenn man statt des Bleistifts
eine Nadel benutzt oder mit einer feinen Zeichenfeder
arbeitet. Die Dimensionen sind gut gewdhlt, besonders
weil auch die gleichzeitige Benutzung von Millimeter-
papier zuldssig ist. Der Preis von 75 Pfg. ist ange-
messen.

An dem durch die in naturlicher Grofe ausge-
fuhrte Zeichnung veranschaulichten Modell bezeichnet:

h einen Parabelbogen mit dem Brennpunkte F.
Gleichimg: y- = 40x.

v einen Hyperhelzweig mit dem Brennpunkte F',
der Exzentrizitdt e= j5 mm und der Haupt-



achse Ja — 20mm (als grei fbare Strecke markiert).

Gleichung: * ¢ -~ = 1-
w eine Ellipse mit den Brennpunkten I und Fn.
Gleichung: + =
F-_
.r eiten ilalhkroisbogen mit Gradeinteilung und

dem Mittelpunkte ,,3/%.
y ein Lineal mit Millimetereinteilung.
z einen rechtenWinkel mit dem Scheitelpunkte ,,M*.

A T
Bilcher-Besprechungen.
Stein, A.,, Die Lehre von der Energie (Aus
Natur und Geisteswelt, Bd. 257). 137 S., 13 Fig.

Leipzig 1909, Teubncr. Geh. 1 M, geh. 1,25 M.

Nach einer kurzen, von dem Streben der Menschen
nach einer einheitlichen Weltanschauung ausgehenden
Einleitung wird der die Physik als Einheitsband um-
fassende Energiebegriff festgelegt. Darauf werden die
vier Hauptformen der Energie, die mechanische, die
Waérmeenergie', die chemische und die magnetiseh-
elcktrischeEnergie behandelt, unter welchen die Wéarme-
energie den breitesten Raum einnimmt. Bei der
cheriiischen Energie wird auch die fur die biologischen
Probleme wichtige physiologische Energie besprochen,
indem die fundamentalen Untersuchungen Rubners
und Atwaters in ausreichender Zusammenfassung
mitgeteilt werden. Im dritten Kapitel wird ausgefiihrt,
dal die Sonne fur unsere Erde mit allem, was darauf
wohnt, die einzige Energiequelle ist. Am Schlisse
dieses lesenswerten Kapitels kommt der Verfasser, man
mdchte fast sagen leider, auch auf den sogenannten
»~philosophischen” EnergiebegrifF. Da dieser durchaus
phantastisch ist, kann es nicht wundernehmen, daR
auch Stein ihm keine klaren und prézisen Séitze ent-
locken kann. Im folgenden Kapitel erdrtert Stein
die Beziehung des Energiegesetzes zum Satz von der
Unmdglichkeit des perpetuum mobile, wahrend das
letzte Kapitel die Umwandlungsbedingungen der Energie
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von einer Form in die andere bespricht. Dabei kommt
der Verfasser dann auch auf die Kreisprozesse und
das Entropiegesetz. In einem SchluRwort wird endlich
auch auf die Versuche bingewieseu, die psychischen
Prozesse der energetischen Betrachtung zugdnglich zu
machen.

Was nun die Darstellung im einzelnen
angeht, so muB mit Freude anerkannt werden,
daB Stein die Energie physikalisch behan-
delt und dementsprechend durchweg verlangt,
dal man die Energie mechanisch meRbar
darstelle, daB man also von Energieumwand-
lung nur zu reden berechtigt ist, wenn man
direkt oder indirekt imstande ist, die Energie
vor und nach der Umwandlung zu messen.
Auch das ist lobend zu erwdhnen, daB die
zahlreichen historischen Angaben durchweg
richtig sind und der Bedeutung der ener-
getischen Betrachtung entsprechen.  Sehr
richtig weist Stein darauf hin, daB das
Energiegesetz als Erhaltungsgesetz das
Resultat der Forschung und nicht der Aus-
gangspunkt der Entdeckungen war. Auf
einige kleine Versehen mdchten wir gern auf-
merksam machen. Auf pag. 1005 ist vergessen
zu sagen, dal Kepler der erste war, welcher
die Konstanz der Energie und die Propor-
tionalitat der kinetischen Energie mit dem
Quadrat der Geschwindigkeit aussprach. —
Die Behauptung (pag. 60), dal der Akkumu-
lator ungeeignet sei, Fahrzeuge in Bewegung
zu setzen, bedarf angesichts der zahlreichen

elektrischen Droschken doch wohl einer Korrektur. —
Wéhrend pag. 96 erklart wird, daR das Energiegesetz
auf dasUniversum angewandtwerden dirfe, wird pag. 130
das Gegenteil behauptet. Im letzteren Falle handelt
es sich freilich um das Entropiegesetz, von dem be-
zweifelt wird, daR man es auf das Planetensystem an-
wenden dirfe. Nun kénnen wir sehr wohl dio Behaup-
tung erweisen, daB die Energieaufnahme des Sonnen-
systems aus der Fixsternwelt so gering ist, dal man
diesen ,Gewinn® unbedenklich gleich 0 setzen kann
(cfr. die Berechnung W. Thomsons) und darum
durfen wir das Entropiegesetz auf dies System anwenden.
— Auf S. 15 oben muB es statt Wasser Wasserstoff
heiBen. Vielleicht ist das nur ein Druckfehler, deren
noch einige vorhanden sind.

Im allgemeinen ist das Buch fir gebildete Leser
sehr empfehlenswert, weil es sich von spekulativen Be-
trachtungen, welche gerade auf diesem Gebiete mehr
verwirrend als klarend gewirkt haben, wesentlich frei
halt, und es reilit sich den besten Schriften der ganzen
Sammlung wirdig an. Fir eine spatere Auflage
mochten wir wiinschen, daB der Verfasser auch die
kleinen Konzessionen an die Vertreter der ,Geistcs”-
Energie géanzlich beseitigte. Denn es ist sicher ein
Gewinn fir ein wissenschaftliches Buch, wenn es nur
die Gebiete behandelt, welche auf wissenschaftlicher

Grundlage behandelt werden kodnnen, d. li. in diesem
Falle, wo der physikalische Energiebegriff anwendbar ist.
. . lloppe.

Schitze, C, Die Kraftmaschinen. (Naturwissen-
schaftliche Bibliothek, Heller & Ulmer.) 235 S.
mit vielen Figuren. Leipzig 1909, Quelle & Meyer.
Geb. 1,80 51.

Fur billiges Geld wird hier ein gutausgestattetes
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durchaus populdres Buch tber Kraftmaschinen geboten.
Mit groRer Geschicklichkeit ist alles mathematisch
formelhafte in dieser Darstellung vermieden, ohne daR
die Richtigkeit dadurch gefédhrdet wdre. Durch gra-
phische Darstellung von Abhéngigkeiten und Analogien
sucht der Verfasser fur theoretische Auseinander-
setzungen Verstdndnis zu erreichen und in den meisten
Féallen wird es ihm gelungen sein Das Buch zerféllt
in vier Hauptteile: die mechanischen Grundlagen, die
Wind- und Wasserkraftmaschinen, die Wa&rmekraft-
maschinen , die elektrischen Maschinen. Natirlich
nehmen die Warmemaschinen den breitesten Raum ein,
sie werden darum in einer lleihe von Unterabteilungen
ausfuhrlicher behandelt, indem zunéchst die Wéarme,
daun die Eigenschaften de8 Wasserdampfes, die chemi-
schen Grundlagen fur die durch Verbrennung zu ge-
winnende Arbeit, die Dampfkessel, die Kolbenmaschinen,
die Steuerung der Dampfmaschinen, die Regulatoren,
die Verbundmaschinen, die Arbeitsleistungen besprochen
werden. Es folgen einige Angaben Uber praktische
Ausfihrungen, wobei besonders die Steuerungen be-
sprochen werden. Hier ware eine etwas breitere Dar-
stellung wohl erwiinscht. Wir glauben nicht, daB die
kurzen Bemerkungen Uber die Doppelschicbersteuerung
und Prazisionssteuerung allgemein verstédndlich sind.
Den SchluR dieses Abschnittes bilden die Dampf-
turbinen. Der Abschnitt Uber die Gaskraftmaschinen
enthalt alle auf Explosion beruhenden Maschinen, dar-
unter auch den in neuester Zeit besonders wichtigen
Dieselmotor. Dall bei der Fille von jMaterial keine
erschopfende Darstellung mdglich war auf so engem
Raume, ist selbstverstandlich, immerhin wird das Ge-
botene zu weiterem Sludium anregen. Hoppe.

Hehler, Dr. F. G, Hauptsédtze der Elementar-
Mathematik. Neubearbeitet von A. Scliulte-

Tiggos, Direktor des Realgymnasiums in Cassel.
Ausgabe A. 25. Aufl. 280 S. Berlin 1908,
Gg. Reimer.

Schulte-Tigges-Mehler, Elernentar-Mathematik.
Ausgabe B. Oberstufe 1: Synthetische Geometrie
der Kegelschnitte. 72 S. 1907. Ebenda. Ober-
stufe I1: Arithmetik mit Einschlu der niederen
Analysis, Trigonometrie und Stereometrie. 169 S.
1909. Ebenda. Oberstufe I11: Differentialrech-
nung und analytische Geometrie der Ebene. 81 S.
1909. Ebenda.

Bei der Neulierausgabo des altbewéhrten Meliler,
der aus der klassischen Schule Scbellbaclis hervor-
gegangen ist, hat der gegenwartige Bearbeiter sich in
dem Zwiespalt zwischen eigener und Uberkommener
Auffassung dadurch zu helfen gesucht, dal er neben
die dem Originale im wesentlichen trcubleibende Aus-
gabe A ein eigenes Werk unter dem Titel Ausgabe R
gesetzt hat, das den Mehler soweit benutzt, als Stoff
und Form es gestatten.

Auch iif der Ausgabe A finden sich eine Reibe
fast ausnahmslos zweckméaRiger Aenderungen, die aber
den gleichzeitigen Gebrauch &lterer Auflagen nicht
ausschalten. Zum Teil waren Ergédnzungen durch die
Lehrplédne gefordert, denen das Buch nun voll ent-
spricht. Die Streichungen, die dadurch ndétig waren,
hatten vielleicht ohne Schaden noch etwas weiter aus-
gedehnt werden kdénnen, das alte, noch unter Schell-
bachs personlicher Mitwirkung verfate Lehrbuch
batte nur 130 Seiten und konnte in manchem als
Muster dienen. Immerhin ist es dankenswert, daB die
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erhebliche Stoffvcnuehrung nur eine relativ kleine
Volumvermebrung erbracht bat. Die neuen Abschnitte:
Wahrscheinlichkeitsrechnung, wiederholender Aufbau
de3 arithmetischen Lehrgangs, Anleitung zum perspek-

tivischen Zeichnen, Astronomie sind kurz, klar und
wohlgclungen. In Einzelheiten, z. B. Einreihung der
relativen Zahlen unter die rationalen — irrationale

kénnen doch auch negativ sein — kann man anderer
Meinung sein; aber das Gebotene ist wissenschaft-
lich und péadagogisch brauchbar.

Von der Ausgabe B ist dem Berichterstatter nur
die Oberstufe zugegangen. Ist diese auch erheblich
umfangreicher wie der alte Hehler, so ist auch er-
heblich mehr an Stoff geboten. Im ersten Teil ist
eine Verbindung der synthetischen Geometrie mit der
neueren Geometrie einerseits, mit der darstellenden
andererseits angestrebt. Eine rein projektive Geometrie
haben ja andere, z. B. Herr Bocger, zu bieten ge-
sucht ; aber i. a. dirfte dasVerfahren des Herrn Schul te-
T igges,obgleich es wissenschaftlich weniger hoch steht,
eher auf Benutzung in der Schule rechnen kénnen.
Er beweist maBgeometrisch — die innere Teilung hétte
wohl korrekter als negative bezeichnet werden kénnen —
und verallgemeinert dann durch den Projektionssatz
auf die Kegelschnitte. Im dbrigen ist die ,synthetische*
Geometrie der Kegelschnitte eben die alte elementare
Behandlung ohne Benutzung der Koordinaten, aber
mit sehr eingehender Berlicksichtigung der stereo-
metrischen Entstehungsweise. Hier verdienen die sorg-
faltigen Zeichnungen besondere Anerkennung und der
cingescliobene Abschnitt Gber Projektionsichre und
Darstellende Geometrie findet an einem konkreten
Beispiel weiteste Verwendung.

Der zweite Teil behandelt das Pensum der Ober-
klassen in Algebra und Arithmetik, ebener und sphé-
rischer Trigonometrie und Stereometrie. Den geo-
metrischen Teilen sind Uebungsaufgaben beigefigt.
In den meisten Fallen wird man den Fortlassungen
und Zufligungen beistimmen, allen kann man es eben
nicht recht machen. Dieser liebt die diophantiseben
Gleichungen, die fehlen, jener die arithmetischen Reihen
héherer Ordnungen, die geboten sind. Da der Ver-
fasser selbst im dritten Teil eine Differentialrechnung
gibt, wird mancher die Reihenlehrc alten Stils im
Teil Il lieber uberschlagen. Recht gelungen erscheint
u, a. das Kapitel Uber numerische Gleichungen. Bei
der Lebensversicherung hétte das Gesotz der grofRen
Zahlen wohl schérfer hervorgehoben werden konnen,
sonst ist die Darstellung kurz und klar und durch
einige passende Uebungsaufgaben zweckmaRig erldutert.
Die ebene Trigonometrie bietet auf knappem Raum
viel. ZweckméaRig ist die goniometrischc Ableitung
der schwierigeren Dreiecksformeln. Den Schwéarmern
fur spitzfindige Aufgaben ist die »'-Methode geboten.
Weise Beschrankung zeichnet die Stereometrie aus, in
der sphérischen Trigonometrie ist noch etwas reichlich
mit Formeln operiert, die praktisch entbehrlich sind.
Hibsch sind die xlufgaben ans der Kristallographie,
gut ausgewadhlt die aus der Astronomie.

Der dritte Teil enthédlt die Differentialrechnung
und die analytische Geometrie der Ebene. Beide Ab-
schnitte sind methodisch wohlgelungen und nicht zu
umfangreich. Eigentimlich und recht brauchbar er-
scheinen gewisse Uebersichtstafeln, z. B. fur y'y"y™
bei allen einfachen Funktionen. Die analytische Geo-
metrie der Kegelschnitte ist wesentlich dadurch ent-
lastet, daR die Synthetisch leichter beweisbaren Satze
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im 1. Teil erledigt sind.  Auch die Oberstufe von
Ausgabe B ist also ein brauchbares Schulbuch.
A T.

* *

Heis-Druxes, Sammlung von Beispielen und
Aufgaben aus der allgemeinen Arithme-
tik und Algebra. Teil 2far U Ill, 0 111, U XL
115. Aufl. 285 S.  Teil 2 fir 0 Il, UI, 0 1
112. Aufl. 273 S. Kéln 1910, Du Mont-Schauberg,

Druxes, Obi. Dr. J., Ausfuhrlicher Lehrgang
der Arithmetik und Algebra nach mo-
dernen Grundsdtzen mit vollstindigen Ldsungen
der Aufgaben der Sammlung von Beispielen und
Aufgaben von Heis. .Fir Lehrer und Studierende.
Bd. I. 445 S. Ebenda 1910.

Unter den dlteren algebraischen Aufgabensamm-
lungen hat die von Heis immer eineu besonderen
Hang eingenommen. Man splrte in ihr den Geist
eines Mathematikers, der Uber seinem Stoff stand, der
héhere Ziele verfolgte, als Schiller mit Kérncrarbeit
zu belasten. GewiB waren die Aufgaben schwer,
manchmal zu schwer, aber sie waren nicht dieser
Schwierigkeiten wegen gestellt, sondern weil der Ldsende
gezwungen werden sollte, tief einzudringen in mathe-
matisch wichtige Probleme. Gelegentlich gab Heis
auch schon direkt von solchen in Anfangsabschnitten
Proben, fiir Schwache eine Klippe, aber fur die guten
Kopfe ein anspornender Lichtblitz. Es war das rechte
Buch in der Zeit, wo auf den Schulen nur wenige
wirklich Mathematik lernten, diese aber um so grind-
licher und weitgehender. In dieser Gestalt palt der
alte Heis nicht mehr in unseren Schulbetrieb, wo
eben alle, die nicht ganz hoffnungslos unféhig sind,
eine gewisse Summe mathematischen Kdénnens und
Wissens in sieb aufnehmen muissen. Aber es waére
schade gewesen, wenn der Geist der H eissehen Auf-
gabensammlung ganz aus der Schule verschwunden
wadre, nur war es ein schwieriges Unternehmen, das
Buch zu modernisieren ohne ihm die alteu Vorzige
zu rauben. Trotzdem ist es dem jetzigen Bearbeiter,
Herrn Druxes, gelungen. Das war nur dadurch
moglich, dal der Herausgeber sich in den Geist des
Verfassers hineinversetzte. Nicht ,Wie macht man es
heute meistens?“ hat er gefragt, sondern ,Wie wirde
Heis heute eine Aufgabensammlung schreiben?“
Wenn man das nicht beachtet, so wird man allerdings
an manchen Stellen den Kopf schitteln. Hier scheint
von Grund aus geédndert, dort wieder merkwirdig zéhe
festgehalten. Gewil}, der alte Heis konnte uicht auf
die ldee kommen, die allgemeinen arithmetischen Satze
an ganzen Zahlen zu beweisen, oder die Systeme
gquadratischer Gleichungen graphisch zu lésen — die
Fortschritte von Woissenschaft und Methodik wéren
aber an ihm nicht spurlos vorbeigegaugen, wenn er
auch nicht alles, bloR weil es neu ist, gutgelieifen
hatte. Naturlich kann man an mancher Stelle anderer
Ansicht sein als der Herausgeber, auch von obigem
Gesichtspunkt aus. Gerade in der Ausnutzung der
graphischen Darstellung z. B. fuhlt man in diesem
Buch, ebenso wie fast ausnahmslos bei anderen Schul-
blichern, das Tasten in ein noch unerprobtes Gebiet
hinein. Hier sind wir tatsdchlich alle Anfanger, denn
noch ist kein Jahrzehnt seit den ersten Versuchen ver-
gangen. Jeder ist meist von seinen Erfolgen zuerst
befriedigt und macht es doch mit dem néchsten Schuler-
jahrgang anders. Was an guten Vorarbeiten vorlag,
hat Herr Druxes Ubrigens benutzt. DaR er anderer-
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seits nicht alle Kapitol, die heute in Ublem Geruch
stehen, gestrichen hat, wird ihm doch auch dieser und
jener danken. Wem die diopkantischen Gleichungen,
die Zahlenkongruenzen, die arithmetischen Reihen
héherer Ordnung nicht behagen, der kann sie eben
fortlassen. Au& Geometrie und Physik ist vieles hin-
eingebracht, was man sonst nicht in arithmetischen
Aufgabensammlungen sucht, beim Kurszettel wird
manchem vielleicht eine Génsehaut uberlaufen. Mo-
dernes Loben pulsiert in dem Buch — das war aber
auch seinerzeit im alten Il eis, und so ists eine brauch-
bare und wertvolle Neubearbeitung. Auch das er-
génzende Handbuch, das nur fir den Lehrer und nicht
fur den Schiler bestimmt ist, ist in seinem 1. Teil,
der allein bis jetzt vorliegt, als wohlgelungen zu be-
zeichnen. Manches ist ja ein wenig breit dargestellt,
anderes liegt etwas weit von dem gewd®hnlichen Scliul-
betrieb ab. Aber vielfach bat der Verfasser auch ge-
rade Dinge einmal grindlich erdrtert, nach denen die
Schiler gern fragen und dber die sich der Lehrer
nicht so leicht orientieren kann. Da sei z. B. auf die
Streitfrage Uber die Logarithmen negativer Zahlen hin-
gewiesen. Weniger gefallen hat dem Referent der
Abschnitt tber den logaritlimisclien Rechenschieber.
Sicher gehort er in das Buch und die Bekanntschaft
nicht nur, sondern die Vertrautheit mit dem Gebrauch
dieses fur den Techniker langst unentbehrlichen Hilfs-
mittels sollte fur Lehrer und Schiiler der Obcrreal-
klassen obligatorisch sein. Aber zur ersten Erlauterung
siud einfachere Systeme als das von Nestler-RB ietz
schon wegen des Preises — Pappscliieber sind aller-
dings wertlos — vorzuziehen. Die zeitraubende kiinst-
liche Bestimmung der Stellenzahl sollte ganz fort-
bleiben. Gerade in der Ueberscblagsreehnung liegt ein
groRBer padagogischer Wert und sie sichert allein gegen
grobe Irrtimer aus falsch angewandten Regeln. Da-
fur kénnten die Manipulationen eingehender behandelt
und durch mehr Beispiele erldutert werden. Der Ab-
schnitt Gber Isopletlien und Logaritkmenpapier liegt
ja vorldufig der Schule wohl noch fern, fiir den Lehrer
ist es aber eine angenehme Orientierung. Besonders
sei auf 8§ 49 (Zahlensysteme) aufmerksam gemacht.
Iller findet sieh vieles, was schon friher verwandt
werden kann. Ueberhaupt sollte das Buch nicht als
ein Schlussel fur die einzelnen Paragraphen verwandt
werden, wenn es auch da gute Dienste tut, sondern als
Ganzes dem Studium jingerer und d&lterer Kollegen
empfohlen werden. Die ersteren werden mehr metho-
disch, die letzteren wissenschaftlich profitieren. 5lan
darf dem 2. Teil vertrauensvoll entgegensehen.
A. T.

* *
*

Physik fiir die Oberstufe, mit besonderer Berick-
sichtigung der Bedlrfnisse norddeutscher
Lehranstalten, herausgegeben von Prof. Dr. 5lax
Nath und Job. Kleiber. Oldenbourg, Berlin und
5liinchen 1910.

Das vorliegende Buch hat sich schon in seinen
friheren Auflagen viele Freunde erworben, wéhrend
es von anderer Seite bei aller Anerkennung seiner Vor-
zuge als Ganzes Ablehnung erfuhr (so z. B, iu der Zeit-
schrift fir den physikalischen und chemischen Unter-
richt, herausgegeben von Poske). Diese zwiespaltige
Beurteilung ist in der eigenartigen Anlage des Werk-
chens begrindet: die Erarbeitung der Resultate ist meist
nur kurz skizziert, hier und da fehlt sie ganz. Daflr
sind die Ergebnisse auBerordentlich klar und wohlge-
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ordnet zusammengefalt. Diese scharfe Gliederung des
Stoffes bis ins Einzelne herab, die in ihrer Wirkung
durch auBere Mittel wie Hervorheben des Wesentlichen
durch Fettdruck oder Unterstreichen, sowie eine grofl3e
Zahl sehr anschaulicher, z. T. geradezu drastischer Ab-
bildungen noch unterstutzt wird, erleichtert dem Sohller
ungemein das Einprdgen des Gelernten, weshalb das
Buch schon in seinen friheren Auflagen von der Kritik
als ein in dieser Eigenart geradezu einzigartiges ,Lern-
buch® anerkannt worden ist. Wohl hat das Kleiberschc
Buch auch die Fehler seiner Vorzlge, und gerade hier
setzt die ablehnende Kritik ein, die ihm von einigen
Seiten zu Teil geworden ist: in dem Bestreben, alles
mdoglichst einfach und klar darzustellen, vereinfache es,
so wurde ihm vorgeworfeu, den Stoff selbst, so daR der
Schiiler zu der falschen Auffassung kommen misse,
daB die Ergebnisse der Physik mit Leichtigkeit ge-
wonnen worden seien und jederzeit ohne Miihe be-
statigt werden konnten; drastisch ausgedriiekt: cs
stelle fur den Schiler eine Eselsbriicke dar, die ihm
jede Schwierigkeit abnelnne. Ich muR demgegeniber
dem Neuherausgeber (Natli) recht geben, wenn er im
Vorwort betont, daR, falls diese Wirkung sich zeige,
die Schuld den Unterricht und nicht (oder wenigstens
in geringerem Mafe) das Buch treffe. Sache des Lehrers
sei es, auf die mannigfachen Schwierigkeiten bei Er-
arbeitung der physikalischen Forschungsergebnisse auf-
merksam zu macheu. Wird so durch den Unterricht
der kritische Sinn der Schiler geweckt und dauernd
wach erhalten, dann scheint mir die Gefahr nicht vor-

zuliegen, daR die kritischen Gedankengénge sich ver-
flichtigen und nur ,Formeln und Schablone* {brig
bleiben, zumal wenn der Schuler in physikalischen

Uebungen, wie sie ja immer mehr sich verbreiten, jene
Schwierigkeiten an sich selbst erlebt. Jeder erfahrene
Lehrer mul doch zugeben, daB er — nicht nur bei
schwachen Sehiilergenerationen — bei der ersten Inan-
griffnahme eines schwierigeren Gebiets immer zu stdr-
kerem Schematisieren gendtigt ist, wenn er erreichen
will, daR zuudcbst einmal die Hauptlinien und Grund-
ziige des Gebietes erfalt werden. Ein Rest von solchem
berechtigten Schematisieren bleibt auch bei der ge-
naueren Behandlung, jedenfalls in der Schule, oft so-
gar in der hohen Wissenschaft. Ob das Kleibersche
Buch in diesem Schematisieren zu weit gehe, darlber
kann man verschiedener Ansicht sein. Ich fir meine
Person glaube, dalR es sich als recht brauchbar erweisen
wird unter der Voraussetzung, daB sein Gebrauch durch
einen kritisch gerichteten, auf induktiver Grundlage
aufgebauten Unterricht vorbereitet und ergénzt werde.

Einen besonderen Vorzug des Buches sehe ich in
der groBen Anzahl von Aufgabeu, die auf die einzelnen
Abschnitte verteilt siud. Sie sind sehr geschickt den
mannigfaltigsten Gcbicteu der Natur und Technik ent-
nommen, beziehen sich fast ausnahmslos auf einfache,
leicht zu verwirklichende Félle und regen gerade da-
durch den Sohiler zum Selbstexperimentieren an, wie
sie z. T.ja auch unmittelbar als ,,Experimentierfragen”
gestellt siud. Ebenso ist der kleine historische Anhang
dankbar zu begriBen.

Bei der Knappheit der Darstellung ist eine erfreu-
liche Reichhaltigkeit des Inhalts mdglich. Als Beispiel
nenne ich die Darstellung der Zusammensetzung von
Kraften in einer Ebene mit Hilfe des Kréftepolygons
und Seilpolygons, sowie die Behandlung des Kralte-
paares.

Zum SchluB noch einige kleine Ausstellungen.

Bicher-Besprechungen. S. 39.

In der Mechanik ist der Masseubegriff ohne Definition
oingefihrt (8 3). Die auf S. 17 sich findende Stelle,
wonach das Produkt M ma auch , Tragheitswiderstand*
der Blasse genannt wird, ist zum mindesten anfechtbar,
da ja die Masse eines Korpers vielfach als BlaR fur
seinen Tréagheilswiderstand gilt. Die Erledigung des
~allgemeinen Falles* der Energieumsetzung in der
Blechanik (S. 28) schlieBt nach meiner Bleiuung eine
petitio principii in sich. Die ganze Behandlung des
spezifischen Gewichtes au das Archimedische Prinzip
anzusehlieBen nur aus dem Grunde, weil dieses eine
bequeme Bletliode der Volumenmessung darbietet, ist
zwar vielfach dblich, scheint mir aber sachlich unbe-
rechtigt und fur die Schuler irrefihrend zu sein. Die
willkirliche Annahme, die in der § 70 gegebenen De-
finition der Kalorie steckt, und die Bléglichkeit ihrer
Prifung an der Erfahrung miRten angedeutet werdeD.
Quantitative Beziehungen, deren Herleitung mit den
Hilfsmitteln eines Schulbuches nicht méglich ist, sollten
moglichst vermieden werden: die Poissonsche Eonnel
fur die adiabatische Zustandsdnderung eines Gases
kdnnte also wohl fehlen. Boi der BVarmcleitung ware
wohl ein Hinweis darauf nicht unangebracht, daR alle
Versuche, die nur ein schnelleres Fortschreiten der
Temperatur in dem einen von zwei Kdrpern zeigen,
einen Vergleich der Wéarmeleitfahigkeit nur dann zu-
lassen, wenn man entweder die spez. Wéarme berlck-
sichtigt oder den stationdren Stromuugszustand ab-
wartet. Die Behauptung (S. 222), strahlende Wérme
habe die Eigenschaft, durchsichtige Kérper zu durch-
dringen, ist in dieser Allgemeinheit falsch tGlas!). Bei
der Hecrloituug der Formel fir die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit elastischer Wellen (S. 223) findet sich

ein Druckfehler: in p= « E muf der Bruch umge-

kehrt sein, also Yy ‘. Bei der Darstellung der Reflexion

von BVellen bedirfen die Ausdriicke ,dichter* und
Ldunner” nach meinem Empfinden einer Erlduterung.
Die Erklarungen der Reflexion und Brechung von
BVellen nach lluygens sollten entweder beide in der
BVelienlehre oder beide in der Optik behandelt werden.
Figur 388 ist falsch: der Punkt A erscheint nicht ein-
fach senkrecht gehoben, sondern auch nach dem Be-
schauer hin verschoben. Der Inhalt des § 106 wére
naturgemdfer an § 12-1 anzusehliefen; er nimmt un-
notigerweise vorweg, was aus § 124 als natirliche
Folgerung sieh ergibt.

Trotz dieser kleinen Méangel, die ja bei einer Neu-
auflage sieb leicht beseitigen lassen, glaube ich, dall
das Buch sich bei Ergdnzung durch einen geeigneten
Unterricht an der Hand des Schilers gut bewé&hren

wird. Dr. Lony (Hamburg).
* *
*
Simmel, Georg, Hauptprobleme der Philo-
sophie. Leipzig 1910, G. .T. Gdscheusche Ver-

lagsbuchhandlung.

Der vorliegende Band der verdienstvollen Samm-
lung Goschen, der die stolze Zahl 500 tragt, verdient
allgemeines Interesse sowohl durch die BVahl wie die
Behandlung des Themas. Will doch das Buch Haupt-
probleme der Philosophie uicht als fertige, zugespitzte
Resultate des Denkens in logisch geschlossener Form
darstellen, wie es die meisten Lehrbiicher der Philo-
sophie tun, sondern uns einen Einblick geben in ,die
lebendig-kontinuierliche Strémung des Sehalfenspro-
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zesses”. Es will uns die Probleme und ihre Lésungen
nicht nur mitteilen, sondern nachempfinden lassen.

Diese Absicht ist dem Verf. zweifelsohne oft ge-
lungen. Besonders gldnzend erscheint mir in dieser
Hinsicht im zweiten Kapitel (Sein und Werden) die
Darstellung der Parmenideischcn Seinsphilosophie und
ihrer Beziehung zur Substanz Spinozas. — Im
vierten Kapitel (Von den idealen Forderungen) geféllt
mir vor allem eine vorzigliche Kritik des Euddmonis-
mus und die Skepsis des Verfassers gegeniiber einer be-
friedigenden Ldsung des Problems vom ,Konflikt der
Pflichten*. — Fir uns Naturwissenschaftler hat der
erste Teil des Buches (Vom Wesen der Philosophie)
besonderes Interesse, weil Simmel in ihm eine Wert-
schatzung metaphysischer Systeme jenseits der in ihnen
enthaltenen objektiven Wahrheit zu geben versucht.
Fir ihn besitzendiese Spekulationen noch heute un-
geschwdéchten W ert als die verschiedenartigen Reaktionen
der verschiedenen Typen menschlicher Geistigkeit
gegenliber der Welt. Sie entspringen aus dem unstill-
baren Sehnen der menschlichen Seele, die Welt als
Einheit zu schauen. Weil sich aber die Welt in ver-
schieden veranlagten Menschen verschieden spiegelt,
miussen und dirfen diese Einheitssysteme verschieden,
ja entgegengesetzt ausfallen. WeDn sie mit der objek-
tiven Wirklichkeit in Widerspruch geraten, so ist das
nicht zu verwundern, weil in ihnen der kleine mensch-
liche Geist die Lésung einer unendlichen Aufgabe ver-
sucht. Die verschiedenen geistigen Typen werden das
ihnen zusagende System ersehnen und lieben, auch’
wenn es in vielen Einzelheiten widerlegt ist. — So
will dies Kapitel des Buches eine Rechtfertigung der
.Metaphysik auch fir unsero Tagegeben.

Leider fehlt meiner Meinungnach dem Buch ein
wichtiges Kapitel, — ein Kapitel, das der Naturwissen-
schaftler besonders vermift—, das von dem Zustande-
kommen unserer Erfahrung, vom Erkenntnisproblem
handeln miRte. DaR dieses Hauptproblem vom Ver-
fasser wirklich lange nicht genug gewirdigt ist, be-
weist die Tatsache, daB Demokrit, Locke, Hume
im ganzen Buche nicht erwéhnt werden, daf vor allem
Kant nur als Moralphilosoph, auftritt. — Von der er-
kenntniskritischen Tat Kants kaum ein Wort! —
Wohl aber eine 14 Seiten lange Darstellung Hegel-
scher Gedanken! — Infolgedessen ist die Bedeutung,
welche die Naturwissenschaften fir die Philosophie
besitzen, weil sie in wichtigen und erfolgreichen
Perioden der Geschichte der Philosophie im Mittel-
punkt des Interesses standen, gar nicht gewdrdigt
worden. Es mag sein, daR Philosophen wie Mach,
Avenarius, Riehl in den letzten .Jahrzehnten die
Naturwissenschaft zu einseitig in den Vordergrund ge-
stellt haben, so daR eine gemaRigte Gegenstrdmung,
wie sie etwa Dilthey und Windelband befir-
worteten, wohl verstandlich ist. Aber als ein schwerer
Fehler eines Buches, das Hauptprobleme der Philosophie
behandeln will, muB es erscheinen, wenn es allein
logisch-zergiiedernde und spekulative Elemente benutzt.

Eine ,empirisch wohlfundierte, von den Tatsachen
behutsam aufsteigende Metaphysik“, wie sie heute ver-
sucht wird, und die auch fir viele Naturforscher Wert
haben mag, setzt doch wohl vor allem eine grindliche
naturwissenschaftliche KenntniszuihrerFandamehtierung
voraus. Ohne sie konnte sonst auch die neue Meta-
physik nur allzu schnell wieder im ,,Reich der ideellen
Inhalte“ wie Hegels ,objektiver Geist” phantasieren.

Dr. P. Groebel (Hamburg).

Unterrichtsblatter.
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Kowalewski, G., Die klassischen Probleme
der Analysis des Unendlichen. Ein Lebr-
und Uebungsbuch fiir Studierende zur Einfiihrung
in die Infinitesimalrechnung. VIl u. 383 S., gr.
8°, mit 127 Fig. Leipzig 191U. W. Engelmann.
Geb. 16.50 M.

Es ist wohl auffallend, wenn ein und derselbe
Verfasser zwei Jahre nach Verdffentlichung eines Wer-
kes (,,Grundzlge der Differential- und Integralrechnung®,
Leipzig 1908, Teubner) (ber denselben Gegenstand
wieder ein Buch bei einem anderen Verleger heraus-
gibt. Denn der jetzt gewdahlte Titel tut recht wenig
zur Sache. Er soll nur den neuen Standpunkt etwas
andeuten, den der Verfasser hier einnehmen will. Er
will das Interesse des Lernenden beleben durch Her-
einziehung historisch-persénlicher Momente.  Wenn
man aber selbst Anhdnger eines solchen Verfahrens
ist, sieht man enttduscht, wie wenig es eigentlich liier
zur Geltung kommt. Ueber ein paar Notizen kommt
der Verfasser eigentlich nicht hinaus. Hierflir bietet
die allzuh&ufige Verweisung auf die Ostwald sehe
Klassikcrsammlung keinen Ersatz. Wenn wir nun aber
davon abselien, so ist die Darstellung hier, wie in den
,Grundziigeu®, bei aller modernen Strenge eine recht
flussige und der Verfasser vermeidet es geschickt, sich
zu sehr mit seinem friheren Buche zu berlhren.
Einem ganz Unerfahrenen mdéchten wir das Buch aber
nicht empfehlen. Abgesehen davoD, daR die s-Beweise,
mit denen sofort begonnen wird, doch eine ziemlich
groRe Abstraktionsfahigkeit voraussetzen, werden auch
die Grundzige der analytischen Geometrie und die
mehrfach benutzten Determinanten als bekannt ange-
nommen. Beziglich der letzteren verweist der Ver-
fasser allerdingsauf seine 1909 bei Veit & Cie. (Leipzig)
erschienene ,Einfihrung in die Determinantentheorie®.
Dem Lehrer aber, der etwa schon Infinitesimalrech-
nung zu unterrichten hat, empfehlen wir das Buch
sehr. Er wird aus ihm in jedem Falle ermessen
kénnen, was die strenge Darstellung erfordern wiurde.
Das wird er dann mit der Fassungskraft seiner Schiiler
in Ausgleich zu bringen haben. Figuren der im Text
behandelten Kurven durften mehr vorhanden sein.
Statt ,,Keppler* sollte man ,Kep ler®“, statt ,de
Beaune* ,Debeaun e schreiben.

H. Wielcituer (Pirmasens).

*

*

Dr. Ad. Koelsch, Von Pflanzen zwischen Dorf
und Trift. Ein Buch fir Sebdnheitssucber.
Preis 1 BI.

Der Verfasser fuhrt uns zundchst an einem Tau-
wettertage hinaus und zeigt uns die ersten Frihlings-
blumen. An Sommer- und Herbsttagen wandern wir
mit ihm, um die Kinder Floras auf unbebautem Lande
an trockenen und nassen Stellen zu beobachten. Dann
betrachten wir mit ihm das Pflanzenleben des bebauten
Landes — Blouat fur Blonat. Besonders lehrreich sind
die biologischen Belehrungen, von denen ich folgende
herausgreifen will: Biologie der BlutenschlieBbewegun-
gen, Kampfmittel der Pflanzen gegen die Dirre, Jungfern-
zeugung im Pflanzenreiche, Bedeutung des Anthozyan
in neuer Beleuchtung, Der Leser wird vielfach zu
eigenem Forschen angeregt. Das Buch sei angelegent-
lichst empfohlen, ebenso wie desselben Verfassers:
,Biologische Spaziergdnge durch die Kleintier- und
Pflanzenwelt.” F. Hoeber (Bochum).



