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ANALIZA równa! RUCHU I STABILNOŚCI ZWIJARKI BLACHY 
PRZY DZIAŁANIU WYMUSZENIA STOCHASTYCZNEGO

Streszczenie. W niniejszym artykule rozważano układ o 
zmiennej masie jakim jest zwijarka blach.Analizie poddano 
równania jej ruchu, gdy moment napędzający jest procesem 
stochastycznym oraz zbadano stabilność stochastyczną ta
kiego układu metodą Lapunowa.

Zwijarka blach jest zaliczana do grupy maszyn, w których zmiana masy 
następuje wskutek nawijania się blachy na jej rdzeń.Uproszczony model zwi- . 
jarki przedstawia rys. 1.

Wstęp

blacha zwijana
"

rolki podając«

rdzeń

rolki dociskowe

Rys. 1

Równania ruchu ([jj) wyprowadza się przy założeniu, że rulon blachy,rdzeń 
i rolki dociskowe oddziela się od rolek podających. Jest to układ o zmien
nej masie oraz o zmiennym momencie bezwładności.
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Równania ruchu mają postać:

dc «n - Mo
cT5> “ J o * zr

gdzie
.p - kąt obrotu rulonu blachy,

- prędkość obrotowa rulonu blachy,
- zredukowany moment napędowy,

Mo »M0(tPj - zredukowany moment oporu,
Jzr - zredukowany moment bezwładności.

Dla układu o jednym stopniu swobody, który posiada n członów 
mych, zredukowany moment bezwładności wyraża eię wzorem

J co2 V 3-1 ■ ~l
- • s —  ■  2  L - “ ^  *

j=i
gdzie

n - liczba ruchomych członów rozpatrywanego układu,
o - prędkość kątowa członu, na który redukujemy masę,

- prędkość kątowa j-tego członu,J
Ĵ .. - moment bezwładności j-tego członu, względem jego środka masy,
m^ - masa j-tego członu,
V . - prędkość unoszenia j-tego członu.8 jU
Dla rozważanej zwijarki n = 3, gdzie jako pierwszy człon przyjęto 

rdzeń, jako drugi - rulon blachy nawiniętej na rdzeń, a jako trzeci - bla
chę nabiegającą od rolek podających do rulonu blachy nawiniętej.
Hiech R - oznacza promień rdzenia

a r - promień rdzenia z nawiniętą blachą,
wtedy:

gdzie
- moment bezwładności rdzenia względem środka masy, 

m^ - masa rdzenia,

(1 )

rucho-
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w = w ,

gdzie - prędkość kątowa rdzenia,
V «„ = 0 siu
gdzie ^S-]U “ prędkość unoszenia środka masy rdzenia, 

t m r2 R2s2 = ii t  ■ x r
gdzie J „ - moment bezwładności blachy nawiniętej względem środka obro- 

tów,
mjj i mj - masy walców składających się z samej blachy o promieniach r 

i R,

Wg -u
gdzie Wg - prędkość kątowa blachy nawiniętej,

Vs2u = 0
gdzie vs2u “ prtć&ość unoszenia środka masy blachy nawiniętej,
Jsj - moment bezwładności blachy nabiegającej od rolek podających do ru

lonu blachy nawiniętej,

W. = 0
gdzie Wj - prędkość kątowa blachy nabiegającej od rolek podających do ru

lonu blachy nawiniętej,
V - = w. r s3u
gdzie - prędkość unoszenia blachy nabiegającej od rolek podających

do rulonu blachy nawiniętej.

Niech m^ oznacza masę blachy nabiegającej od rolek podających do ru
lonu blachy nawiniętej. Jeśli przez a oznaczymy szerokość blachy, przez 
b jej grubość a przez k - gęstość, wtedy można przyjąćj

r = r(4>j=*R *■ 'P 

przy założeniu, że blacha jest cienka i b<< R,

mII " k . JT . r2(i) . a
p

mj = k . y . R  . a

(3)

( 4 )
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Ja2 = \ kifa
|~2R3b<p 3R2b24,2 Rb3(p3 b4 4]
L- ^  + 7 7 ^  + T T 7 + 7 7 *j

Ostatecznie po przekształceniu wzoru (2) otrzymamy«

m1R2 i v .»•« |̂ R 3b4> ̂  3R2b2l2 ^ Rb3.?3
~ “5—  + i k Xa ~ + - » + +zr 2 2 | <r 2.Jt 2 3(

+  > 4

i6orf i ]  * -3 [»* * V  *

Deterministyczne rozwiązanie problemu

W celu uzyskania deterministycznego rozwiązania równania (13 założono«

N̂ (co3 *» Aco + B
(6)

Mq =• const

Jzr = H + P . <p (dokonujemy linearyzacji -
b-małe)

m1fi2 2 gdzie N = —  + m^ RŁ

~ m,Rb 
P = ka R b + -4— .

Jf

Równanie (13 przekształcamy do postaci

to d co d ■(>
AO + B - Mo * U + P4>*

Wstawiając C = B - Mq, otrzymujemy po scałkowaniu

il)

^  ln | Acoh- c| + E = -1- ln| H + P<p | (8)

(gdzie E - stała z całkowania^,
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czyli

£ W EP e e
------------- PC*
. ii5|Aco + c |a

(9)

Można to równanie rozwikłać i przedstawić w postaci!

cCco+ p 

(fcj+8 /
( 1 0 )

oraz cC , p , , 8 , p - stałe.
Otrzymano więc układ równań:

<P = g(<P> - g(w) 
«P = 4*( t).

( 1 1 )

Wg([2]3 istnieje przy pewnych warunkach parametryczne rozwiązanie takiego 
równania w postaci!

UJ

t * V + f &ÍHÍ dcoo J o
<̂0

•f = g(d>)

(12)

gdzie (^0» g(%)) Jest punktem, przez który ma przechodzić rozwiązanie te
go układu równań.
W rozważanym przypadku!

cc u+p 
4> - — ------  -?

(tfco+3 f

t « - ) 0  + J ^(tfp + S )2S

(13)

du.

Analiza zagadnienia stochastycznego

Założono, że moment jest procesem stochastycznym Aw + B + i(t) i wy
korzystując równanie Fokk era-Plancka ( [3j) określono dwuwymiarową gęstość 
prawdopodobieństwa jakc rozwiązanie równania różniczkowego cząstkowego.
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Równanie (7) przyjmie postać:

dco Aco + C + C (tj
t t  " ■ n m r r r z r - (14>

Po wymnożeniu równania (14^ przez co oraz uwzględnieniu,że co = 4> i
do dt dco 1

'cTt-' T ? "  TT • T  otrzymano:

dco = A co + C + (t j
N + pjcodt

skąd

N +  p/<codt A cj + G -t- C (t j

Po zróżniczkowaniu (l6j

(15)

06j

P co = (Aco+ *̂ jco ~ (Ąco + C + ^ jco

(Aco + C + j co + Pcoco ™ A cb̂  - ̂  co

(17i

de;

0 procesie założono, że powoduje on szybkie zmiany o małej wartości - 
nieistotne, £ - istotne; co oznacza, że przyjęto większy wpływ wibracji 
o dużej częstości niż wolnych przypadkowych zmian momentu napędzającego. 
Wtedy:

(A - Pcojrf . co J 
W  " Aco + fl  + aT T T C  • ' (19;

Równanie to sprowadzamy do układu równań:

ci »fi

(A - PcojS 2 J
5 " aU T T A cj (20;

lub też
dco = S dt

( 2 1 ;
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Wielowymiarowe równanie Fokkera-Plancka wg (p]) ma postać:

<22>

gdzie zmienne ą1 spełniają równanie:

dą1 =<i>i(q1,...,qN,t> dt + 6fc(q1 qN .t) d ^ k(t) (23)

i,k = 1,2,...,N oraz DiJ =<5^6^ 3 lk

d3 k(t)i ^ ' są niezależnymi normalnymi procesami typu białego szumu.

Dla zwijarki równanie Fokkera-Plancka będzie miało postać:

H  • ■ i  (s • ' W  [(i u % ?C,£ • ®] *

ł  i  i [ ¿ V . * }  (24i

gdzie g = g(co,£, t) 

lub po przekształceniu:

9 g  - 2S 2(A - Po) )S _ (A - Po))S 2 £g
S Au) + C * g A to + C * 9S

+-------- Ł _  +  i -  - . 2f§. (25)
(Ao+ C)2 2( Aco + C)Z 9SZ

W przypadku gdy odchylenie od stanu deterministycznego opisanego związ
kiem (7) jest procesem stacjonarnym ( ^  = 0), to (25) jest równaniem pa
rabolicznym o zmiennych współczynnikach.

Stabilność stochastyczna

Stosując metodę funkcjonału Lapunowa (p j , [5]) zbadano stabilność u- 
kładu równań (20). Przeprowadzono linearyzację metodą rajm iejszych kwa
dratów osobno dla części deterministycznej i osobno dla wyrażenia występu
jącego przy części stochastycznej.
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Część detenninistyczna ma postać« 

a) «fi

• A - Pco „ 2 
S " Aco + fl S

df
NS  1 _ £*. 2

A<u + C A& (26;

i N A2 + CP

a po linearyzacji powinno się otrzymać

w * fi
£ = cCco + /SS (27)

Jeżeli P
£ co 

■//- ~ P 3 T T C S 2>2 dŁ,dS-

to musi być spełnione (wg metody najmniejszych kwadratów;«

9P 9F n—  s  ----- =  (J.9oc 9/» (28;

Zmieniając kolejność różniczkowania z całkowaniem oraz przyjmując M
ln

Ao0 + C I
 jj— I, otrzymano na współczynniki cc i ft> następujący układ równań

+ p T T 6A - 3A

co2 fi2„ - - fi3 co NMfi 4 Pcu fi 4 w O O . ^ o " o  o 0 0
*  — + p — 3 u ------w ~ •

(29;

skąd
P e

*  “ 7  (x z r  +
l6N.fi2 9MN£ 2 16CNM6 2

A co„ o o A co-

n ^IPNMSjj 6P Sq 12N fiq 12CNM SQ
7 A “ o * A co2

(30;
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Część zaburzeniowa ma postać

W

Po linearyzacji powinno być:

(31 )

ó> = 0

6 =» f u  + «'«
(32)

S (J o o
Obecnie P = / /  Cfó + ó's - AcÁ"? • ̂  j2 dCJdS

0 0

Postępując analogicznie jak poprzednio, jests

, 2 S 2 CM 8 MSji 12 í o o o i j,T= *7 '--? -----2-3 ---------*>' A cj^ A^tof Aco^o o o

2 ,8M 9 _  , 9CM
7 A o Q A O q ^2^2 o

(33;

Badano więc stabilność następującego układu równań ([4]» £5] i:

¿> = &

S = 0Cco+y&S +lfco| + <5SŚ

gdzie tf = tf .£ i <? = <5 .
Układ równań (34) można inaczej zapisać:

) dw = 6 dt
dS = (cCł> + /Ó& ) dt + (lfco + Ć&) d<?

Jest to liniowy układ równań Jto ( W . [5] i - postać wektorowa tego 
du jest następująca:

(34)

(35)

ukła~

dx = Bx dt + 6 rd£
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gdzie w rozważanym przypadku:

H
’  0 1

X - OC a>

Warunkiem dostatecznym stabilności rozwiązania x(tj 3 o jest tw. ( [4], 
(j>3 J mówiące o tym, że dla wykładniczej stabilności średniokwadratowej wy
starcza, aby dla pewnej istotnie dodatnio określonej fonty kwadratowej W 
rzędu drugiego można było znaleźć istotnie dodatnio określoną formę V rów
nież rzędu drugiego spełniającą warunek

LV » - W. (36;

Operator L [.) ma budowę:

K v )  + 31^ p1(x,t; + \ -\?y , (3 7 ;
a 9x d 3 xx 3xJ K r

gdzie równanie wyjściowe ma postać

dxi(tj - Pi(x,tj dt +©J(x,tj d £ k(t). (38i

Dla układu równań (35) jest:

k = 1} i = 1,2} x1 “to } x2 =£ | P1 =g }

P 2 =ccco +  i&fi ;  0 ]  »  0 ;  5  2  = tfc o  + 8 6 ,

oraz

L('} ■ h  +s Ł  + {ctcJ +f)E) w + +ss )2 (39)9£

Przyjęto: ■
W “ Aco2 + Bcofi + ce 2

1 = ?  V1 cj 2 + V2cog + ^ v 3fi 2,

( 40;
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gdzie A, B, C, , V2, V^ - stałe oraz A, B, C - można dobierać, tak jed
nak aby W było formą kwadratową istotnie dodatnio określoną.

Po podstawieniu (403 do (39 3 i (363 i porównaniu współczynników wystę-
p  Ppujących przy cj , cj.£, fi otrzymuje się układ równań ze względu na V̂ ,

v2 i  v3,

ofV2 + ± i 2 V3 = - A 

V1 + CC V3 + P V2 + “f S V3 = - B

V2 + ^  V3 + ł 3 2 V3 “ * C*

(413

skąd

_ _ _ (cr +iM 3 (a - ca) rh *
ap+ ^ «ó2 - ^ if2 cc/b+ ^ofó2 - ę i 2

- C -

cC/b + Jocó

( P + i « 23(A - CCC3 
cf̂ »+ ^CCÓ2 - | tf2

A - C<*

(423

T F ‘

Warunkiem dostatecznym stabilności stochastycznej analizowanego układu jed 
dodatnia określoność formy kwadratowej V, czyli

v1 > 0
(433

V1 V3 “ V2>  °*
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AKAJJ1.3 YPABHEihii flU hhEH hii \\ CTABwUHGCTK MOTAJIMi iCECTfc 
HPl. 3 0 3 flE ..C T a ili  CTCXACTkHECKOrO iil'K H yiK EH hh

P e 3 u m e

A pafioTe paouoipeHO ypaBHeHHe .uBiiaceHHS cuCTeMH c nepeiieHHOH MaccoA sa- 
kom iiBJiaeTCH jiHCTOBaa uoTajiKa npji CToxacTH’ieoKHM xapaKTepe TaroBoro MoMeH- 
ra. flajibme ^aeToa j;ocTaTOVHue ycaoBKa ycroii'iHBoii pafioTu 3toh CKCTeMu.

ANALYSIS OP THE EQUATIONS OP MOTION ADN STABILITY 
OP THE SHEET TWISTING MACHINE AT ACTION OP 
THE STOCHASTIC FORCING

S u m m a r y

In the paper we weighed out o formation of changing mass- the reeling 
machine. We analysed its movement when on the driving moment is a stocha
stic perturbation, and studed the stochastic Lapunov stability.


