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1. WSTEP

1.1. Cel 1 zakres pracy

Tendencje do realizowania coraz lzejszych i oszczedniejszych konstrukcji, pod
wzgledem zazycia materiatéw, przejawiajg sie miedzy innymi w projektowaniu konstruk-
cji cienkosciennych. Istnieje szereg konstrukcji cienkosciennych, ktére - ze wzgledu
aa swoje cechy geometryczne i charakter obcigzenia - mogg by¢é modelowane w oblicze -
niach stereomechanicznych pretem cienko$ciennym (elementy samolotu, kadtuby okretéw
i pojazdéw specjalnych, niektére elementy budowlane itp.).

W obliczeniach stereomechanicznych pretéw cienkosciennych elementarna teoria obli-
czeniowa naprezen i odksztalcen, oparta na zatozeniu ptaskich przekrojéow, na ogét nic
moze byd stosowana. Z tego wzgledu wynikta konieczno$¢ opracowania teorii, ktéra by
bardziej adekwatnie oddawata rzeczywistg prace tego typu konstrukcji.

Wteorii pretéw cienkosciennych wprowadza sie nastepujgce dwa podstawowe zatoze-
nia [116] (oprécz zatozen stosowanych wteorii pretbw pryzmatycznych):

- pret cienkoscienny rozpatruje sie jako powloke, ktdrej przekroje poprzeczne nie u-
legajg odksztatceniu w swoich ptaszczyznach,
- pomija sie odksztatcenie postaciowe powierzchni srodkowej preta.

Zatozenie o nleodksztatcalnosci konturu jest spetnione dla pretéw, u ktorych gru-
bos$¢ Scianek jest dostatecznie duza w poréwnaniu z pozostatymi wymiarami przekroju ,
lub pret posiada przepony wystarczajgco gesto rozmieszczone na diugosci.

Odksztatcenie postaciowe powierzchni $Srodkowej preta jest na ogét tak mate, zo
mozna je z catg $wiadomoscia pomingé.

Praca podzielona jest na trzy zasadnicze czesci.

Wczesdci pierwszej przedstawiono rozwigzanie zagadnienia drgan swobodnych preta
obcigzonego stata sitg P dziatajgcag centralnie (wzdluz osi preta). Okreslono tu para-
metry Un (czesto$ci katowe drgan swobodnych), jak réwniez funkcje wiasne preta stano-
wigce punkt wyjscia do rozwigzania nastepnego zagadnienia.

Woeczeséci drugiej rozpatrzono zagadnienie drgann wymuszonych preta obcigzonego sta-
tg sitg P dziatajaca centralnie oraz poddanego dziataniu obcigzenia o dowolnej zdete-
rminowanej funkcji czasowej (przypadek ogélny) lub obcigzenia harmonicznie zmiennego.

Trzecia cze$¢ pracy przedstawia analize zagadnienia statecznos$ci dynamicznej pre-
ta obcigzonego zmienng sitg P(t) dziatajacg centralnie. Wczesci tej podano algorytm
wyznaczania statecznos$ci dla przypadku, gdy sita P(t) jest funkcjg okresowa.

Przedstawione zagadnienia rozpatrzono w ujeciu linlowo-sprezystym przy zatozenia.h
tzw. technicznej teorii pretéw cienkosciennych wprowadzonych przez Kappusa [36], a na-
stepnie uog6lnionych przez Wiesowa [I16].
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Pret cienkoscienny o dowolnej zmianie przekroju poprzecznego modelowane pretem o
przekroju odcinkowo statym, przy czym przyjeto, ze gtdwne osie bezwiadnosci poszcze-
g6lnych odcinkéw preta sg do siebie réwnolegte.

Celem niniejszej pracy jest rozwigzanie probleméw drgann swobodnych,drgain wymuszo-
nych i podanie algorytmu okre$lenia obszaréw dynamicznej statecznos$ci (stabilnosci)
dla pretéw cienkosciennych o zmiennym przekroju i profilu otwartym przy dowolnych we-
runkach poczatkéwo-brzegowych.

Przedstawiono réwniez rozwigzanie zagadnienia stateczno$ci statycznej i statyki
tych pretéw jako przypadki szczeg6lne drgan swobodnych i wymuszonych.

Cato$¢ opracowania poprzedzona jest wstepem, w ktérym oméwiono krétko dotychcza -
sowy rozwoj zagadnien rozpatrywanych w pracy i podano uzasadnienie przyjetej metodyki
rozwigzania zagadnienia. W zakoriczeniu zamieszczono uwagi dotyczace zbieznosci przed-
stawionych rozwigzan.

Na podstawie podanych w pracy algorytméw rozwigza poszczeg6lnych zagadnienn uru-
chomione kilka programéw na elektroniczng maszyne cyfrowa.

Temat pracy stanowi integralng cze$¢ badan naukowych Instytutu Podstaw Konstruk-
cji Maszyn Politechniki $lgskiej, ktory wynikt z bezpos$redniego zapotrzebowania prze-
mystu.

Opracowanie niniejsze jest kontynuacja i uogélnieniom dotychczasowych badan auto-
ra w zakresie obliczen stereomechanicznych pretéw cienkosciennych, opublikowanych w
pracach [100, 101, 102, 103, 10%}.

1.2. Przeglad dotychczas opublikowanych prac zwigzanych
Z rozpatrywanym zagadnieniem

Teoria pretow cienkos$ciennych, zapoczatkowana przez Wagnera [109] i rozwijana mig-
dzy innymi przez Ostenfelda [76], F.Bleicha i H.Bleicha [7], Kappusa [36], tundauista
i Fligga [52, 53] , a nastepnie uporzadkowana i uogélniona przez Wiasowa [118], ma 6-
becnie bogatg literature.

Ze wzgledu na duzg liczbe prac dotyczacych tej teorii ograniczymy sie tylko do
wyszczegOblnienia niektorych pozycji literaturowych, majacych $cisty zwigzek z rozpa-
trywanym zagadnieniem.

Prety cienkoscienne wwyniku odksztatcen przyjmujg posta¢ gietno-skretng, a wiec
analiza zagadnien dotyczacych stereomechaniki tych pretéw w ogélnym przypadku prowadzi
do rozwigzania uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych lub czastkowych. Trudnosci zsiar-
zane z rozwigzaniem tego ukladu réwnan stwarzajg wwielu przypadkach konieczno$¢ sto-
sowania przyblizonych metod obliczeniowych, ktére przy wykorzystaniu w obliczeniach
numerycznych maszyn cyfrowych dajg wyniki wystarczajgco doktadne. Szczegélnie czesto
w tych przypadkach stosuje sie rozwiniecie szukanych funkcji w szeregi potegowe [27,
42,46,51,5%,113,114,116] i metode Bubnowa - Galerkina [69,73,77,80], Biorgc pod uwage
mozliwo$¢ stosowania maszyn cyfrowych, prety o dowolnej zmianie przekroju modeluje sie
pretami o przekroju odcinkowo statym[3?,U3].

Szerokie zastosowanie w obliczeniach stereomechanicznych takich pretéw znalazta 0
becnie metoda macierzy przenie$ienia[22,30,57,58,19,b0,61,62,63,84,83,86,87,1U0,101,
102,103,10%] -
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Problemy dynar iki pretéw cienkosciennych, ktére stanowig w ostatnich latach jeden
z gtownych tematéw badann w tym zakresie, mozna podzieli¢ na trzy zasadnicze grupy za-
gadnien:

- zagadnienia dotyczace drgan swobodnych,
- zagadnienia, ktére dotyczg drgan wymuszonych,
- zagadnienia'obejmujgce stateczno$¢ dynamiczna.

Najliczniejsza grupa prac koncentruje sie na zagadnieniu okres$lenia parametrow
wiasnych (drgania swobodne) pretéw cienkos$ciennych.' Rozpatrywane w tych pracach proble-
ny dotyczg zwykle pretdbw o pewnych szczegélnych warunkach brzegowych lub pretéw oszcze-
golnych cechach geometrycznych [5,10,18,106,118,120],

Prowadzone byly réwniez badania wphywu na parametry wiasne zmiany przekroju po -
przecznego i sztywnos$ci zamocowania preta [2,122], statych sit obcigzajagcych pret [4,
38], niejednorodnosci tworzywa preta [49,96] itp. Interesujaca analize zagadnien sta-
tyki i drgan swobodnych przedstawiono w pracach [65,112,113], gdzie rozwigzani®  po-
stawionego zadania otrzymano przy zastosowaniu elementéw skonczonych.

Metoda elementéw skonczonych, ktdrej rozw6j i popularyzacje w kraju nalezy zaw
dziecza¢ gtéwnie pracom Szmeltera [98,99] 1 Zienkiewicza [123], w przypadku rozwigzy-
wania zagadnien dynamicznych wymaga réwniez stosowania maszyn cyfrowych o stosunkowo
duzej-pamieci operacyjnej.

Pewne zalety w tym wzgledzie posiada opracowany przez Kruszewskiego [43] oryginal-
ny wariant dyskretyzacji,zwany sztywnymi elementami skonczonymi.

Wydaje sie jednak, zc stosowanie metody elementéw skonczonych w zagadnienie!» dyna-
micznych pretéw, ze wzgledu na stosunkowo duzg liczbe operacji numerycznych o réwno-
cze$nie mozliwo$¢ korzystania z innych metod (np. metody macierzy przeniesienia),jest
ograniczone,

Problemy z zakresu drgan wymuszonych w wiekszos$ci dotyczg drgan skretnych i6,13,
33,34,89], lub drgan wymuszonych harmonicznie [104],

Stosunkowo duza liczba prac dotyczy zagadnienia statecznos$ci dynamicznej pretéw o
okreslonych cechach geometrycznych, poddanych szczegélnym przypadkom obcigzenia (np .
impuls trojkatny)[11,24,45,70,83].

Oprécz wyzej wymienionych zagadnien poruszanych w literaturze, dotyczacych omowi»-
nego problemu, spotyka sie prace, majgce charakter uzupetniajgcy. Dotyczg one z3kresu
stosowalnosci teorii pretéw cienkosciennych w zagadnieniach dynamicznych [48], obli-
czen przy wprowadzeniu pewnych uproszczen [3,32,64,117] lub uscislen [55].

Ra zakonczenie nalezy zaznaczy¢, ze istnieje jeszcze szereg prac, dotyczacych za-
gadnien dynamicznych pretéw cienkosciennych o profilu zamknietym. Z uwagi na to,zenie
sg one przedmiotem opracowania, prace te pominieto.

2 przedstawionego krotkiego przegladu opublikowanych dotychczas prac wynika potrze-
ba opracowania ogdlnego rozwigzania zagadnien dynamiki pretow cienkosciennych dla do-
wolnych warunkéw pcczatkowo-brzegowych z uwzglednieniem stosowania elektronicznej tech-
niki obliczeniowej, jak réwniez potrzeba przeprowadzenia szerszej analizy zastososa-
nia metedy macierzy przeniesienia do tego typu rozpatrywanych zagadnien.
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1.3. Przyjeta metoda rozwigzywania zagadnien

Zagadnienia dotyczace drgan swobodnych, drgan wymuszonych i statecznos$ci dynami-
cznej pretéw cienkosciennych o statym przekroju sprowadzajg sie do problemu rozwia-
zania uktadu réwnan rézniczkowych o statych wspétczynnikach.

Woprzypadku pretéw o zmiennym przekroju réwnania ruchu opisane sa ukfadem réwnan
rézniczkowych czastkowych o wspétczynnikach funkcyjnych, przy czym funkcje tych wspot-
czynnikbw zalezg od charakteru zmiany cech geometrycznych przekroju preta.

Rozwigzania tego problemu mozna praktycznie uzyskad w wyniku zastosowania jednej
z metod przyblizonych (15,35,6?]. Kazdorazowo inny charakter zmiany przekroju wymega
na og6t ponownego rozwigzania ukiadu réwnan.

Zastepujac pret o dowolnie zmiennym przekroju pretem o przekroju odcinkowo sta-
tym  (skokowo-zmlennym) i stosujac metode macierzy przeniesienia, nozenmy otrzymac
rozwiazanie powyzszego problemu w znacznie prostszej postaci, nadajgcej sie stosunko-
wo tatwo zaprogramowaé na elektroniczng maszyne cyfrowa.

Pierwsze sformutowanie metody macierzy przeniesienia podali - niezaleznie od sie-
bie - Giimbel [26] (1912 r.), Holzer [29] (1921 r.) i Tolle [108] (1921 r.). Metode te
wykorzystano do okreslenia swobodnych drgan skretnych waléw.

Zastosowanie rachunku macierzowego do rozpatrywanej metody wprowadzili Targoff
[105] i Thomson [107?].

Intensywny rozwdéj metody macierzy przeniesienia przypada na lata piecdziesigte,w
ktérych t6 powstata mozliwosé stosowania elektronicznej techniki obliczeniowejW tym
wiasnie okresie ukazaty sie miedzy innymi prace Falkego [19], Fuhrkego [2]].Uarguer-
rego [56], Pestela [78], Schnella [92]. Popularyzacje tej metody w kraju nalezy przy-
pisa¢ pracom Ponomariewa [81,82], a w szczeg6lnosci pracom Rakowskiego [84,85,86,8?]
1 Matei [57,58,59,60,61,62,63]. Wpracach Matei zastosowano nieco inne, w poréwnaniu
do wymienionych prac, ujecie metody macierzy przeniesienia zaproponowane przez \\agne-
ra [110,111]. Jako elementy wektora stanu przyjeto nie parametry poczatkowe lecz war-
tosci funkcji przemieszczenn i wartosci kilku pochodnych tej funkcji w rozpatrywanym
przekroju.

Zaproponowane przez Wagnera ujecie jest wwielu przypadkach prostsze od sposobu
opartego na metodzie parametréw poczatkowych,gdyz wystarczy znalaz¢ catke ogdélna, w
ktérej statymi catkowania sg wartosci funkcji oraz wartosci pochodnych tej funkcji na
poczatku przedziatu.

Metoda macierzy przeniesienia pozwala kazdorazowo okre$li¢ granice, w jakich po-
winna zawiera¢ sie rozwigzanie "$ciste" przy zatozeniach technicznej teorii pretéw,
cienkos$ciennych, a wiec mozna otrzymaé rozwigzanie o zadanej doktadnosci. Doktadnosé
otrzymanego rozwigzania zalezy od liczby odcinkéw, na ktére podzielono pret.

Bioragc pod uwage wyzej przedstawione aspekty, zdecydowano rozwigza¢ postawione
problemy za pomocg metody macierzy przeniesienia, programujac ja na elektroniczng me
szyne cyfrowa. Metoda macierzy przeniesienia polega na okresleniu macierzy zwanej me
cierzg przeniesienia, ktorg otrzymuje sie wwyniku iloczynéw macierzy przesta i macie-
rzy przekroju (wezta). Macierz przeniesienia okres$la zwigzki pomiedzy wartosciami fun-
kcji przemieszczen i ich pochodnych na poczatku i koricu preta (x = 0 i X = I).Posta¢
macierzy przesta wyznacza sie na podstawie rozwigzania problemu na ogét dla preta o
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statym przekroju* Macierz przekroju okres$la sie z warunkéw réwnowagi i nierozdzielno
§ci przemieszczen w danym przekroju.
Przyjeta w pracy terminologia odnosnie macierzy przeniesienia oparta jest o]
nazewnictwo przedstawione w pracy Rakowskiego [85].

1.4. Zestawienie wazniejszy cli oznaczen

N - przemieszczenie punktéw osi $rodkéw zginania vkierunkuosi Y,
£ - przemieszczenie punktéw osi $rodkéw zginania vkierunkuosi z,
£ - przemieszczenie punktéw osi $rodkéw zginania vkierunkuosi X,
0 - kat obrotu przekroju,

x>yrZ - gtéwne centralne Osi bezwiadnosci przekroju,

y - wspotrzedna s$rodka zginania w kierunku csi vy,

z - wspobirzedna $rodka zginania w kierunku osi z,
E - modut sprezystosci podtuznej,

G - modut sprezystosci poprzecznej,

- ciezar objetosciowy tworzywa, z ktoérego wykonano pret,

g - przys$pieszenie ziemskie,

A - powierzchnia przekroju,

Ix - moment bezwiladnosci przekroju przy czystym skrecaniu,
m - masa skupiona,

- mesowy moment bezwiadnosci masy skupionej wzgledem osi £
- czesto$¢ kotowa drgan swobodnych,
Cy - stata sprezystego podparcia w kierunku osi vy,
Q@ - stala sprezystego podparcia w kierunku osi z,
Gf - stata sprezystego podparcia ze wzgledu na obrét odpowiadajacy katowi V ,
P - osiowe obcigzenie skupione dziatajgce centralnie,
?y(t)- poprzeczne obcigzenie skupione dziatajgce réwnolegle do osi v,
t2(t)- poprzeczne obcigzenie skupione dziatajgce réwnolegle do osi z,
M(t) - skupiony moment skrecajgcy,
qy (x,t)- poprzeczne obcigzenie roztozone w sposéb ciggty réwnolegte do osiy,

gz(x,t)- poprzeczne obcigzenie roztozone w sposéb ciggty roéwnolegte do osi z,
m(x,t) - moment skrecajacy roztozony w sposéb ciagty,

Y - wektor stanu,

F - macierz przekroju,

colon] ]- macierz kolumnowa,
[ I - macierz diagonalna,

H - macierz przesta i,

H - macierz przeniesienia.

&K =0 Krbneckera



2. WARTOSCI WLASNE 1 FUNKCJE WELASNE PReTuW CIENKOSCIENNYCH

2.1. Wprowadzenie

Wartosciami wiasnymi w przypadku pretéw cienkos$ciennych sg sity krytyczne Pkp i
czestotliwo$¢ drgan swobodnych £)n. Odpowiadajace tym wartosciom funkcje przemieszczen
osi zginania nazywanmy funkcjami wiasnymi [12,17,95].

Woprzypadku zagadnien statecznos$ci pretéw cienkosciennych - wielkos$ci sit kryty--
cznych i odpowiadajace im funkcje przemieszczern skreslono wpracach [100, 101, 102,
103].

Obecnie przedstawiamy algorytm wyznaczania czesto$ci drgan swobodnych i funkcji
przemieszczen, odpowiadajagcych tym czesto$ciom.

' 2"z* Okre$lenie macierzy przesta

Podstawowe réwnania rézniczkowe zagadnienia drgann swobodnych preta cienkos$cienne-
go o profilu otwartym i statym przekroju, obcigzonego sito P, dzialajacg centralnie
(rys. 1) majg posta¢ fil8j !

ra JJL W -
EA dz* ~ gTF *°

gyt A T e 18 - O

Eyi&‘_*é(&al-/\+é:*§f +p&—thé kf&—Pa%( .0 (2.1)

Mz* tAy.  df . S > d4f
~W *PFl?" e,taF'T'*W 1}
Hr” a'v 3V ,,,Pf

+ g mat' St 3x' +Pr 3x' *G

gdzie:
rsjr+w+z , J-kz+d



Pierwsze réwnanie uktadu (2,1)
przedstawia réwnanie rézniczkowe swo-
bodnych drgan podtuznych preta i jest
niezalezne od pozostatych trzech.«Roz-
wigzanie jefo podane jest w kazdym
podstawowym podreczniku, dotyczagcym
dynamiki uktadéw o parametrach rozio-
zonych w spo30b ciggly*

y Dalsze wiec rozwazania dotyczy¢

beda tylko swobodnych drgan gietno -

-skretnych, ktérych funkcje przemie-

" z szczen  ( (x,t), J (x,t), F(x,t)
g . okreslimy a wyniku rozwigzania pozo-

statych trzech sprzezonych réwnan rézniczkowych uktadu (2.1).
Stosujac metode rozdziatu zmiennych Poisscna, funkcje przemieszczen (x,t),
.1, F(x,t) - wprzypadku drgari swobodnych - wyrazimy w nastepujacej postaci:

q(x.t) ¢ -Zi},(x)sint*t
5(x,t) =£ ¢.(X)smco,t (2.2)

Px,H -£ %(X)sin<o,t ,

gdzie:
G:in- n-ta czesto$¢ katowa drgan swobodnych preta (warto$¢ wiasna),

), x),% () - n-te funkcje przemieszczen osi odksztalconej preta, zwane
dalej funkcjami wiasnymi.
Podstawiajgc zaleznosci (2.2) do ukfadu réwnan rézniczkowych (2.1), przeksztatci-
nmy uklad réwnan rézniczkowych czastkowych w uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych o
nastepujacej postaci:

@.3
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Wprowadzimy do réwnan (2.3) nastepujace oznaczenia:

Wowezas réwnania (2.3) przyjmag postac:

o~ + *Br *Af, *a,fi=0 ,
boon * + Bfr mbi,* b,fi -0, (2.4)
Cr: + (fi*af, * &4, * cs@ tc,Jd, * c7$, =0 .

Rozwigzanie powyzszego uktada réwnan rézniczkowych w postaci "zamknietej”, np. z
wykorzystaniem transformacji Laplace’a [60,100,101], prowadzi do bardzo pracochton-
nych obliczen i jest z praktycznego punktu widzenia niemalze nieosiggalne [101]. Dla-
tego, podobnie jak wpracach [57,61,62,114], do rozwigzania uktadu réwnan (2.4) zasto-

sowano rozwiniecie funkcji przemieszczen i?,,(x), t),(x), %(x) W szeregi potegowe w po-
staci:

(2.5

Pierwsze cztery wspoétczynniki kazdego z szeregdéw (2.5) sg wartosciami brzegowymi
odpowiednich  funkcji Q) EQ) UX) pomnozonymi przez liczbe jeden, dwa i szesé.
Wstawiajac funkcje (2.5) do réwnan rézniczkowych (2.4), otrzymamy:

(2.6)
Yy iG-Daae  xra *wzja-o0y” xne+

ib3Z Y " xJ+ btZ x" mX1 ;t bs£ j (-Dx" mxJ2=0



1 -
GSi(ri)(i:2)(r3)x <xinmf* c2Ej(j-i) x"x"'"'2+

'c3f */*e*'+ c«2 0" -xJ i ¢5r 70-00; x J'~

*0p2*2ex' * c7Zj(yl)V? xj'2=0
Powyzsze réwnania bedg spetnione tylko wtedy, gdy suma wspotczynnikéw przy wspot-

rzednej x o tej samej potedze bedzie réwna zerw*
Przyréwnujac wiec poszczeg6lnesumy w réwnaniach (2*6) do zera, otrzymamy:

a, (pjji Q" + atfjijji Q2+ o3mJ4+a4 *£ -wmwas” £ =f£2
r +m \E., +A +& N +&(735/= C

c, " ao" ¢ C2(¢éj, 3<E mc* & +<VE?A * cHN Cc +

>cr(z X ‘0 m i-4,5,6,...
Ma podstawie réwna¢ (2,7) mozemy napisa¢ wzory rekurepcyjne na wspotczynniki Szé-
regéw potegowych, stusznych dla j? 4, jako

¥ N -9y L QD

_ci (. ' _ O (i-4)! Wn
c il c, i ' fm

Wprowadzajac nastepujace oznaczenia w zaleznos$ciach (2,8), otrzymamy:

3m- -5 §H > a0 Z5Vs00m% gr . anr S
thii) = ch':-ff))} . th(i) - '5& i(i}4 . o) = %0 - E((i}_f))l! >
ci)= & M oL U ey - R LS

@ (i-4)
j

-4y,
0= ¢ i ) =02y



Witedy:
O*a(j) Qt +00) 8" +a4]j) aZ+o0,0; X',
Vi - B2() Yji o+ bij) f.4 «ba@ #4* bs(jy- di2 ,
a < C,(G)>E * C(j) x4 +c4(j) 8%+ Cs@) QI +

+ce(j) V4 tc/»vE .

Za pomocg wzoréw rekurencyjnych (2.9) wyrazimy wszystkie wspoétczynniki szeregéw
potegowych (2.5) poprzez kaide cztery wartosci brzegowe funkcji 13,0, ¢, (X), %Cx)
dla x * 0. Wykorzystujac wzory (2.9), funkcje przemieszczen q,, (<) , Q0 , %(X) za-

RrX)=s;avs; d'*s;e;+$'8+$t*s%

>S; *I*FSAXI+SI X;<S; X ;,

(-w-g a' i *s;<6 SW&y Rif+ %9

piszemy w postaci

+S, ac *2A X, t S« «3f/ +Sm 3fj ,

¥ Sjj3f. + 5j< + <o, |,

gdzie:
?«(0).a" R A ., 9.0)maC ,
?,,70) - a: , Suo)-r ., fuo) - a; (2.«)
770) . £(0).2v; ,  r;(0)-2%;

?:;(0)-6e; . ¢1(0)-6%' , m - Oarn,

n - n-ta posta¢ drgan.

Funkcje S° - s«g, okre$lone na podstawie wzoréw rekurencyjnych (2.9), maja postac:

(]
" < _= ¢ w
= SIS B Ly t0
Ss*ZK mxX* = g.ztAg s ;4 </, §A ~r,
» BT
o5 ~jdal *
. «f W
0 ** . bw 8<<«wgi>

sl-L bl si-zsz StrY ey éi}:%g?fzti’x“*,



Dla j = 0,1 wspodiczynniki

o > @ N R

&

1
0
0
0
0
0

0

o O O O
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A”N, A+l BR,

przyjmujg wartosci 0 lub 1, Wartosci tych wspotczynnikéw zestawiono w tablicy 1«

Ao

j=0 3= §J0 jJ=1 3 31 j0 331 30 31 30 3

1

O O o o o

Dla j?1 wspétczynniki A",

0

o O O O Bk

AN+l

B"M+1, CH,

Bk A
2 bz

0O 0 O 0O O

0O 0 O 0O O

1 0 1 0 O

o0 1 o 1 0
00 0 1

0O 0 O 0O O
B*, Bj+l.

czone na podstawia wzoréw rekurencyjnych (2.9),

Cg™1 (k=1,2,3,A,5,6).

Cr+l (k=1,2,3,A5,6)

0

R O O O O

Tablica 1

ck
* > 1

0

o B O o o
R O O O o o

obli-

okre$la sie na podstawie zaleznoS$ci:

A* -a2(2i) A*.,, +a3C2j) A4 0,(2))C*..4* a5<2j) C*_2 ,

A7 i=a2fit) A2 a3@i»1) Agj.j ta.(2 i*4) <E.,e a, (2jH)CA ,

Ba

1

b3C2j)Bk.,

B

C5C2j) C*_2 ,

K .3th4 (2j-1) CI, 3t b5( 2 |~

CAC2C2j;CA*CI(2j)C k4 eCa(2j)AKk.~ cg(2j) A* 2t

C

¢0,7)8** tCT7(2])B .4t

TW

n

J

-1

4

+Cr (2j+1)S2 2t C?(2j H) B2L.4.

C5(2jH YA 7/

<2*13>
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Funkcje przemieszczen (2.10), £n(*). fcOO oraz ich pochodne, zapisane «

postaci macierzowej, przedstawiajg sie nastepujaco:

n(x) 5; s; s; s; S_ES4§;$§’&BS£$‘%$; )
7.(%)’ i s; 5; 5; S_m ol ng S S,, g Sm

i?,(x)’ s: 5; sr S, s6 sr x s, S“, S, S, 0:
7,09" < S g 5 568" sa S8, 8T 5 o

S B < & .. 8« S S;5S; S, W
é»(x)' 5’.”3 Sr:] S/(»( S/Z s*iyswa 5« S: S; S: S,: -& t

v d W e o o onu 1

S, snsssns, 5,5 @ I/ 54
«r  Anm_mu_*»* nm nm noo\/ (YAl - C*
(X 53 Sm Sn Sn ST SEED > WF Ve %3 2;
%(X) & S* Sit SU So®RL ¥ 5B 55X o
[ m L e MU M MM C%B . n
SB % $7 % sr, 5j. 5ji $Q %$34 qB X,
w sh§lb 57 5 9o FoH B IBE BBE 4
nu/ nm u* nu |_1m nm nm I\m nut nm nm -1 <

StS Sn §7 §8 Sit Sosd SR SBSH - S,

edzla:

Macierz kwadratowa wyrazenia (2.14), utworzong z funkcji S° - S°g, oznaczaé¢ bedzie-

my przez Hs = H*(x), a macierze kolumnowe, zwane wektorami stanu, utworzone z warto-
$ci funkcji rin,§,,vn i wartoséci brzegowych tych funkcji dla x s 0, oznacza¢ bedziemy
odpowiednio przez Yn(x) i y*“.

Na podstawie zaleznoéci (2.11) mozemy dla x = 0 napisa¢ zwiazek pomiedzy wektorem
stanu Ys a wektorem utworzonym ze wspoétczynnikéw s%regéw potegowych przedstawionych
w wyrazeniu (?,14).

Jezeli przez Y° oznaczymy wektor utworzony ze wspoétczynnikéw szeregéw potegowych,
to zwigzek pomiedzy YA 1 Y° przyjmuje postaé

Y@z B-YB, (2.15)
gdzie:
B=1[1 1 ~ 11 e 1 1 | | Jjest macierza diagonalna.
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Przyjmujac wyzej wyprowadzone oznaczenia i wprowadzajac zalezno$¢ (2.15) do (2.14),
otrzymamy i
Yn(x) = Hg(x)> B-y‘(‘), (2.17)
gdzie!

Yn(x) - wektor stanu w przekroja okreslonym wspdétrzedna r.
lloczyn macierzy

Hy(x) * B = H(x) (2.18)

nazywa bedziemy macierzg przesta i wowczas
Yn(x) = H(x) = Yp . (2.19)
Macierz przesta okre$lona jest nastepujaco!
S, S, 2°3 BN . S, 28? s” 58 57 r
sr 5; J:)ff:gem s - s.m st/ G(b'SI 57 5, 21 'l' is,

mt nu < nu 4

s, 9% 6o0* S7 St 1s7 157 s7 s7 . 5.
o 1rtiv nut 1 , i C
01 .. 203 S7 o+ 157 6ce 57 SZ 157 éSJ

» I C*

s s+ 2045 sZ 5. 20S 157 57 B7 20.. 6

[P @ * o o 4
sT Su &Ccms aI%n SZ 50 15« is: 5,1 5; 903 15« (2.20)

H OO - nu 4 nu -

- nu .
OB su 24 Is, <C 5% zlgla &/ly 5;; 5, ié] &!vw

S - e . oom 4 nw 4 »e

P " ! IC*'
sm OF 385 6° O 55 15« B6&H 5.7 5.7 15€ 6V

., n a « "o
sz s» 38 -d87 s. 5. 203 w5y s; s, 'O 155s
. " . in* P moiamt i f

5« o K E(‘Oé? 6 01/5 923 5;: %q, f!poaz sss 5« %CO« !(h«
4 n* o

SZ ot ;dfrr 6 ss9 a ﬁ)], 6(9;‘2) sZ s3 jS:W 605

0 '+ cj— nut (cn nu/ nm j
5/5  ort o Boss Sio zosi 6®J/N 5, bj, 2,3 <0«

2.3. Okres$lenie macierzy przekroju 1 macierzy przeniesienia

a) Pret bez warunkow poérednic_h

Macierz przekroju utozymy dla preta bez warunkéw posrednich :l), ktérego -gtéwne
centralne osie bezwitadnos$ci przekroju poszczegdlnych odcinkéw lezg vjednej ptaszczy-
Znie, a o$ preta jest linig prosta

Rozwazmy pret o skokowo zmiennym przekroju (rys. 2).

APod pojeciem preta bez warunkéw posrednich bedziemy rozumieli pret podparty w -;a~
s6b dowolny tylko na brzegach i nie posiadajacy na dtugosci inas skupionych.



/1P
_EEE =#7 . 11Ul p
H e/ m
4 b -1 M
Bys, 2
m
Zatozymy, z® pret o diugosci t = \I(-; I. sktada sie z m odcinkés o statych prze-

krojach.

Celom okres$lenia paramétrés stasnych pretéw cienkoéciennych, a nastepnie funkcji
stasnych nalezy syrazi¢ brzegose funkcje przemieszczen W (z), ~ (x), <€(x) (dla xs 1)
poprzez sartos$ci brzegose tych funkcji ~ dla X a 0.

Zalezno$¢ ta zapisana s postaci macierzosej przedstasia sie nastepujaco:

Y aE (2.21)
gdzie:
Yq - macierz kolumnowa, zsana sektorem stanu s punkcie x a 0, utsorzona z sar-
tosci brzegosych funkcji i ich pochodnych 1?7 (x),~ (*), £(x) (dla x = 0) ,
Ym - macierz kolumnosa, utsorzona z sarto$ci brzegosych funkcji F,J , £ i ich
pochodnych, zsana sektorem stanu s punkcie (x = 1),
H - macierz ksadratosa, okres$lajaca zalezno$¢ pomiedzy macierza YDi Ym‘

Ksadratosg macierz H nazysamy macierzag przeniesienia. SposAb syznaczania macierzy
przesta podano s punkcie 2.2.

UaClerz przekroju syznacza sie s przekrojach preta, s ktérych systepuje skokosa
zmiana charakterystyk geometrycznych preta lub inny czynnik nieciggtoséci.

Posta¢ macierzy przekroju okresla zsigzek pomiedzy sartosciami funkcji AL F
oraz ich pochodnymi z lesej strony przekroju (s punkcie nieciggtoséci) oraz sartoscia-
mi tych funkcji 1 ich pochodnymi z prasej strony przekroju.

Wcelu okres$lenia posyzazycb zaleznos$ci syrazimy poszczegdlne sity sesnetrzne po-
przez odposlednle charakterystyki geometryczne przekroju preta i pochodne funkcji prze-
mieszczen.

Wzory na sity sesnetrzne dla pretds cienkos$ciennych prsedstasiaja sie s postaci:
- moment zginajacy szgledem osi y

mYy —-*V j*e

- moment zginajacy szgledem osi z

- bimoment

- moment gletno-skretny
- BElo* ?*
- moment czystego skrecania
«X = CIX o f
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- sita poprzeczna dziatajgca Wt kierunku osi y

% = -w* 7

- sita poprzeczna dziatajagca w kierunku osi z 7
t
az = - EJ, . ]

Na podstawie warunkéw nierozdzielnoéci przemieszczenn i warunkéw kinetostatycz -
aych napiszemy zwiazki zachodzace pomiedzy funkcjami przemieszczen J, Fi ich
pochodnymi po obu stronach przekroju, w ktérym wystepuje tylko skokowa zmiana cech

geometrycznych przekroju. Zwiazki te przyjmuja postac:

(IR CLN A (2.23).,
p - o+l - yIDF, (2.23)2

P -2 W& - ZR) (2-23)3

p - ol - %,m?;m (2»23)a

w - £ (2.23)5

uF=u, (2-23)g

Hu+ > ac (YY-«w)> + (2.23)?
Myp = My > (2.23)8

Mep - Ml (2.23)5

Bp -Bi . (2.23)10

T (2.23),,

Q@p “ QI - (2«23)i2

Warunki (2,23)3 i (2.23)a nie sa $ci$le spetnione ze wzgledu na deplanacje roz-
na po obu stronach rozpatrywanego przekroju. Jest to wiec przyblizenie, ktdére mozna

uzna¢ za najblizszo rzeczywistos$ci.
Warunek nP u u, z ktérego wyznaczany zalezno$¢ pomiedzy % 1 % , powinien by¢

¥

spetniony tylko dla punktéw wspdélnych konturéw po obu stronach rozpatrywanego prza -
kroju.

Ze wzgledu na przyblizono warunki (2.23)3 1 (2*23)4 dla kandaS« punktu wspdlnego
konturéw otrzymamy na og6t rézne zaleznos$ci pomiedzy % i fi . Ostateczng zaleznosé
pomiedzy tymi wielko$ciami otrzymamy przy zastosowaniu jednaj z metod aproksymacyj-
nych [28],

Przemieszczenie pnnktéw przekroju w kierunku osi z okre$la si¢ na podstawie za-
leznosci [118],

«m(*«) = $ (*) - P(*)e»(»)*e £'(X)«z(s)- 0)(s), (2.24)

gdzie:
£ (z) - jest przemieszczeniem rownolegtym przekroju w kierunku osi z.
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Jezeli wspétrzedne kartezjanskle k-tego punktu styku przekrojéow oznaczymy przez

Xk i yk, s jego wspétrzedne wycinkowe po obu stronach rozpatrywanego przekroju przez

id* i wowczas zalezno$¢ pomiedzy 97 i okres$lona z warunku 6 przy wykorzystaniu
warunkéw (2.23)3 i (2.23)4 dla punktu k przedstawia¢ sie bedzie w postaci:

tn-_ Lk.)+<d,‘ 1Be
A * (2.25)
lub
(2.26)
S o y* ")+ 4 k- punkt styku obu

przekrojow.
Stosujgc jedng z metod statystycznych, otrzymamy ostateczny zwigzek pomiedzy 9
i \, jako
% iV, e (2.27)

Wstawiajac (2.22) do (2.23) 1 wykorzystujagc (2.24), otrzymamy

K -(2*. *)9? , (2.28),

Sr— A+ (i -4, (2. 28)2

=1 - Z,-Z )", (2.28)3

¢§» ¢l +u,F~U,, )7 (2.28)4

AA < (2.28)5

~oon : (2.28)g

v ~ ¢ (2.28)7
£OA »

- (2.28)g

W omg [ =),

*am=*" s (G

AN 5T (2.28),,

= 3£ Q.28"

Przed stawiono w wyrazeniach (2.28) sytabela z indeksem ”1" oznaczajg funkcje prze-
mieszczen wraz z pochodnymi i cechy geometryczne dotyczace lewej strony rozpatrywa-
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nego przekrojg i-i. Natomiast symbolami
z indeksem "p" oznaczono odpowiednie
wielkos$ci dotyczace prawej strony prze-
kroju i-i (rys. 3).
Przy wyznaczania macierzy przekroju
ze wzgladu na przejrzystos$¢ zapisu pomi-
/ ip nieto indeks "i"

Kys. 3

Zaleznos$ci (2.28), zapisane w postaci macierzowej, przedstawiajg sie nastepujaco

% < 0 0 0 0 0 0 orety0 0 0 =
o 1. 000 00 0 0@2ZP0 0 7

$ o 02000000000 4

4 000 B0 0O00O00 00 2

> 00 00 1 0 0 OMUIIO 0 0 4

 _ 0 0 000 120 0 oamwmo O ;- (2.29)

i» 00 00 0 03,4 0000 0

j7 oo0o0o0o0o00%Yoo0oo0o0

# o0 000O0O0O0 100 0 f

* o0 00 00 O0O0O0 4w 0 0 v

r 00 0 w0 00 woO o0 3o x

r o 0 oo 00 0O 0 0 WO X

gdzie:

Macierz kwadratowg wyrazenia (2.29) nazywamy macierza przekroju lub macierzg we-

zta.

Jezeli przez oznaczymy macierz i-tego przesta, a przez JFj macierz i-tego prze-
kroju (skokowa zmiana), wéwczas macierz przeniesienia Hdla danego preta podzielonego
ns modcinkébw wyraza sie w postaci:

H=7" enr1 V1 «pbt2 = ... e«i_i ... H . F8 (2*30)

lub

>4 W (2.31)
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b) P ret zwarunkami posrednimi

Zatézmy, za w przekroju preta, w ktérym chcemy zbudowa¢ macierz przekroju,oprécz
zmiany cech geometrycznych wystgpi podparcie sprezyste i masa skupiona.

Jezeli przez C», C» Cy oznaczymy state sprezynowania odpowiednio w kierunku osi
y, z i wokétosi x, a przez mi J{ mase skupiong 1 jej masowy moment bezwidncsci w
okét osi 1, to, przyjmujac zasady znakowania sit wewnetrznych wg [118] , warunki Ki-
netostatyczne przyjmujg postaé

Qyt> ~ Qyt t Cy'flo ~ By >
(2.32)
Qif - G + Cw&o ~ B*
Ms, - Pis, + Cr% m- Mo +Qy,(z"-2,t) - Qz,(y«r -y*,)
gdzies$
d'n.(x.t)
m sF- -
B = d"U».0 (2.33)
o B
Me » - dt=
T> - 1, + Z«, u<f,
joc i 3
t -1
Pominieto tu podparcie sprezyste oraz bezwladnos$¢ obrotowg wokét osi y i z.
W przypadku drgan swobodnych po uwzglednieniu (2.34) otrzymamy
By- muhag, ermui z« f, s
Bz- mun - mul, y*, 9 (2»35)
Me - 9
Wstawiajac (2.34) i (2.35) do (2.32), otrzymamy
Qyp - Qy, + (Cy - mcol)a + (Cy Z, .
Q@f- Qi + @-muAd > (miy.,- & y,)) 9, (2.36)
A= A+ @/ -T10) G 4@ 2)-TE6 )
Jezeli sity wewnetrzne Qy, M wyrazimy przez pochodne funkcji F,8,F (zalez-
nosci (2.22)), wobweczas, na podstawie wyrazenia (2.36), mozemy napisac
m mcjn "Cu _ 3, W mcoit /ct, - Cyzti FF
7+ + EC K 7
mui-Cz L e > -mcjly. IC $2.371
o q Yy, s Ely, o



Pozostate zaleznos$ci sg takie same jak dla preta bez warunkéw posrednich.
Biorac powyzsze pod uwage, posta¢ macierzy przekroju przedstawia sie nastepujgco:

1t 0o 0 0 0O O O ofaz,)0 0 ,0
O 1t o o 0 0 p 0 o0GrzHo o0
0 O ¢ 0 0 0 0 0 O 0o 0 O
W o o 4 0 a o0 0 w0 0 0
0 0 0 0 ! 0 0 oO(y*y*)0 0 ©

0 o0 0 0 o0 1 0 0 0((U-tu)o 0
0 0 0 0 0 0 & 0 0 0 0 0
J*.
0 0 0O o W o o i w 0 0 0
0O o o o O o o o t 0 0 o0
0O 0 o 0 0 o O O O W 0 o0
0 0 0 Hs 0 0 0 w o 0 ¢ ©
h*
6o 0 o 0 O 0 0 0 w WO Hp

gdzie:
*1, *2. Wg, W jak dla preta bez warunkéw posrednich

Wi - myA];'Cy , W’____m_(_)_lg_*_.__:__C_lg_z_*_.
ma* “Ct , 1, cl: r0Cin  jdl
*~i3*r~ WK «Sf-—

2.4. Okreslenie wartosci wihasnych i funkcji wiasnych

Wartosci wiasne (czestotliwoéci drgan swobodnych lub sity krytyczne) okresla sie
z warunku przyréwnania odpowiedniego minera macierzy przeniesienia H (2.30) - tzw,wy-
znacznik charakterystyczny - do zera. Posta¢ wyznacznika charakterystycznego zalezy ol
warunkéw brzegowych rozpatrywanego preta.

Zestawienie niektorych warunkéw brzegowych przedstawiono w tablicy 2.



tablica 2
Schemat - : Przegub tozysku Wolny
podpory Utwierdzenie kulisty | szyjne | koniec
A i m T I
pP=0 ip=0 7=0 ip=0 p=0 ip=10 ip= 0 tf* 0
Warunki . N , _
brzegowe S=0i-0 1=0 r=<> $=0 (=0 i'-o r=
Fso f'=0 Fso Y-o y=0 Y~o0o f=0 f=o0

Sposréd dwunastu wartosci brzegowych funkcji ¥, -F , tworzacych wektor stanu
w przekroju poczatkowym, sze$¢ okre$la sie aa podstawie warunkéw brzegowych dla x=0,
pozostate sze$¢ tworzy ukilad réwnan jednorodnych, okreslajacy warunki brzegowe dla
X = 1. Ze wzgledu na prostote zapisu w dalszych rozwigzaniach pomija¢ bedziemy indeks
n oznaczajacy n-tg posta¢ drgan, pamietajagc jednak, te wektor stanu i macierzy prze-
sta zalety odpostacidrgan. Jeieli przez oznaczymy wektorstanu z prawej stro-
ny przekroju "i-i", wowczas wektor stanu w dowolnym punkcie przesta "i" okreslony za-
lotnoscig (2.19), zapiszemy w postaci
Yij(x) = H*z) . Y».1, (2.39)

gdziel
hj(x) - przedstawia macierz dla i-tego odcinka okreslong zalotnos$cig (2,20),

Yj(x) - wektor stanu okres$lajgcy funkcje wiasne rozpatrywanego przesta.
Przyjmujagc oznaczenia ze strony 17, wektor stanu ~okreslony jest nastepujaco!
Yi-1 = Fi-1H-1 F2RR *Y | * Yo (E*™)
lub
Yi-i =[n VjJ <wo 241)

Wprowadzajac zalotnos$é¢ (2.41) do (2.39), otrzymamy wyratonia na funkcje wiasne za-
pisane w postaci:

Yt(x) = H(X) ‘[fi Y j] * *= (2-42)

Baloty podkresli¢, ta macierze F i Hsa funkcjami cech konstrukcyjnych preta i
czestosci drgan swobodnych £d,,. Kazdej czesto$ci OA odpowiada inny wektor stanu Yi (x).



3. OETOGCSALIZACIA

3.1. Ortogenalizacjs funkcji wiasnych

Wrozdziata £ podano sposéb wyznaczania wartosci wiasnych i funkcji wiasnych roz-
patrywanego zagadnienia dla pretéw cienkos$ciennych. Zapisane w postaci macierzowej
(£.39) funkcje wiasne stanowi¢ beda punkt wyjscia de rozwigzania zagadnienia drgan wy

muszonych omawianych pretéw.
Bozwigzanie zagadnienia drgan wymuszonych otrzymano przy zastosowaniu metody roz-

winiecia funkcji przemieszczen ij(x,t), £ (x,t), F(x,t) wuogélniony szereg Fouriera
[90] wedtug ukiadu funkcji wiasnych. Ze wzgledu na przeprowadzone operacje catkowe w
tym rozwigzaniu celowe jest zortogonalizowanie i znormalizowanie funkcji wiasnych.

Proces ortogonalizacjl i normalizacji funkcji przedstawimy dla ukiadu funkcji ‘IS()O
a  nastepnie podamy koricowe wzory dle funkcjif,, (x) i fix).

Zatézmy, ze na podstawie zaleznosci, wprowadzonych wrozdziale 2, okre$limy nie-
skonczony uktad funkcji wiasnych fp (X), ?2(x), iB(x), (x), ..., liniowo nie-
zaleznych, okreslonych i ciagtych w przedziale [a,b).

Jezeli przez fa(x) oznaczymy zortogonalizowane funkcje, to wyrazenia na te funkcje
przyjma postac;

/\(*) =
f2(x) = A,/, +
f3(x) = A/, + 3R+ I, | (3.1)

fn(x) = Anfff e« Agig + . .- + AMtIn-i * m

Zalezno$¢ (3.1), w zapisie suaacyjnyra, przedstawia sie nastepujgco

9=234, ... n, (3.2)

dla =1, fj s (/,
Mnozac stronami wyrazenie (3.2) przez f i catkujgc w przedziale [a,bj, z warunku
ortogonalnosei otrzymamy wyrazenie na liczby A_.

(3.3)

(3.4)

gdziei
dla g>i (3.5)

Dis a= i, kjj=1
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funkcja fA bedzie unormowana, jezeli pormozymy jg przez staty czynnik normalizujacy

A.= PR (3.6)
t\fhkdx

I?, (x) oznaczymy zertogonalizowana i unormowang funkcje wiasna,
na podstawie wzoréw (3.4), (3.5), (3.6)

Jezeli przez to
funkcje 'lj,(x) mozna wyrazi¢ w postaci [35] :

AN D AV i S PR if-k ;..

' b b
1Jw,dx J Tray ..mldx .
- (38.7)
o b
iyok 77 .. Co
T An<Aa
gdzie:
Anoznacza tak zweny wyznacznik Grama funkcji
aftfdx 1wid* mm jW- _
b b
foldc 1 dx  mw) 11+
A, = ¢ J (3.8)
0
jMTax e.. | n-dx
staty czynnik normalizujacy.
Ortogonatizacje nalezy przeprowadzi¢ dla kazdego odcinka preta.
Woecelu okreslenia elementéw wyznacznika (3.8) dla i-tego odcinka preta funkcje
wiasne - przemieszczenie I]](x) - okre$lone poprzez (2.39) przedstawimy w postaci
?2«(*)»s.v. +5i-i?h +s; +
+S; C +5e< *g WHr*s;m G.9

Wektor stanu z prawej strony przekroju 1-1 okre$lony jest zaleznoscig (2.40). Je-
zeli do zaleznosci (3.9) podstawimy funkcje S®,

37, z wyrazenia (2.12), wolwczas
otrzymamy

? . < * ) +K & mAd *K m9)" +Air **
i*0

+ Atl,, wtf", +Ail, mE¥ +AjHu +AtF»-2* *A iU - f i ? ) (3.10)



Wyrazenia w nawiasach sg jednoznacznie okre$lone dla danej postaci drgan*
Wprowadzimy oznaczenia

Km *< kK +alm +Ai N efr, *At -a,; ,

Atm-rf-~ *Atit, B, *Ai,, =i’ * Aif, +AQ;, m<&  =a-,, . (3.11)

Wobwezas, podstawiajac (3.11) do(3.10), otrzymamy
(. (x) « R - U L (3.12)

lub
ip.ix) - £ «*m*" | (3.13)

i*0
gdzie:
a” - cigg utworzony ze wspétczynnikéw a"” i a2j+N e
Wykorzystujac (3.13), okre$limy wzory na elementy wyznacznika Grama dla funkcji

7 GO )
Wyrazenie na catke TRA~QldX przedstawia sie nastgpujaco

jv ftofx -/ (£ a/V X ra;-xJ)dx , (3.14)
T,
e AN 1 -
gdzie: Wy .
ar = F «j *aq. . (3.15)
W podobry sposéb wyznaczymy catke Tt grax
b i fb
IIE <*wJx), - @-16>
gdzie:
-rmt m - 3-'">
Przyjmujac poczatek uktadu wspoétrzednych na lewymkoncu przedziatu, czyli a = 0,
wyrazenia (3.14) i (3.16) majg postac:
b e g1
fb frd* "L di Tor <3-18)
Ja®
b il «
/?» ?-dx - Z_  d! (3.19)
a J°

Nu podstawie (3*7) napiszemy wyrazenia na ortonormalne funkcje

G) = k? =2/*) +4 «22*) *4 + eee + kn * M P* (3,2°)
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gdzie!
- sg odpowiednimi podwyznacznikaml wyznacznika Grama podzielonymi przez sta-
ty czynnik normalizujacy.
Wstawiajgc (3.13) do(3.20), otrzymamy
[ 13

MW oL (@*aj+R*A+a xejx K= 520
lab
o A
?n()_jﬁ) khexi, (3.22)
gdzie: ™
kf, = £ k7. aj (3.23)

Z uwagi na to, te algorytm ortogenalizacji funkcji ¢n(x) i T(x) jest taki sam
jak funkcji (x), dlatego dla tycb funkcji podamy tylko ostateczne «zory na ortono-
rmalne funkcje (x) i M(x). Dla funkgcji (x) many

bV dx gi,S,dx . J.(x)
Jild* f$“dx .- » j.(x).
« (3.5&)
);5&1;( lijrix = j.<x)
v a* C{u.rfx .--Agfs"Cb(
4 = @ feorix == g T (3.25)
Pyr.* éz,.J,rfx . ..4}_',-5(
lub (i e §
£<*> :ﬁo ki X, (3.26)
gdzie: o
[T (3.27)

K* - podwyznaczniki wyznacznika (3.2A) lub wyznacznika Grama (3.25) podzielone
przez staly czynnik normalizujacy YAS-<An

b° - cigg wspdlczynnikéw szeregu potegowego funkcji wiasnej (x) obliczony
wWg Wzoréw.



- 27 -

£ *Bl w2 *Bl  -Br$L * Bi-, *&%-< *By €
tE, - Bl, mil * Bil. £ * —-g * = *dl,= *BlLnm (3.28)

Elementy wyznacznika Grama i wyznacznika funkcji ortoganalizowanej okresla sie ze
wzoru (przy zatozeniu a=0)

; Jjadfiz Jii
FSES*dX - V & mit<
% & W (3:29)
sizindX & € jn >
gdzie:
.3* I
bo (3.30)
J =W jw 7
Dla funkcji % (x) wzory przedstawiaja sie nastepujgco
/Vdx iMB* _._ JfX.,dx f.(x)
i\f,dx jtdx ifX;dx <%
(3.31)
i%%dx [ti,dx ... {Wndx f,(x)
t(x)=- [
YA L
f fi dx fV.f.dx . ff.f, dx
a a 0
k o t
* * Kk K . /fxd
An= Sv { g 17X (3.32)
fV.V.dx ff,\%dx . .é'l%‘dx
» o
Po rozwinigcia wyznacznika (3.31) otrzymamy
Mmhx) « £ KE . x3 (3.33)
>7
gdzies$

kin=1 V CI~*

336
- podwyznaczniki wyznacznika (3.31), podzielone przez staty czynnik normali-
zujacy,
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<?J - ciag wsp6lczynnikéw szeregu potegowego funkcji 4R (x), obliczony wg wzoru

a -dttitc *cl-g *cig *a g *ci-K *ci-g

Ci, - Ciic'i", *£&<'fy-i +Bij«-JI, * Cil,, W  +Cij« 1 - (3.35)

Elementy wyznacznika Grama i wyznacznika funkcji ortogonalizowanej (x) okresla
sie ze wzoréw, dla a = 0, jako
) jtar.l x
J %%d* ~Z 1T .

')}/ %P dx = *x g«? gn‘" ( 13.36)
Ln
gdzie:
¢o=fc .c’ .
j kW 3° (3.37)

3*2. Ortogonalizacja nektoréw stang

Jezeli przez Y., (x), Y2(x), Y3(x), ..., Yu(x), gdzie Yn(x)e colon f 7 n(x), j n(x),
(P,.(x)] , oznaczymy wektory wiasne stanu, to wyrazenia na zortogonolizowane (w sensie
skalarnym) wektory stanu Z1(x), Z(x), &B(x), ..., Zn(x) przyjma postac:
Z,ix) :is-l*A” Z,(xX) + Y (x) , (3.38)
q=1y 2t 3y«e*fQy
dla
9 =1, Zt(x) = Yt (X).
Liczby A - wyznacza sie z warunku ortogonalnoscl
]
X - YaMeZiM dx
f ZM az/(x)dx ’ (3.39)
gdzlo:
O - oznacza iloczyn skalarny wektorow.
Wektor Z~(x) bedzie unormowany, jezeli pommozymy go przez staty czynnik normali-
zujacy

L (39

inf Zb<x)oZi(x)dx
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Wyrazenia na zortogonalizowane i unormowana wektory stanu Zn(x), podobnie jak w
punkcie 3.1, mozna zapisa¢ w nastepujgcej postaci wyznacznikowej

I X 2Ax JXoY,dx . . fy,oY,.<dx
o] a
/ Y2oY.,dx ! Y*dx - iY.,°Y.,dx
* A *
(3.41)
fYoYdx fye°y2dx . - fye°y.,dx
gdzie:
AN - oznacza tak zweny wyznacznik Grama
wektoréw Y .j(x), .... YB(x)
fY 'dx (Y,oY,dx. - -fy,°Y,dx
A * «
° Py e . - -/ Y°Y,dx
ﬂfY, Y,dxa{Y dx 4 (3.42)
>
An>
S\oY.,dx f Y.°eYtdx . . .jy*dx
A * [N

AAHIAN - *t**y czynnik normalizujacy.

Elementami wyznacznikéw (3.41) i (3.42) sg catki z iloczynéw skalarnych wiasnych
wektoréw stanu Y~(x), ... Yft(x) o postaci

* *
. - (3.43
FYAYrd* =AW + S +F %)dx (3.43)
Uwzgledniajac oznaczenia (3.11), (3.28),(3.35) i przyjmujac zatozenia wyszczegol-
nione w punkcie 3.1, wyrazenie (3.43) nozna zapisa¢ w nastepujacej postaci

s eIV e U "
gdzie:
dﬁ@**, e a.j*** - wspotczynniki okre$lone za pomocg wzoréw (3.17), (3.30) i

(3.37).

Na podstawie (3*"1) napiszemy wyrazenia na ortonormalne wektory stanu w postaci
rozwinietej

Zb () = k1-Y1(X) + i2-Y2(x) + ~«Yjiz) +...+ in‘Yn(x) (3.45)
gdzie: _
kn - odpowiednie podwyznaczniki wyznacznika Grama (3.72) podzielone przez staty
czynnik normalizujacy.
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Skiadowe ortonormaluego weKtora stanu = colon | gn(x)» I Ix"9 Max

przyjmuja ostatecznie postaé

7> - IZO k* o

« i (3.46)
&.() -7 ke o

*(<>-£= KI w

gdzie:

-Z kima/
kt ki -o/

§,=2 Ki-c:



4. DSCANIA WYMLBZONE

w*el Przypadek ogélny

4.1.1. Podstawowy uktad réwnan rézniczkowych
Kozwezray przypadek zagadnienia drgan preta cienkos$ciennego poddanego dziataniu

zmiennym sitfom wyrauszajacyo

ay(*»t)>  g2(*.t).

gdzie:
q~(x,t) - skladowanatezenia obcigzenia wymuszajgcego * Kkierunku osi vy,

gx(*«t) - skladowanatezenia obcigzenia wymuszajgcego w kierunku osi z,
ra(x,t) - natezenie momentu skrecajgcego od obcigzenia zewnetrznego obliczone-

go wzgledem $rodka zginania.
Pod wphwom ww, obcigzehn zewnetrznych pret wykonuje drgania, ktére opisujg réwna-

nia [118] : n

ro84 tj, 3\ M 3V 51 (Az. f oV
+pl.F+— W 07" ->
cl EL  SA dl s1 (Ay. 09 &y
HOS g 0x09 *g Ot P 3x' 39 ‘& (*m*) |
fill Mh~ o Qv 3*9  (Ju 0%

g 09 1I7"oVv' g 09 '"ppOKfL£lAo?'~070F +

(Ar 09 3'f d9

kénnania (4.1).j mozna otrzyma¢ na podstawie réwnan (k.l) (drgan swobodnych) w wy-
niku przyréwnania lewych stron tych réwnari do odpowiednich sktadowych stanu obcigze-
nia

ay(x,t), 0g2(x,t), m(x,t).

Aby rozwigzanie uktadu réwnan rézniczkowych (4,1) bylo jednoznaczne, konieczne
jest okre$lenie potozenia osi preta wchwili poczatkowej. Potozenie osi preta jest w
danej chwili w petni okre$lone, jezeli znamy skladowe przemieszczenia i predkosci ka-
zdego punktu jego osi. Stad potozenie osi preta wchwili poczatkowej (warunki pocza-
tkowe) bedzie jednoznacznie okre$lone przez pcdanic rozktadu przemieszczehn i predko-
$§ci wfunkcji x dla chwili t = 0. Wzwiazku z tym warunki poczgtkowo dla rozpatryoa-
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nych zagadnienn przyjmujg postact

@.1p

ye™D! =n*j,
t=0

Dla petnego okreslenia rozwigzania uktadu réwnan rézniczkowych (4.1), poza warun-
kami poczatkowymi, konieczne jest réwniez okres$lenie zjawisk zachodzacych na brzegu.
Liczba warunkéw brzegowych dla danej funkcji jest réwna rzedowi réwnania rézniczko -
wego wzgledem zmiennej X.

Posta¢ warunkéw brzegowych zalezy od warunkéw podparcia preta. Zestawienie nie -
ktérych warunkéw brzegowych przedstawia tablica 2.

Zaleznos$ci (4 .1 opisuja drgania gietno-$kretne.

Oprécz drgan gietno-skretnych pret wykonuje drgania podiuzne, ktore przebiegajg
niezaleznie od drgan gietno-skretnych. Podobnie jak w przypadku analizy zagadnienia
drgan swobodnych (p.2) drgania podtuzne sg opisane réwnaniem rézniczkowym (nie sprze-
zonym z uktadem (4.1)"), ktérego rozwigzanie jest powszechnie znane.

Rozpatrywaé bedziemy pret o zmiennym przekroju obcigzony na koncach statg sitag
P, dziatajgcg centralnie. Pret o dowolnej zmianie przekroju modelowa¢ bedziemy pre -
tern o odcinkowo statym przekroju.

4.1.2. Pret o zmiennym przekroju

W przypadku zagadnienia dynamiki technicznych ukiadéw ciggtych stosuje sie dosy¢
czesto dyskratyzacje tych uktadéw [17]= Jest to wynikiem tendencji do uproszczen teo-
rii matematycznych modelu. Zatem w wielu przypadkach, chcac uniknagé trudnosci zwigza-
nych z rozwigzywaniem réwnan rézniczkowych czastkowych czy réwnan catkowych, przecho-
dzi sie do odpowiadajacych im, w pewnej mierze, réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Dyskretyzacja technicznych ukladéw ciagtych prowadzi wiec do przeksztatcenia ukia-
du réwnan rézniczkowych czastkowych w nieskoniczony ukiad rézniczkowych zwyczajnych.
Wopraktyce ograniczamy sie zwykle do ich skonczonej liczby.

Wecelu zbudowania ukfadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych, réwnowaznych w pnenym
stopniu uktadowi réwnan (4,1)”~, zastosujemy rozwiniecie funkcji przemieszczen punk-
téw osi érodkéw zginania  (x,t), £ (x,t) i kata obrotu przekroju F(x,t) w uogélnio-
ny szereg Fouriera [44,90] wg ortonormalnych funkcji wiasnych [jfn(x), x), £,),
okreslonych w punkcie 3.

Rozwiniecie ww. funkcji w uog6lniony szereg Fouriera napiszemy w postaci:

Tn n

< (£ @2

A (1) =& (%),



gdzie: -
T*(t), TA(t), T*(t) - wspoiczynniki rozktadu funkcji

(x,t),£ (x,t), p(x,t) - wuogblniony szereg Fouriera.

Podstawiajgc zaleznos$ci (4.2) do uktadu réwnan rézniczkowych (4.1)", przeksztal-
cimy uktad réwnan rézniczkowych czastkowych w uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych
o zmiennych wspétczynnikach, w ktérych niewiadomymi sg wspoétczynniki rozkiadu funkcji
7 (*=*)» § (*»*). V (x.O » uogélniony szereg Fouriera T*, Tjj, T~ Uklad ten przed-

stawia sie nastepujgco

Eltm AX)-f1 TMtyi<x) if t t>{ Ifix) * PEL'(t) FfiK) +
r y ZI_’i,,‘(t) t(x) *PzJ T'(t) %(x) =g (x.0 ,

Ejyf T.'ayijx) -fz te & x) +f z fi(t)-z.(x) fpzaofAx) +'
-Tf i Zjn(t)-%(x) - L\t) %(x) =9,

L ?,B.r,,vo v.ix) +fefcw -y« - KW -fjx)- p* &tayf,,(xh
+£Xr!3(T\t) %) = g r/<7) ¢60 i mfi(t)—%(X)t

TG %) +Prif TNO %) - /r2ex))

“.3)1

Wykorzystujagc ortonormalnos$é¢ funkcji 7" (x)> Jn(x)e VA(x)t warunki poczatkowe
(4,1)2 w przypadku rozwiniecia funkcji i) (x,t), £ (x,t), f (x,t) wuogdlniony

szereg Fouriera (4.2), przyjma postac!

Tn() - / f(X) rj,,¥dx , t'(0) - Lcyl’(x) M)Cix ,
tf (0) *(/)V<x)j,(x)dx A ()] :(/((; V j.60<t* |

£(0; —(S'l\x) t(x)dx , f30) ='/Af\x) ~A(x)dx

(4.3),

Po uporzadkowaniu ze wzgledu na funkcje Tn(t)s Tn(t), T~(t) oraz ich drugie po -

ehodne otrzymamy

fr.wi*r e<os-f-fc*)l *inma.-vu *p®mi ¢
LEF(D) M- 209 +F tttyPZFFtM - g, p) -

TtwifiM-Ffcmn Jif c©Of./;« +pj;ec] ¢
.S1l_=f’\.m.3’\cx) -Z Tn@®Pip-0b) - >

>tm  pzhi(x) -£ V(typ M+
tirtay itz M - ¥>me<*)lof T:RAGI<EBY*ipe- Gj,i%(x)].m(x,0

“n
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Do rozwigzania ukladu réwnan rézniczkowych ('t.4) zastosujeny zasad?prac przygo -
towanych, ktéra w tym przypadku jest metodg Bubnowa-Galerkina [j43,40,41,75].
Jako przemieszczenie przygotowane przyjmuje sie postacie funkcji wiasnych ™ (X\

jn (x), *wyniku otrzymuje sie réwnania rézniczkowe zwyczajne ze wzgledu na
funkcje T*(t), T~t), TA(t), ktére nazywany réwnaniami Galorkina. ¢stosujagc zasade
prac przycotonanych do réwnania otrzymamy
Z/f.t1(0iftjM) - +Z/1 {B3E(*)'p¢"(‘Up X d*
11;* "«
+ i ed * k '. N .
|£Mltyy p fM \<t)dx +‘|€&Z,t‘T (t)Pz* W/ {*)m<i.Mdx Zfg,(x.0>£(x)cfx
gdzie:
£ - oznacza sumowanie catek obliczonych dla poszczegélnych odcinkéw, na ktére
podzielono pret.
Béwnanie powyzsze, po uwzglednieniu ortonornalnosci funkcji (x), przyjmie
postaé
Jr«£[F4- IKO{[EX{p™) WX -PFrU) W)dxi *
+ZTMZP&fi(x>IMd* « Zja,(x.t)rj.Mdx ,
tooTer ) . k123, .

Whprowadzimy w (4.5) nastepujace oznaczenia
. 3n-L[EJZjjM {()dx-PjAi"Mi.Mdx] ,

e 1?2 *Z Pz«jE(x) ik(X)dx
-
Wbwezas réwnanie (4.5) przyjmie postaé

§ e oL LW +E cYo i "+ iASIf- T >
k= 4.7/
gdzie:
(i) - Zjrg.i (1) ir(x)dx .

Kéwnanie (4.4)g, po zastosowaniu zasady prac przygotowanych, przyjmie postaé

Zjfe € (0 fix) - g px)] TRl f;'ti T:UNEJ, £(¥ * PiM j f<(x)dx +

*Zi &Mdx - ZI' j'I’*L‘a)py«% (x)fk(*)dx :;ich(x,t) £(x/dx
lub po uwzglednieniu ortonormalnosci funkcji ¢n(x)
Imzi%F P>E«**]+1 *phmhzuwi *

“4.9
S5,z 7%Cc*) j»dx -1m z pyjzMSiMti™ -rfig- (X-ty8&x)dx
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»prowadzimy do réwnan (4#8) oznaczenia
J“-£1% fjjM ir<x)dx] , f-Li£J,I§:<*>SS$*)d* +P/j'."Mi:M dxl,
£ “iirl<f.(*>£(x)dx j?2*-pyijjiim :(*)dx, (4.9)
TK() - Lij).i*.tY S:(x)dx.
Wbwezas réwnanie (4.8) przyjmie postaé
| m i m f * 41rY¢jjf =rlco ; (4.i0)
k-723 -..,@
Zastosowanie zasady prac przygotowanych do réwnania (4 .4 prowadzi do zaleznosd
ij.(x)'K(x)dx 4 1/f TM)Pz*g.(*)'K(x)dx - CYQ)- *j--£.(x>Y*(x)dx t
-3 TMPy* i:(x)%(x)dx 4 t‘a)[~ECx) -f?2% M]Z(x)dx 4

+%‘{.Z,r.Yc')/fX—€?X)4fPr'—6J*) % (X)} %(x)dx -Z i mCx,0 IS7TXMx

lub po uwzglednieniu ortonormalnosci funkcji
*1 V(gpz-Jj-:COwdx - f ;W f 4
-ZTH(OIPytiJIx)% (x)dx +1 ZYOZif-£ jf m(¢'w (4.n)
+);4T /.L +\) Z 1 ftydx 4 [PrL67,]/}ch) f7x)oix) - Z/ 9 U * W x ;

Jezeli do réwnan (4.11) wprowadzimy nastepujgce oznaczenia

j¥-z N 7T L(x)-t(x)dx r - f fe.£fi(x)€(x)dx ,
jit-zA*l> Y *-(x)dx 3r*iPy.sji:M Tr:Mdx,
r K (x)fMax], @#12)

£ *Z{auiK(x)<Wax ilPr-GJ,IfIZ(x>% (x)dX] ,
T'(t)-;_}/n(x,i)%oqu )
wowczas otrzymamy
£ rw-J.*41 r/WjC 4f 4f r.Y-OjT4l £*«>tT *| rVief = £*%> . (4.13)

gdzie:
k=12, ..., 00#
Ostatecznie otrzymamy nastepujacy ukiad réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugie-
go rzedu ze wzgledu na TA(t) = T*, TA(t) = TA, T~(t) a TA.Béwnania te majg postac:
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Fow**|c-jr+ |t "jr *r."x

~ 1K,

|z39T *] rx +|t*jr tzr-jr - v/,

*| r*ar-r.c,
-3, ...,

(4.14)

Bowaania (414), zapisan* * postaci macierze«*j, przedstawiajg sie nastepujaco:

Cdzia:
a17

jf

th

o th

o

th th O

. af

- I
. j"

o th

0
0

0 ..
0

>,

NWex+J2°T=1

th th th
QD
=

oT £'..

-ar
. ar

.ar

“.1%5
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T-colonir,X,... T\Tf. V,
t - coton[i;, R U T SO SRV
T~coionn: ot W, t, ...t

Wystepujgc* U wyrazeniach (4.6), (4.9) i (4.12)catki «
sie ze wzoréw

r(x)irn(x)dx £ TT* ',
a(><)l (x)dx i i

f i f f
gdzie: k)* —£tb k;»K,.,M .
*, S j-ii
JAN(x)M(x)dx-Z f$ X i

przedziale fa,b] okradta

gdzie: £ i(i-)G -2)(i-3) kil khk.

(j)&)fMdX —j‘,% -£ 1,
gdzie: kf.i-40i(i-l)k,, +k’\fjt.

0!px)f(x)dx »ZJEO& £ [

L I _
gdzie: k* —?té(l—l)(l—2)(|—3)k;,,
o] 9]

olzie:  ***-£ ' (" O-k£ kEk.

W 4t < .. »
JUX)?2M)dxgZis*L

gdzie: -Zi(7-1)(i-2Ki-3)kEKE .
i
t dhi N
\% (x) r),(x)dx -1£ - x™M 1,
C o0
gdzie: £ £ wKE

isO

fkCx)dx= £ 77 X* £,

gdzie: $ af i(i-/)WcINES>,
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Iffyo‘lvl fMdx. -
gdzie: ki* £ AL -
b -w it
WX SMdx  -zifc** L>

a jsO
gdzie: kil =z

W przypadku gdy P = O, many

J* *Z E3zfj:(x)-rf.Mctx , 3--0,
JT*%E3yJjz*.) £(*)dx , J?*0 ,
17-0 m JT-0,

37=Z[EJ*%60-A(x)ctx - GJI*%(x) %a)dx].

fiownania Galerkina przyjma nieco inng posta¢, jezeli funkcje przemieszczen (wektor
stanu przemieszczenia) rozwiniemy w uogélniony szereg Fouriera wg ortonormalnycb we-
. T
ktoréw stanu "B(Xx) e
Wtym celu uktad réwnan rézniczkowych (i.l) zapiszemy w nastepujacej postaci me
cierzowej
. 3AJ(xJ) d*U(x.t) d‘U(x,i) dUM)
A dxA &"'dx dd c ox* a W - , (4.i5)t
gdzie!
U(x,t) - wektor stanu przemieszczenia,
q(x,t) - wektor stanu obcigzenia,
U(x,t) m coion [ 7 (x,t), £ (x,t), &(x,1)] ,

"fi 0 0 )

0 £ 0 d+ 0 & o

0O 0 Em 0 0 =

P 0 P % o0 %
C=0 P -Am o- 0 &

Pu - -8R RO S

q(x,t) = colon[gy(x,t), gz(x*t)0 ra(xfi)] *

; Kozwigzanie powyzsze oparto na koncepcji zaproponowanej przez Prof. J. Wieckowskiego.
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Hozwiniecie wektora stanu przemieszczenia i wektora stanu obcigzenia w uogdélnio-
ny szereg Fouriera zapiszemy w postaci!

2
aguil -Z TG)z.(t)
gdzie:
$ﬁ(@ » wspotczynniki rozktadu wektora stanu przemieszczenia w uogoélniony
szereg Fouriera,
AL, (1) ~ wspoétczynniki rozkladu wektora stanu obcigzenia w uog6lniony  szereg
Fouriera okres$lone zaleznoscia
b
T»(O‘al;azcx,})oz,,(x)dx , (4*15>3
czyli
o)
™) —4[&1,U O gJx) +az(x,t) Ejx) +m(x.t)% (x)]dx
Podstawiajagc zaleznosci (4.15)2 do réwnania (4.15)", otrzymamy
Az TM)z"(x) +B T TM) Z!(x) +c | TM) z"(x) +
2,7 () ) Z1(x) ) 2"(x) @ 15
+DHIM)Z.(X) =T M)Z .M. "ok

Wykorzystujac ortonormalno$é¢ wektora stanu Zn(x) warunki poczatkowe ( 4 . 1 w

tym przypadku przyjma postaé )
o]

T(O) - f U (x)oZn(x) dx @ 15
0 *
/80 -coto 17%<», *0), ,
U%) »coion [<f(x) , g'X), V'(X)J

gdzie:

Po uporzadkowaniu ze wzgledu na funkcje TQ(t) réwnanie (4.15)" przedstawia sie

nastepujaco

£T™) (BZM) *0OZ.(x) * &T.([A Z"(x) +C Z,"(x)] =Lf.(t) ZM) i4 71556

Ortogonalizujac réwnanie (4.15)" wzgledem ortonormalnego wektora stanu Z"ix)

otrzymamy réwnanie Galerkina
» 1

Zf.()fIB ZM) 4DZM))°Z,(*)dx +
41T .()FTM)[A Z:(x) 4CZ:(x)]oZM)dx = %(})
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Woprzypadku preta o zmiennym przekroju nalezy przeprowadzi¢ sumowanie catek dla
poszczegblnych odcinkéw.

Wystepujace w réwnaniu (4,15)., wyrazenia catkowe okres$la  sie za pomoca wzoréw
podobnych do wyrazen podanych na s. 35 i 36.

Ze wzgledu na ograniczong objeto$¢ pracy wzory te pominieto. Do rozwiazania
ukfadu réwnan (4.15) lub(4.15)* wykorzystano istniejgce programy na maszyne cyfrowa
serii (IRA 1300 wg metody RUNIGEGOKUTTY.

Znajac wartosci funkcji T4, T, 'P  lub Tn, na podstawie zaleznosci (4.2) lub
(4,15)2 wyznacza sie wartosci funkcji przemieszczen  (x,t), ~ (x,t), x,t).

4.2. Drgania wymuszone obcigzeniem harmonicznie zmiennym w czasie

4.2.1, Pret o statym przekroju

Rozwazmy przypadek drgan preta o staltym przekroju, wymuszonych dziataniem sit
zewnetrznych, zmieniajacych sie w czasie W spos6b harmoniczny o postaci

q, (*.t) = (X) . ol"*,
qa (x,t) = gz (x) . ol1*4’ (*.1«)
m (x,t) = a (x) = etwt .

Woéwezas réwnania rozniczkowe drgan wymuszonych (4.1)" przedstawiajg sie¢ nastepu-
jaco
ci fv AtV . ndn (Az* df dif
1dC g SMt® g dt dx* + g d? * z*~57' = ,

(4.17)

ci VA DT L, SAyr 3, BV ..
*o/ 9 ¢(we g av py*17 - tW -e
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A ,n. Wjfe si 0 d's ¢y tju ¢y
g - W - py<17"EF¥x Tg dwdr +

iAr <N ' , .-
— W T BFArFPr-M “m) e
Przyjmujac, ze drgania o czesto$ci drgan swobodnych ulegajag w czasie wytlumieniu,
wyrazenia na funkcje przemieszczen nozemy zapisa¢ w postaci [17,75]1
7 ¢ =2() - 485
£ (*»*) * (00 * ®W. (4.18)
y(*.1).2(*) < el

Podstawiajgc wyrazenia (4.18), na funkcje przemieszczen do réwnan rézniczkowych
(4.17) otrzymamy

Fi/«) +™MViIX) -Y Y « - *PZ.Y00 -9, (X),
Fly-re ™ —ff—mt)i*i*00+/\960— Py.ru)—q.(X),
Sinty (x) 0 y(x) + —Pytri'60.* £ja r(x) +¢; 8§/ <P00+ (4*19)

-eN-e<f(x) - SIx-y'OO t Pry’®y) = mix),

lub po uporzadkowaniu

£1,yT) AN AL OP7Q) - W “™ . N)-"N ? “&) 1Pz, 1 x) —e/X),

fi.r« *(fo>*P)?2U) - 2A-10 O +~A-fC *) - Py.ru) =ar(x) , A 10)
Ex,ru)+(Pr'is-u-a,) r(x)-"-r« vex) - *£-«"*?w +

+Pz.-rfu) + 2io "ifx) - Pg. I"U) - m(x).

Jak wiadome [20] , rozwiazanie ogolne réwnan (4.20) jest sumg catki ogélnej row-
nan jednorodnych i catki szczegdlnej réwnan niejednorodnych. Uklad réwnan jednorod-
nych (4.20) (gqy(x) = o, gg(x) = 0, m(x) = 0) jest identyczny z ukladem réwnan (2.3)
przy podstawieniu @,=0), ktérego rozwigzanie przedstawiono w punkcie 2.2.

Tak wiec catka ogélna uktadu réwnan Jednorodnych (4.20) okre$lona jest przez
ki (2.14) przy zatozeniu <4>=@.

Zajmiemy sie wiec catkg szczeg6lna uktadu réwnan niejednorodnych (4.20).

Wprowadzimy do réwnan (4.20) nastepujace oznaczenia

a.-EJ, , a,-f<J +P , — . ad. -~ A as-Pz<
ty-EJ, , b,.fco™*P , tu -~u ', Dbf--Py.,

(4.21)
c,,EJa , ¢,*Pr'*&u'-6i , , C+Y V ,

G~P** , c.* , Cj--Py. .
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Wowezas réwnania (4.20) przyjma postaé

a, tf(x) + a, ri'®¥) +g3 I t tas <*) *

6, fYx) + & iTx) * & Kx) + iv'ftx) + bs-<t'(x) * C"ix) (4.23)
¢, 'f(x) + CvtCx) + Cyfoc) + G-"0Oi) + Cs-1fO0 + Csifc) t C, f(x) « rr?(x) =

Do rozwigzania uktadu réwnan (4.22) zastosujemy, tak jak poprzednio, rozwiniecie
funkcji ¥ (x), £ (x), f (x) w szeregi

potegowe. Wtym celu funkcje obciazenia qy(x),
q (x),

m(x) bedziemy aprolcsyoewaé¢ wielomianami o postaci

v X)) ody*

~

®(*) - Zg “iz * (4.23)

H.,

m(X) = xI

RV

Aproksymowanie funkcji (4.23) mozna przeprowadzi¢ za pomoca metody najmniejszych

kwadratéw [4?], wielomianem interpolacyjnym Newtona lub Lagrange'a [25,71] albo np.za
pomoca aproksymacji jednorodnie optymalnej [124],

Natomiast catek szczegdlnych ukitadu réwnan niejednorodnych (4.22) poszukiwaé be-
dziemy w postaci
?2 (x) = £ ?

i s o

v<"2K)
o=y,
Podstawiajac (4,24) do (4.22), otrzymamy
a,ej(j-IXj-2Xj-3)-VrXH t a.ZKj-Dg-$* +a3Zq, x‘ t
+ i xJ+a,f X2 £ ,
bzid-wyj-in ¢6,/0-0-1; Xw ¢ * @5

thdz x © +b,23(G-1) x>

jso !
c,li(i-i)Q-2)d-3)fr x1'4 'miZja-i>'fi x* +c1lZfly + c«f
+C,Nd-D)y j-" 4

+
/ tojcj-Dii

Przeksztatcajac réwnanie (4.25)

i przyrbwnujac state przy jednakowych potegach
zmiennej x do zera,

otrzymamy zwigzki

* a(F, n- +aiV->+°4fj- + n

+/ oM *bs fis + *9h" j (4-26)
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+@Eg4 I-C71i-a3]—\]
Na podstawia rownan (4.26) mozemy napisa¢ wzory rekurencyjne na wspotczynniki
szeregow potegowych:
dla j £ 4

.Ei.(LE B
q" Ia,((i-EZt’ - V«Gijl fa Q (| Ql

Q.udlz.u, , @
a, a-

2 rg ’ a,j! ég-<« >

faf?il-l(l.'. %OH" fa~ 57 -77- e« +

f5F 3 (4.27)
a 0 aR >
y. gs!.<f. faC H K c4G-AV Cscny
' G Cf.« c,J M- — w87 cfl)l +
e (i-4X Cr(i-A B GH!
fa 7 B G(lte ai! wh >
i*4,5,6, ...
Whprowadzimy w (4.27) nastepujgce oznaczenia
i?.0 0-o0.' =
8 & - P %
0//1- @
a - é wh' >
= 3 .a-/\
W) % Yo ua-i1-uf
(4.28)
fa 0-49! .
N RO . M)-rjr
a- fa gﬁ! . G (-A
E{B fa > *<|)-t<i|- , ’(J|)>
rg, f
’()_ é@ 7y ~ H ? -
r@ £ 04y
«»-Sr =m
Wbéwezas zaleznosci (4.27) przyjma postaé
(4.29)

T--a/j) v + f0)2/-. +Os(j) f,-, +as(j) %t +at<i) gHi) ,
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i; T bs(j)-Jims +
] =AAD%, 4 AR %4 4 c<0) OV, + APy +
+ *Ce(j) m~™. '

Na podstawie wzoréw rekurencyjnych (4.29) wyrazimy wspoétczynniki szeregbw potego-
wych (4.24) poprzez wartosci brzegowo funkcji ip(x), ~ (x), y (x) dla x = 0 i poprzez
wyrazenia (4.28). Okreslone w ten sposéb funkcje przemieszczen przyjmag postac

g®=4S +i),S + iG-S+ 7-54*;. Sr +i, 5+ ], 5, 4P +
4% Ss +F,-5«4 £.S,, +5-S«

£60 —WSL+ i+ FSS+H/PF6 +BIr A+ +5-5+ (4.30)
+3-S, +%-5. 4f 6« * Jio 1

yx) P+ iz 574 Fits 5dSig +~Se + +
+% S+ T, 5« 4% Sk ,

gdzie:
funkcje S1 - S"g okres$la sie na podstawie zaleznosci (2.12) i (2.13) przy przy-
jeciu n=11i iQ=U .

rn=2Co) , J,-HO) , €~(0) |,
a-fio) , L-m | - ~-31)
ft-iY«?) i W , y .-tm ,
m-i<fo; , t-1W ; fs-trco) .
Natomiast funkcje S~gji S~* okreSlone na podstawie zaleznosci (4.29)»przyj-

g postac:
S_=f£ A? . xj,
Sgg T B Xt (4.32)
i
S39=£ @
Wspétczynniki A?, BA, (dla j s O, 1, 2, 3) sa rowne zero. Natomiast dla j? 3
wspotczynniki te wyznacza.sie z nastepujacych wzoréw rekurencyjnych
A *a,(j) A, +aJDAh 4cud)-ci4*asa)-cU * a*(i)-a;.,,
5 - bi@)HH i@ §H 4b<G) GAabi@)ai + @0 > (4.33)
J= ADg2 44@F4 4 B@AH44 Qo) A +
4 cfPoMic@Py., +ad) nGt.

Funkcje przemieszczen ?(x),£ (x), €(x) oraz ich pochodne, zapisane w formie na -
cierzowej, przedstawiajg si¢ nastepujaco:



7(9
7(X)

7"X)
iw
J'«

foo

Wi)

nx>

rw

S s S 3

s X 5 3

s''s S S
S; £ s
A 5
s Sn 3/ X
$3 Sm sk 3»
s Sm 99 s
5« 5« s, 3K
31 51 X, st
s 5 S, B
ss S' a, &4
0 0
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S. Sr
3 sr
s\ 3
s: 3
30 5«
5« Sg
S, sn
5, Sn
50 s,
» X,
3, si
3 3,
0 o0

A
0

S B 3/

S S i

o @

S,
00

a3 N N

£«

31

Jezeli przez Y(x) oznaczymy wektor stanu o przekroju, okre$lony przez wspétrzedny
X, a Yg - poszerzony wektor stanu dla x = 0, te zwigzek miedzy Y(x) i YO> okreslony
zaleznosciami (4.34) i (4.31), zapiszemy s postaci!

Y(x) = H(X) « YO

Macierz H(x), zwana rozszerzong macierzg przesta, okreslona na podstawie
(4.31), przedstawia sie w postaci:

sl
31
3/\

rsi
13
isl
i 5«
i3«
i«
53«

<3//

55;
f3;

«31
Ab«

«3«

40

«3«
g5
53*
&l
i3

53«

S«

3« fs»
Xa #sZ
5; >3
5, 15/,
31 Hi
39 551
Slo /'S,
0 0

«3

«3a

?5,0

$3»

6Su
«5/3

531

* %

5/,
Si

5A
51
51/
5//
31
31
0

5, i1Sm «5,
3* T$h «5V
a1 1@ o
5: 58«5/
S,, *3« (s«
Sy H1 650
sl x4 IsZ
31 Hiisl

f5W (3%
5 55/9 iSm
5. s isz
sl iszZ ¢SZ
0 0 0

Ssr

(4a35)
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Sposréd dwunasta warto$ci brzegowych wektora stanu YO sze$¢ okreslonych jest na
podstawie warunkéw brzegowych dla x = 0, pozostate sze$¢ skresla sie z réwnania (4.34)
dla x = 1.

4.2.2. Pret o zmiennym przekroju

W przypadku pretéw o zmiennym przekroju do rozwigzania powyzszego problemu,podob-
nie jak w punkoie 2, zastosujemy metode macierzy przeniesienia. Przyjmujac wcze$niej
wprowadzone oznaczenia, wektor stanu Y (x) w dowolnym przekroju preta, okreslonym wspdt-

rzedng X, przedstawia sie w postaci:

Yt(x) = Hix) .[ (i FA~J. Y#, (4.37)

gdziet
i - i-ty odcinek, na ktore podzielono pret,
- macierz przesta, okre$lona zaleznosci (4.36),
Fj - macierz przekroju j-tego.

¥ celu rozszerzenia zakresu zastosowan otrzymanego rozwigzania rozwaza¢ bedziemy
drgania preta, wymuszone dziataniem harmonicznych sit, roztozonych w sposéb ciagty ,
okreslonych zaleznoscig (4.16) i w postaci nastepujacych sit skupionych, przytozonych
w dowolnym przekroju preta. Mary zatem

p,(*> = ry L 3 -
P.(t) = = *ilt. (~.38)

M(t) = U = e*®* »
gdzie:
PA~(t) - skladowa obcigzenia w kierunku osi vy,

Pz(t) - skiadowa obcigzenia w kierunku osi z,

M (t)- moment skrecajacy, obliczony wzgledem $rodka zginania.

a) Pret bez warunkow posrednich

Macierz przekroju okre$limy dla przekroju, w ktérym wystepuje skokowa zmiana
cech geometrycznych a jednoczeénie dziatajg obcigzenia skupione okre$lone zaleznoscia-
mi (4.38). M podstawie warunkéw nierozdzielnosci przemieszczen i warunkéw kinetosta-
tycznych, przedstawionych w pkt. 2.3, nozemy napisaé¢ nastepujace zwigzki pomiedzy fun-
kcjami przemieszczen T oraz ich pochodnymi po obu stronach rozpatrywanego
przekroju, oznaczonymi indeksami "1" i "p" (pominieto tu indeks "i")

$-n0 -(zy T, ,
Jo-S+<fc - | @)

5§ o
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)
ur -u, ,
Ms, - AlS, +Qn,(z., -z«,)
go- W, J
-H* .
Br ‘B. ,
oyr *A, -Py ,

A, - Ot-P* m

o) -m

Zauwazmy, ie pa wykorzystaniu (2,22) 1 (2.23),zaleznos$ci (2,2?) przyjma postaé

R(."12.- @F, - *a>"* .

= B-@

V - jKfe-ifc) «

%_*

# -w, k",

e By

p - EP
n - @i
Lk >",
— ALV

Zaleznosci (4.40), zapisane w postaci macierzowej, sg

nastepujace

(4.40)
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ozies
Vo W2,W8, jak w przypadku drgan swobodnych.
Jezeli macierz prostokatng (macierz przekroju) oznaczymy przez F, wdwczas wektor
stanu Y (x), w dowolnym przesle "i", wyrazi sie w postaci ,
Yt() = HHQ) = yP_t @42

Po sprowadzeniu (2.41) zalezno$¢ (4.42) przyjmie postaé

YiOo.njn Vjj;J,Yo- (4.43)
gdzie: s
i =1,23 ... a (m- liczba odcinkéw, na ktére podzielono pret).
Ula i = m
YI = "’.n ii.3«3 Yo s 1444)

Na podstawie zaleznos$ci (4.44) okres$la sie nieznane wartoéci sektora stanu Y™ .
Macierz przeniesienia ma w tym przypadktijlpostaé -

Hs ng_%é\ég. (4.45)

b)) Pret z warunkami posSrednimi

Podobnie jak w pkt, 2,3 rozwaza¢ bedziemy przekréj, w ktirym - oprécz zmiany cech
geometrycznych - wystapi obcigzenie skupione, podparcia sprezyste i masa skupiona.
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Przyjmujac oznaczenia jak dla preta bez warunkéw posrednich, zalezno$¢ pomiedzy
sitami wewnetrznymi, dla obu stron przekroju, przedstawia sie nastepujaco

Q# -a,, 1Cs7, -By - py ,

Q@ -a.t&f -E-R, (9.46)
AF = +Q.zd) - *Cff-Ha-M.
gdzie:
By » miJ §, WDA<z., 2 ,
& =mu“l, -muU.-if . (4.47)
D=

Wstawiajac (4,4?) do (4.46) i wykorzystujgc wyrazenia (2.22) i (2.34), otrzymamy
o -Cc* A * maz,-cyz,, 5 Py

8.z * "i/7 EJ,z re o+ £,
mu‘-c, . , J. v, c,y,.-muy*i P,
g,z S+J5 el, % 1¥X, (4.48)
a., . . . B -Cr  03%, %, -Gzt ./
Jict M
*Bz e fE

Pozostate zwigzki majg posta¢ taka samg jak dla preta bez warunkéw posrednich.
Macierz przekroju przedstawia sie wiec nastgpujgco

EJzp

o 0o 0 o0 1 0 0 0 (ifcy<y0 O 0 O

0 0 0 0 0 1 0 0 ofeozwd0 0 O
F= o 0o o o o0 o h o o o 0o 0 o (4.49)
Y
5 B
©o 0 0 0 ws O 0 , wt 0 0 e

gdzie: T W Wt Wif W8 wo - jak W przypadku drgan swobodnych.



5. STATECZNOSC DYNAMICZNA PRETOW CIENKOSCIENNYCH

5.1. Podstawowy nktad réwnan rézniczkowych

Rozwaza¢ bedziemy pret poddany dziataniu zmiennej sile P(t), dziatajgcej central-
nie.
Jezeli w réwnaniach (2.1) site normalng P traktowac bedziemy jako funkcje czasu
t, to réwnania te stanowi¢ beda podstawowy ukiad réwnan rézniczkowych statecznosci
dynamicznej rozpatrywanego preta cienkosciennego [8] m Réwnania te majg postac

o vr < dn, vt dfF . df
*7T W *T"SF xeo ot
@t 6, CSAdI tou, sF ” .
g dszdil g db* PW ~g eof" > (5*1)
tTAZu 6V . dg MAy. dS -T <ft
W>» AN“7Z1 re** _pAe57 n

g m? V « 7 JF o PMHrw <

Rozwigzanie omawianego problemu uzyskamy przy zastosowaniu dyskretyzacji, ktdrej
algorytm przedstawiono w punkcie 4.1. Wwyniku zastosowanej dyskretyzacji przeksztat-
cimy uktad rézniczkowy czastkowy (5.1) w nastepujacy ukiad jednorodnych réwnan rézni-
czkowych zwyczajnych drugiego rzedu (ze wzgledu aa t) o zmiennych wspétczynnikach.

ir;r rf e-ariz +f -0,
£ ST tft, X +f *o0 1 (5.2)
IA-jT *f M Hae-jt kgl S -,j r -om

k=12, ... 0.

Zmiennymi  wspotczynnikami s3a:
j* *IEjArfi(x)nf,(x)dx - P(Oft "O<)-if.(x)c/xd  t
P1l1t)zidx

. (5.3)
£* ~Z[FJ,_(£006,100£/ +P (t)fj7(x) £(<0dx]
J? — ZPOIKI) £uectx
J? -£ fi; £(*) %w6t)dx |,
1”7 --£«» & IUxy% (x)dx,

A-=£{EJuf $x)Eu)dx tIKO r'-6J,]3.£(x) %(x>clxj .
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Séwnaaia (5.2), zapisane w formie macierzowej, przyjmuja postac
JjitdjTMmM, (CRD)

gdzie$
J , J2, T- macierze, okres$lone «punkcie 4.1.2, z tym jednak zastrzezeniem,ze
elementy macierzy wwyrazeniu (5.4) sa funkcjami czasu t (funkcja obcigzenia P (t)).
Elementy macierzy Jg okre$lajg wyrazenia (5.3).
Uktad réwnan (5.4) wygodniej jest ze wzgleddw numerycznych sprowadzi¢ do uktadu
rownan rézniczkowych pierwszego rzedu. Wwyniku nastepujacego podstawienia otrzymamy

WL mT, X2=T,

Jjo12 + Jg»1 =0 . (5.5)
¥ =X
Wpostaci macierzowej uktad' rownan (5.5) przedstawia sie nastepujac©
3= J(t) =X, (5.6)
gdzie$
X = colonfwl 3i27],
I(t) = (5.7)
J2 0
E - macierz jednostkowa odpowiedniego rzedu,

1*  *2“ blokl "«elarzy I(t),
X®  X*-bloki macierzy X

5.2. Algorytm wyznaczania obszaréw dynamicznej statecznosci

Analiza zagadnien dotyczacych stabilnosci uktadéw mechanicznych, zapoczatkowana a
1644 r. przez Torricellego [66], na obecnym etapie zajmuje sie badaniem zwigzkéw za-
chodzacych pomiedzy ograniczeniami warunkéw poczatkowych, zaburzen i odpowiadajgcych
im rozwigzan w pewnym, skonczonym lub nie, przedziale czasu. Zwigzki te mogg mie¢ r6z-
norodny charakter w zaleznoséci od wymagan, jakie stawia sie uktadowi. Z tego tez powo-
du powstato wiele definicji stabilnosci rucha, $cisle zwigzanych z matematycznymi
pojeciami zbieznosci i ograniczonosci.

W&réd wielu tych definicji nalezy przede wszystkim wymieni¢ stabilno$¢ w sensie
tagrange*a [74], stabilno$¢ wsensie Laplace’a [93], stabilno$¢ w sensie ?oincare*go
[1¢], stabilno$¢ w sensie Lapunowa [50,91] i stabilno$¢ techniczng [8].

Szczeg6lne zastugi dla rozwoju teorii stabilno$ci majg prace Lapunowa, ktére sta-
nowig podstawe wspoitczesnej teorii' stabilnoéci« Metoda Lapunowa, wraz z jej innowacja-
mi technicznymi[14,31,72,119], znalazta szerokie zastosowanie praktyczne ze wzgledu
na swa efektywnosé. Stabilno$é¢ wg Lapunowa naktada na procesy dynamiczne bardzo “cia-
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8118" ograniczenia. Postuluje sie mianowicie, by bliskie rozwiazania, w sensie normy
w chwili t = O, pozostawaly bliskie w chwilach pézniejszych.

Szczeg6towe definicje stabilnosci sg oméwione w wyzej wymienionych pracach. W
punkcie tym ograniczymy sie do podania algorytmu wyznaczania obszaréw stabilnosci pew
nego zbioru funkcji obcigzenia P(t). Algorytm ten, szerzej oméwiony w pracach [9,66],
opiera sie na teorii Flogueta [39].

Rozwazania ograniczymy do przypadkéw, dla ktéorych funkcja obcigzenia P(t) bedzie
funkcjg okresowg o okresie 7 , spetniajgca warunki Dirichleta

P(t +i) = P(t) (5.8)
a tym samym macierz I(t) wyrazenia (5.7) speinia warunki
I (t +7) = I(t) (5.9)
Jezeli przez
3t
Ii 12 * «* 1n
Kn P« w
- ‘l' -
X (t) = . . (5.10)
. X

M n2 =<-- "M

oznaczymy macierz fundamentalng rozwigzania réwnania (5.8), to - jak og6lnie wiadomo
- rozwigzanie réwnania (5.8) jest kombinacjg poszczegélnych rozwigzan jako

K(t) =K (t) . C, (5.11)

gdzie:
C wcolon [07, Cg, ... (5.12)

Ci - Cn - state dowolne,

Na podstawie teorii Flogueta dowodzi sie, ze

Jt(t +7) =*(t). A, 15.13)
at(t +7 ) * {mar (t) , (3.14)
gdzie:
A jest macierzg stata, ktorg przy warunkach poczatkowych
*Kkj<°>s(Jkj . (5.15)
okresla sie z zaleznosci
A= «(T), (5.16)

czyli
X11(7) ok arln(l)

(5.17)

*nn<T>

N - stata liczba.



Ponadto
w (t) =+t(t) =p (5.18)

gdzie:
P = celon f p2, -..pa]l -
n «tale liczby.

Na podstawie (5.18) mozemy napisacé

(L *1) =« (t +1) <ji, (5.19)
i dalej, podstawiajac (5.19) i (5.18) do (5.19), otrzymany
*(t +i).]9 sj-a(t) (5.20)
Wykorzystujagc zalotnos$ci (5.13). réwnos$¢ (5.20) motamy napisa¢ w postaci
x(t)y Afij-a (t)-13. (5.21)

Biorgc pod uwage, te réwnanie (5.21) musi zachodzi¢ dla katdego t, powinien by$

spetniony warunek
(A -y E) ./?= 0, (5.22)

gdzlei

E - macierz Jednostkowa odpowiedniego rzedu.

Eliminujac rozwiagzanie trywialne, otrzymamy warunek
*(»-f X,,(l) - -

@ MU(V—f .. . X«¢D
det (A-fE) 0. (5.23)

) . . . i)

z réwnania (5, o

X.MI. -y X (e+7)~f.X~(0 (5.29)
gdzie;
F.j(t) = colon[ *11(t), ... .* nl(t)J
3fB(t) « eolon[ 3tni(t), ... , 3fM(t)]

Elementy macierzy (5.17), okre$lajgce wartosci funkcji w rownaniu (5.6) dla t =1,
mozemy wyznaczy¢ na drodze numerycznej, np.za pomocg metody Hungego-Kutty [79].

Liczby e~ (pierwiastki réwnania (5.23)) stanowia podstawe do okreé$lenia sta-
bilnosci uktadu. Jetell moduty wszystkich pierwiastkéw réwnania charakterystycznego
(5.23) sa mniejsze od jedno$ci, to rozpatrywany rucb ukiadu Jest asymptotycznie sta-
bilny. Je$li natomiast wséréd pierwiastkéw réwnania charakterystycznego znajduje sie
chociaz jeden, ktérego modut jest wiekszy od jedno$ci, to ukiad jest niestabilny. W
przypadku gdy ws$réd pierwiastkdw réwniez istniejg pierwiastki, ktérych moduty sa réw-
ne jednoséci, lecz modulty pozostatych sa mniejagze od jednosci, to ukiad jest stabilny,

ale nie asymptotycznie.



6. SZCZEGOLNE PRZYPADKI ROZWAZANYCH PROBLEMOW

a) Okres$lenie sity krytycznej na podstawie
rozwigzania drgan swobodnych

Zagadnienie statecznoS$ci statycznej, podobnie jak problem drgan swobodnych, jest
zagadnieniem jednorodnym, a wiec w obu przypadkach zadanie sprowadza sie do okresle -
nia postaci wyznacznika charakterystycznego, a nastepnie wyznaczania jego wartosci
wiasnych,

Whniniejszej pracy, przy rozwigzywaniu zagadnienia drgan swobodnych, przyjeto
schemat preta obcigzonego sitg P, dziatajgcg centralnie. W przypadku gdy wartosci
sity P dazy¢ beda do wartosci sity krytycznej,to czestosci drgan swobodnych dazy¢ bed
do zera. Wynika to z analizy réwnan rézniczkowych (2.3). Jezeli wréwnaniach tych
UBN—0, to réwnania te przyjma posta¢ rownan rézniczkowych zagadnienia statecznosci
statycznej.

Mozna wiec na podstawie zagadnienia drgan swobodnych pretéw cienko$ciennych okre-
§li¢ obcigzenie krytyczne. Je$li zalozymy, ze w rozwigzywaniu tym O a 0, wowczas
wartosciami wihasnymi wyznacznika charakterystycznego bedg sity krytyczne P /.

b) Statyka pretow cienkosé$ciennych

Przedstawiono w punkcie (9.2) rozwiazanie zagadnienia drgan wymuszonych w przypa-
dku szczegblnym, gdy W= O, stanowi rozwigzanie ogélnych zagadnien statyki pretow elei»
kosciennych.

Nalezy tu podkres$li¢, ie prety w tym zagadnieniu mogg by¢ obcigzone w sposéb cia-
gty lub za pomocg sit skupionych.

e)Szczegbitne przypadki cech geometrycznych
przekroju poprzecznego preta

Jezeli $rodek zginania preta pokrywa sie ze Srodkiem ciezko$ci, co ma miejsce w
przypadku, kiedy przekréj posiada dwie osie symetrii, to uklad sprzezonych réwnan réz-
niczkowych (2.1), (9,1) i (5.1) rozprzega sie na trzy niezalezne réwnania rézniczkowe,
Réwnania te sg réwnaniami ldentycznymi jak dla pretéw pryzmatycznych z uwzglednieniem
bezwtadnosci obrotéw przekroju.

Jezeli natomiast przekr6j preta posiada jedng o$ symetrii, wowczas $rodek zgina-
nia lezy na jednej z gtdwnych centralnych osi bezwiadnosci przekroju (ytf = o lub
z* = 0). takim przypadku jedno z réwnan rézniczkowych (2.1), (9,1), (5.1) jest nie-
zalezne od dwdch pozostatych.
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dyDrgania '«'ymuszone obcigzeniem okresowym
nieharmonicznie zmiennym < czasie

Zagadnienie drgan wymuszonych obcigzeniem okresowym mozna sprowadzi¢ do superpo-
zycji rozwigzan dla odpowiedniego obcigzenia, harmonicznie zmiennego w czasie ( pkt.
4.2). Wtym celu nalezy dang funkcje obcigzenia, okresowo zmienng w czasie, roztozy¢
w szereg Fouriera [90].

Z nwagi na to, ze réwnania rézniczkowe opisujace drgania sa liniowe, zatem - zgo-
dnie z zasada superpozycji - rozwiazanie w tym przypadku jest sumg rozwigzan dla po -

szczeg6lnych harmonik.



7. UNMG C ZBIEZNCSCIACH PRZEDSTAWONYCH RCAMAZAN

a) Zbieznos$¢ szeregow potegowych

Wteorii réwnan rézniczkowych dowodzi sie [94,97] . ze jezeli wspoiczynniki row-
nania rézniczkowego zwyczajnego sg szeregami potegowymi, zbieznymi dla |x|< B, to dla
tych wartosci rozwigzan rézniczkowych - za pomocg szeregdw potegowych - sa rozwigza-
niami zbieznymi.

Wszczeg6lnosci, gdy wspoiczynniki réwnania rézniczkowego sg wielkoSciami statymi
(jak to ma miejsce wniniejszej pracy), to rozwinigcia w szeregi potegowe (2.5)1(4.24)
stanowig rozwigzania tego réwnania 1 sg szeregami zbieznymi dla dowolnej warto$ci x.

by Zbieznos¢ rozwiniecia w szereg wgfunkciji
wtasnych

Donod i warunki dostateczne zapewniajgce zbiezno$¢ rozwigzania, przy zastosowaniu
rozwiniecia szukanej funkcji w uogélniony szereg Fouriera wg funkcji wiasnych, zawar-
te sg wpracach [17,94,97]. Twimrdzenie o zbiezno$ci ww szeregn Fourieramozna w
skrocie sformutowaé nastepujaco:

Twierdzenie 7.1. Jezeli funkcje (x,t), J (x,t), <P(x,t), ciggte w obszarze
(aEx<b, t>0) sa rozwigzaniem réwnan (4.1), spetniajacym warunki poczatkowo-brzego-
we (4.la), to rozwiniecia tych funkcji * nastepujace szeregi

2N XE A O

Hx,t) = £ T*(t) £(x), (7.1)
fx,t) = £ T2@1) T (x),

gdzie:
m(x), ¢n(x), M(x) sa funkcjami wiasnymi zagadnienia brzegowego (p.2),a funk-
cje T~(t) okresla sie z réwnan (4.15) przy warunkach poczatkowych (4.1a),
sg zawsze zbiezne w sensie zwyklym lub przecietnie z kwadratem odpowiednio  do
funkcji 1?7(x,t), $ (x,t), y(x,t). Ofunkcjach 'ﬂ,(x), i'n(x), M(x) zaktada sie, ze
spetniajg warunki uirichleta.

c)Zbi«zno$¢ m«tody Bubnowa-Galerkina

Warunki zbieznos$ci metody Bubnowa-Galerkina zawarte sa w pracach Michliua [t>7i
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i68}. Pomijajac dowdd, podamy tylko ogdlne twierdzenie o zbieznosci metody.

Twierdzenie 7.2. Jezeli dane réwnanie jest jednoznacznie rozwigzalne, to rozwia-
zanie, przyblizone za pomocg metody Bubnowa-Galerkina, istnieje dla dostatecznie du-
zych n, a ciag tych rozwigzan jest zbiezny wdanej przestrzeni do rozwiazania dokia-
dnego.

d)Stabilnos$¢ numeryczna metody macierzy
przeniesienia

* zagadnieniach stereomechanicznych dla pretéw wiotkich (gtéwnie na podtozu spre-
zystym), dla ktérych wptyw sktadowych wektora stanu dla x = 0 na skladowe wektora sta-
nu dla x =1 jest niewielki, elementy macierzy przeniesienia sg stosunkowo  matymi
liczbami. wtakim przypadku moze wystapi¢ tzw. numeryczna niestabilno$¢ tych rozwia-
zan [121], Wynika to z faktu, ze maszyna cyfrowa posiada z géry okre$long liczbe cyfr
znaczacych (stata diugos¢ stowa), lioze sie wiec okazaé, ze wtedy decydujgce znaczenie
na rozwigzanie majg cyfry nie uwzgledniane przez maszyne, lub okreslone w sposéb do-
wolny, przypadkowy, a wiec niestabilny. Niestabilno$¢ ta moze wystgpi¢ przy korzysta-
niu z aktualnie dostepnych w kraju maszyn cyfrowych o tzw. statej dtugosci stowa [88J.
Biorac jednak pod uwage to, ze stosowanie teorii pretéw cienkosciennych jest uzasad-
nione dla pretéw stosunkowo sztywnych (obliczenia steromechaniczne dla pretéw wiot -
kich, prowadzone przy zatozeniach teorii pretéw cienkosciennych dajg wyniki zblizone
do wynikéw otrzymanych wg teorii jak dla pretéw pryzmatycznych), a ponadto ze nie roz-
patrywano w pracy pretéw na podiozu sprezystym, mozliwo$¢ wystepowania numerycznej nie-
stabilnosci jest w tym przypadku mato prawdopodobna.

Zawarte w tym punkcie uwagi o zbieznosci przedstawionych w pracy rozwigzan mojg
charakter informacyjny. Szczegétowa analize dotyczaca tego problemu znalezé mozna w
pozycjach literaturowych wyszczeg6lnionych w pracy [17,6?,68,90,9*1,97,121] .



8. OBLICZENIA NUMRYCZANE | PRZYKLAD. LICZBONE

8.1. Wprowadzenie

Przedstawione w pracy rozwigzania rozpatrywanych zagadnienn umozliwiajg przepro-
wadzenie obliczen numerycznych wedtug prostych algorytméw. Ze wzgledu jednak na duzg
liczbe operacji rachunkowych algorytmy te zaprogramowano na elektroniczng maszyne cyf-
rowg CCBA 1303 w jezyku PORTBAN

Uruchomiono dotychczas nastepujgce programy? X
- Program wyznaczania czesto$ci kotowych drgan swobodnych preta o zmiennym przekroju.
- Program wyznaczania funkcji wiasnych pretéw cienkosciennych, ktéry jest rozszerze-
niem programu poprzedniego.

- Program ortogonslizacji i normalizacji funkcji wiasnych.

- Program wyznaczania amplitud funkcji przemieszczen w przypadku dziatania na pret ob-
cigzenia harmonicznie zmiennego w czasie.

- Program wyznaczania fnnkcji przemieszczen w przypadku dziatania na pret Obcigzenia
o dowolnej zdeterminowanej funkcji czasu t i wsp6trzednej x.

Pomijajac szczeg6towy opis wymienionych programéw oraz rezultaty obliczeh testu-
jacych, ograniczymy sie do przytoczenia wynikéw obliczern otrzymanych dla kilku przy-
ktadéw liczbowych.

8.2. Pret o przekroju ceowym
Ula prze$ledzenia zbieznosci rozwiniecia funkcji przemieszczen w szeregi potego-
we przeprowadzono obliczenia numeryczne dla preta o cechach geometrycznych podanych w

przykiadzie 3-69 zamieszczonym w pracy [95], s. 464-465. Rozpatrywany tam pret jest
belka swobodnie podpartg o przekroju ceowym nr 30a (rys.4%

Bee, li
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Cechy konstrukcyjne belki sg nastepujace:

E=21+* 101 [7]- s [ -
" =78 =103 [API* A =c*493F 102 [2j ¢
ly=0,26*10-5 [m] , le= 0,6048*10"4 [rad] ,
Ix= 0,3911*10-6 [®@] , la« 0,73*.10~7  [n§],
Jof 0 i ZC = 0,0513 [m]. 1=*»° [m] e

W oparciu o przedstawione w pracy algorytmy obliczeh zaprogramowane na elektro-
niczng maszyne cyfrowa wyznaczono pierwsze dwie czestosci drgan swobodnych i wielko-
§ci maksymalnych przemieszczen (w Srodku rozpietosci belki) wywotanych obcigzeniem
harmonicznie zmiennym w czasie. Obliczenia przeprowadzono dla 5,8,10,20 i 40 wyrazéw
szeregdw potegowych stanowigcych rozwiniecia funkcji przemieszczen [i(x), £(x) i P(x)

Wyniki obliczen zestawiono w tablicach 3, 4, 5,

Tablica 3
N Liczba
N\ wyrazow 10 20 40 60 [95]
szeregu”
«1 51,5625 52,1875 52,1875 52,1875 -
180,3125 182,8125 182,8125 182,8125 182

Tablica 3 podaje obliczone wartosci ezestosci drgan swobodnych w zaleznosci  od
liczby warazéw szeregdw potegowych.

Tablica 4

Czesto- Przemie- Lici ba wyr azoéw azer %zu

& Q szczenia 5 8 10 20 40

2(H)sM  0,5249%10-3  0,5249*10-3 0,5249*10"3 0;5249*10-3  0,5249*10"3

0 0,1124*10-1  0,1220*10*3 0,1221*10"1 0,1221*10 1  0,1221*10-1
f(i);wa 0 0 0 0 0

I'A);m 0,52°€9*10-3  0.5262-10“3 0,5262*10-3 0,5262*10-3  0,5262*10-3

40 Mi);m 0,1295%10"1  0,1295»10_1 0,1295*10~1 0.1295M0-1  0,1295*10-1

rti);ud] 0,547*10_1 0,5215%10-1 0,5216*10-1 0,5216*10 1 0,5216*10_1
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Wtablicy 4 przedstawiono zalezno$¢ wielkoéci przemieszczeri maksymalnych M2 )t
'*?CO*yrmszOchh shupionym obcigzeniem harmonicznym o amplitudach Py = 5000[N],
Pg = 5000 K i czestosci U= 40 [, przytozonym w przekroju x = j, od liczby wyra-

zOw szeregbw potegowych.
«ielkosci maksymalnych przemieszczern X(3), §(]) i wymuszone obcigzeniem réwno-
miernie roztozonym na diugosci belki o amplitudzie qy(x) w 1000[®/m] qg(x) = 100c[/m]

i czestosci @= 4C|-J dla réznej liczby wyrazéw szeregdbw potegowych zestawiono w ta-
blicy 5.

Tablica 5
Czesto- Przemie- bicz ha wyr azéw sz€regu
8¢ szczenia
U 5 8 10 20 40

R, 0,5249*10"~ 0,2100*10 o.aioo-io"~  0,2100*10"  0,2100*10"7

0 (211 0,1205*10"2 0,4331*10“* 0,4884*10"*  0,4834*10"" 0.4884-10"4

0 0 0
fh;wi 0 0

HORY 0,52248*10 0,2103*10"* 0,2104*10"~  0,2104*10"*  0,2104*10-4

40 0,1279*10-2 0,5141*10"~ 0,5143*10"3 0,5143*103 0,5143*10"3
0 0,1377*10"® 0,1907*10"®  0,1907*10"®  0,1907*10"®
Ola poréwnania w tablicach tych przedstawiono wielkosci przemieszczen ¢(j)

i f(j-) przy statycznym dziataniu obcigzen o wielkosciach wyzej wymienionych amplitud.
Przeprowadzono réwniez obliczenia testujgce dla programu wyznaczania funkcji
przemieszczen w przypadku dziatania na pret obcigzenia e dowolnej zdeterminowanej
funkcji czasowej.
2e wzgledu na ograniczong objeto$¢ pracy wynikéw testowania nie zatgczono.

8.3, Obliczenia stereomechaniczno kadtuba pojazdu specjalnego

Przedstawiony w pracy algorytm obliczen prowadzony byt pod katem mozliwosci wy-
korzystania go do obliczeh stereomechanicznych kadtubéw pojazdéw sepcjalnych,

Wwielu przypadkach postacie konstrukcyjne takich kadtub6w posiadajg cechy geo-
metryczne, ktére stwarzajg mozliwo$¢ wprowadzenia dla nich modelu obliczeniowego w
postaci preta cienko$ciennego.

Jednym z nieb jest aktualnie badany kadiub o schemacie przedstawionym na rys.5.

Do obliczen przyjeto przedstawiony na rys. 6 model preta cienko$ciennego podpar-
tego sprezys$cie. Podparcie sprezyste charakteryzuje zawieszenie pojazdu.



Obliczenia przeprowadzono dla nastepujgcych cech konstrukcyjnych kadtubas

1} 0d cinak preta zawarty pomiedzy przekrodj
mi i 5 (rys.6)

E=21 =1011 j-Sj , G=0,8t 1011 J-*gj ,

1=7,8. 103 , A=0,46508.10“1 [m2]

Iy= 0,176k10'2 [M] , 12£0.2851.10"1 [=4] ,
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1,=0,1021.10-4 [mM], lu = 0,5180>10"2 [m6] .
v,=0 , z* =0,3424 |n] 1:%1 1 =3,72 [m],
yo= 0,92 = 106 [£] , ci= 0.92.106 [£], ¢ * 0,1933 [*].

b) Odcinek preta zaeariy pomifdJy przekroja-
9 (rys. 6)

@
1

£=2,1 -« 1011 [*]|. 0,84 - 1011

E 5 7,8 = 103 [.M- A = 0,4748*10-1 -2]»
= 0.2202.10-2 j.*] - 1 = 0,3083*10_1
vV 0,1070»10-~ [M] , I u 0,9252*10-2 [mVv
0. =0,4031 §1 ., 1= §5 1=4,10 [ml,
k

g= 0,92*106 ] z-= 0.92.105 [g. cy 3 0.1933.101

M

z

Ponadto a poszczegélnych przekrojach preta rozmieszczono masy skupione o dgcznej
réanej Mg = 20 000 kg. Hasami skupionymi zmodelowano poszczeg6lne elementy wyposaza-

nia pojazdu.

Bla wyzej przedstawionych danych i przyjetego modelu obliczeniowego wyznaczono
pierwsze dwie czestosci kotowo drgan swobodnych, ktére wynoszg GO = 27,25 ["j 1
d)2 = 5"M25[-- Czestosci te nie zmieniaja swoich wartosci dla liczby wyrazéw pote-
gowych wiekszej od dziesieciu.

Przeprowadzono réwniez analize dynamiczng ruchu pojazdu w terenie po podtozu,kto-
rego profil przekroju w kieruaku ruchu pojazdu okreslony jest poprzez funkcje y = 0,2
sin M x .

Przyjeto ponadto, ze po obu stronach pojazdu (w tym samym przekroju) pofakdowa -
nia sa wzgledem siebie przesuniete o polowe *‘fali”,

W takim przypadku wymuszenie kinematyczne stanowigce oddziatywanie podtoza na
pojazd ma charakter funkcji harmonicznej. Wymuszenia kinematyczne poszczeg6lnych pun-
ktéw podparcia sprezystego kadduba mozna zastapi¢ poprzez odpowiednio sidy skupione
PA(E) = Tg = €®=- 1 momenty skupione M(t) = M  o*®*.

Obliczone amplitudy sit i momentéw skupionych dla przyjetych parametréw profil u

drgan i stalych sprezystego podparcia odpowiednio wynosza:

a 0,184 . 106 [R] , M= 0,3866 = 10¢ [Hi] -

Czestos¢ kotowa wymuszenia, wyznaczona dla predkosci ruchu pojazdu V = lo[~ji ddu-
gosci fali drogi 2 [m], wynosi U) = 31,4 [’Bef*
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Poniewaz poszczegélne sity wymuszajace sa wzgladem siebie przesuniete wfazie,za-
chodzi konieczno$¢ prowadzenia obliczan oddzielnie dla poszczegdélnych par obcigz en

wymuszajacych.

Ostateczne wartosci otrzymuje sie wwyniku superpozycji poszczegélnych przypad-
kéw obcigzen.

Wielkos$¢ amplitud przemieszczen w przekrojach 1 -9 zaznaczonych na rys. 6

dla poszczegdlnych przypadkéw obcigzenia zestawiono wtablicy 6, a odpowiadajgce im
wielkos$ci sit wewnetrznych wtablicy 7.

Tablica 6
Nr przekroju Nr ? i f
obciazonego przekroju ] [l [rdi
1 2 3 4 L 5

1 0,1433 0,0281 0,4179
2. 0,1069 0,0211 0,3119
3 0,0857 0,017 0,2503
4 0,0549 0,0108 0,1605
2 5 0,0514 0,0085 0,1277
£ 0,334 0,0052 0,0831
7 0,0060 0,0002 0,0149
8 - 0,0422 - 0,0089 - 0,1050
9 - 0,0779 - 0,0157 - 0,1936
1 0,1095 0,0223 0,3198
2 0,0846 0,0170 0,2472
3 0,0702 0,0139 0,2050
4 0,0492 0,0095 0,1437
3 5 0,0489 0,0079 0,1213
6 0,0366 0,0058 0,0909
7 0,0179 0,0024 0,0445
) - 8 - 0,0149 - 0,0035 - 0,0371
9 - 0,0392 - 0,0079 - 0,0973
1 0,0602 0,0129 0,1766
2 0,0523 0,0108 0,1529

3 0,0477 0,0095 0,1392 *
4 0,0409 0,0078 0,1193
4 5 0,0453 0,0073 0,1121
6 0,0413 0,0067 0,1024
7 0,0353 0,0058 0,0876
8 0,0248 0,0043 0,0617
9 0,0170 0,0033 0,0426
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c.d. tablicy 6

1 2 3 4 5
1 0,0179 0,0042 . 0,0528
2 0,0245 0,0052 0,0717
3 0,0283 0,0057 0,0S2b
a. 0,0338 0,0067 0,0986
6 5 0,0422 0,0070 0,1045
6 0,0454 0,0076 0,1125
7 0,0504 0,0087 0,1249
8 0,0591 0,0108 0,1467
9 0,0655 0,0125 0,1628
1 - 0,0193 - 0,0039 - 0,0561
2 0,0000 0,0001 0,0002
3 0,0113 0,0024 0,0329
4 0,0276 0,0058 0,0805
7 5 0,0395 0,0070 0,0979
6 0,0490 0,0087 0,1216
7 0,0636 0,0114 0,1576
8 0,0391 0,0164 0,2213
9 0,1080 0,0201 0,2683
1 - 0,0847 - 0,0185 - 0,2480
2 - 0,0429 - 0,0091 - 0,1256
3 - 0,0187 - 0,0036 - 0,0546
4 0,0166 0,0043 0,0488
8 5 0,0348 0,0071 0,0865
6 0,0554 0,0108 0,1376
7 0,0868 0,0163 0,2155
8 0,1422 0,0257 0,3524
9 0,1830 0,0325 0,4535

Zestawiona w tablicy 7 wyniki uzyskano przy zatotaniu 80 wyrazéw széregéw pote-
gowych.
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-11715*53

-20620,61

-36015,30

-34151,73

- 765,14
*0

0

+377,56
+30556,00
+90531,56
+35905,39
+99552/35
+92322,51
- 1240,71

1 2 fc—
0
2 +112,25
3 +146,14
4 + 72,26
7 5 +36,09
6 -56,69
7 -165,62
a f . 754
9 0
1 0
2 -354,61
3 —363,93
4 - 93,57
8 5 -34,41
6 ' +200,56
7 +355,75
8 + 14,12
9 0

0

[ —

0
-245,96
-9914 61
-33597,54
-26374,09
-55027,73
+55133,67
+ 1285,09
0
0
+37337i79
+52052,27
+34710,57
+27602,61
-7355,52
-60500,92
+ 2070,57
0

6
0

- 2,69
-91, 78
-259 54
B -267,92
-505,22
-255,05
- 5,08
0
0
+ 9,16

+274,44- ¢ -

+696,89

+630,13

+727,43

+551,47

+ 9,28
0

z
+35430,09

+35430,09
+35480,09
+55433,66
+35497,22
+35514,9:.
+55533,90
+35660,02
+7" 70,02
+77077,75
+77077,73
+77052,02
+76932,0?
+7656,1,53
+76303,55
+76709,30
+76540,76
+76640,76

c.d. tablic; 7

0

-470,41
+18035,72
+64756,75
+44164,63
+32270,51
-35466,39
- 8373,88

0

0
-76069,35"
-107539,00
-79964,18
-29044,26
+13999,99
+33162,31
-14032,62

0

n.... G

0
+1068,54 ,
+1179,17

-21336,14

-27412,56

-53095,51

-126134,30

+ 037
0
0
+ 7755,33
+69097*05
+192753,16
+125511,14
+142610,53
+123469,13
+ 3436,93
0 -

Na podstawie zasady superpozycji (ukfad liniowo-sprezysty) i rozwazanych przypa-
dkdw obcigzenia okreslono rzeczywiste wielkosci przemieszczen (tablica 8) w poszcze-
gélnych przekrojach kadtuba pojazdu znajdujacego sie w ruchu po wyzej okresSlonym (»ro-
nie wchwili, gdy pojazd znajduje sie w potozeniu jak na rys. 7. Na rysunku tym przed-
stawiono graficznie posta¢ odksztatcong kadtuba.

Nuner
przekroju

© oo N oo bW NP

1
]

- 0,0009
0,0223
0,0355
0,0552
0,0734
0,0848
0,1022
0,1156
0,1535

i
]

- 0,0013
0,0038
0,0073
0,012
0,0136
0,0155
0,0186
0,0234
0,0268

Tablica 8

\Y
[rd]

- 0,0037
0,1040
0,2768
0,1616
0,1824
0,2107
0,2537
0,3295
0,3853

Wcelu zbadania sztywnosci statycznej na skrecania obcigzono kadiub w przekroju
2 momentem U = 0,3866 = 10® [NhU. Wyniki obliczen zestawiono w tablicy 9.
Na zakoniczenia nalezy pedkresli¢.zaw rozpatrywanym przypadku oslo preta dla obu
odcinkéw nie lezg na jednej prostej, lecz gtéwne centralne osie bezwladnosci prze-
krojéow sa do slobio réwnolegte. Ponadto sita osiowa P = 0.



Wtakim przypadku warunki (2,23), , (2,23)2 , (2.23)3 , (2.23),, i trzeci warunek
wyrazenia (4.48) przyjma postac

1p* ’h (zoptzxp z/) : (8.1),
ipav (V yv > (8.1)2
ip = 1[~ (ZO0przdp zd1)~j - @.1)3
£P -sj fiyp+ty-yaOA > @.D;,

P layzp G PN IV Y vy weURRTGREgN <y MLy {819),

gdzie:
yop z wspo6trzedne Srodka ciezkos$ci przekroju prawej czesci preta w ukia -
’ dzie Xj, y, okreSlonym dla lewej czesci.

Pozostate elementy macierzy przekroju sg takie same jak dla preta z warunkami po-
Srednimi. i ,

Jezeli gtéwne centralne osie bezwladnosci przekroju nie sg dla obu czesci preta
rownolegte, wowczas nalezy wprowadzi¢ wzory transformacyjne.
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9. UWAGI KOLCOWE | WNIOSKI

Wopracy sformutowano zagadnienia dotyczace dynamiki pretéw cienkosciennych, ze
szczegblnym uwzglednieniem zastosowan de obliczenn stereomechanicznycb kadtubéw poja-
zddw specjalnych.

Opracowane algorytmy stanowia oryginalne rozwigzania zagadnien drgan swobodnych,
drgan wymuszonych i statecznos$ci dynamicznej pretéw cienkosciennych o profilu otwar-
tym i zmiennym przekroju. Zagadnienia analizowano w ujeciu linlowo-aprezystym przy za-
tozeniach Wlasowa [118].

S rozwigzaniu tych zagadnien dla pretéw o stalym przekroju zastosowano rozwinie-
cia funkcji przemieszczen  (x), £ (x), F(x) wszeregi potegowe.

Woprzypadku pretéw o zmiennym przekroju w rozwigzaniu zastosowano metode macierzy
przeniesienia, w ktdérej macierz przesta zostata okre$lona w oparciu o rozwigzanie
jak dla preta o statym przekroju.

Poniewaz algorytmy rozwigzan budowane byty pod katem mozliwosci wykorzystania ieh
w obliczeniach numerycznych zagadnien stereomechaniki kadtubéw pojazdéw specjalnych
0 postaci przedstawionej aa rys. 5, dlatego w réwnaniach uwzgledniono gtéwne przypa-
dki, ktére sa modelami kadtubdéw obecnie projektowanych. Algorytmy rozwigzah 1 stoso-
wane metody obliczen dobierano w aspekcie mozliwosci dogodnego programowania ich ca
elektroniczng maszyne cyfrowa z uwzglednieniem pojemnosci pamieci i czasu pracy aktu-
alnie dostepnych w kraju maszyn cyfrowych.

Z tych to wzgledéw w rozwigzaniach zastosowane metode macierzy przeniesienia, w
ktérej, jak wiadomo [85], nie wystepujg uklady réwna¢ algebraicznych o duzej liczbie
niewiadomych. Umozliwis to wykonanie obliczei numerycznych ca maszynach cyfrowych o
stosunkowo nieduzej pamieci operacyjnej, nie ograniczajac praktycznie liczby przeset
preta.

Nalezy ponadto podkresli¢, ze aczkolwiek rozwigzania sg pozornie skomplikowane,to
jednak wiele algorytméw jest powtarzalnych. Utatwia to znacznie proces programowania
na BEMC Pewne udogodnienia w tym zakresie uzyskano réwniez w wyniku zastosowania roz-
winiecia funkcji przemieszczen lj"(x), £ (n), F(x) w szeregi potegowo.

Biorgc pod uwage, ze szeregi te sga na og6t ( por.np. [62]) szybko zbiezne, skraca
to réwniez znacznie czas pracy maszyny cyfrowe;j.

Zbiezno$¢ szeregdw potegowych dla rozwigzanego przypadku preta ilustrujg tablice
3, 4 i 5. Wtablicach tych podano wielkos$ci dwéch pierwszych czesto$ci drgan swobod-
nych 1 wielkosci amplitud przemieszczen w $rodku rozpietosci preta, wywotanych obcig-
zeniem harmonicznym dla 5, 8, 10, 20 i 40 wyrazéw szeregébw potegowych.

Uzyskane w pracy wyniki wskazujg, ze czesto$ci drgan swobodnych i amplitud prze-
mieszczen nie zmieniajg praktycznie swoich wartosci dla liczby wyrazéw szeregu wiek-
szej ed 10. Zwiekszenie liczby wyrazéw szeregdéw tylko nieznacznie wydluza czas pracy

maszyny cyfrowej.



Przeprowadzone obliczenia numeryczne dla réznych dtugosci pretéw wykazuje, ze
zbiezno$¢ maleje wraz ze wzrostem diugosci preta. Wtakich przypadkach poprawe zbiez-
nos$ci mozna uzyska¢ wwyniku podziatu preta na wigksza liczbe odcinkéw.

Zamieszczone w pracy algorytmy rozwiazan wykorzystano w obliczeniach stereeme-
chanicznych kadtubéw pojazdéw specjalnych, lecz ich zastosowanie moze byé znacznie po-
szerzone. Aktualnie przygotowuje sie algorytmy rozwigzan dla preta cienkos$ciennego o
osi krzywoliniowej. Wtakim przypadku nalezy w macierzy przekroju wprowadzi¢ wzory
transformacyjne.

ii©zwigzania ww zagadnien zostaly zaprogramowane na maszyne cyfrowa w ten sposéb,
aby istniata mozliwo$¢ uruchomienia dlaszych programéw, ktére mozna by uzyskaé w wy-
siku kompilacji odpowiednich blokéw programéw istniejacych.

Przedstawione opracowanie stanowi prébe uzupetnienia informacji wtym zakresie
wiedzy i moze by¢ uwazane jake podstawa teoretyczna do dalszych badan w zakresie za-
stosowann modelu preta cienkosciennego. Autor liczy sie réwniez z koniecznos$cig rozsze-
rzenia opracowania do zagadniern stochastycznych i nieliniowych oraz zagadnienn ztozo-
nych uktadéw o zmiennej strukturze [115].
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PROBLEMY DYNAMIKI PHETOS CIENKOSCIENNYCH

Streszczania

Wopracy przedstawiono rozwigzanie zagadnienia drgan swobodnych, drgan wymuszo -
nych i statecznos$ci dynamicznej pretéw cienkosciennych < profilu otwartym.

Zagadnionia te dla pretow o statym przekroja rozwigzane przy zastosowaniu rozwi-
niecia funkcji przemieszczen w szeregi potegowa. W przypadku pretébw o zmiennym prze-
kroju, wprowadza sie¢ model preta o przekroju odcinkowo statym (skokowe zmiennym) i
stosuje sie metode macierzy przeniesienia. Zagadnienie drgan wymuszonych rozwigzano
dla przypadku obcigzenia harmonicznie zmiennego w czacie i dowolnej zdeterminowanej
funkcji czasowe;j.

W przypadku dowolnej funkcji czasowej obcigzenia dziatajacego na pret stosuje sie
w rozwigzaniu metode Hubnowa-Galerkina.

W zakonczaniu pracy omowione szczegdlne przypadki rozwigzanych probleméw oraz po-
dano uwagi o zbieznos$ciach przedstawionych rozwigzan.

Na podstawia przedstawionych algorytméw uruchomiono kilka programéw na elektio-
niczng maszyne cyfrowg serii (RA 1300 w jezyku FORTRAN przy pomocy ktérych przepro-
wadzono obliczenia numeryczne, dla kadituba pojazdu specjalnego.

Zagadnienia rozpatrzono w ujeciu liniowo-sprezystym przy zatozeniach tzw. tech -
nicznej teorii pretéw cienkosciennych dla dowolnych warunkéw poczatkowo-brzegewycli.



NPOBJEMH JWHAMHKH TOHKOCTEHHLIX CIEPHHIlli

P e 3ioMe

3 paBoie npetciaBjieHH pemeHsui sonpocoB cbodomhhx h shiHyameHHax KoxeGaHuH
a Térate flHHaMHuecKOg ycToMHHBocTH tOHKOCTeHHHX ciepxHed OTupuioro npoijHJig.

3th BonpocH ajin CTepraed nocTOHHKoro ceneHM 61uih pemeiiu npn ncnojibaosa-
HHK pa3JiosceHaa (JyHKijKH nepeMensemiS b cTeneHjme pa™H. B c-riynae cTepscHefi ne-
peMeHHOro ceqeHHH, bbodhtca Mo™eat oiepacaa objia,naiomy» cenemieM hdctohhhkm
Ha onpe“ejieHHHM 0Tpe3Ke CKé&nK0Oo6pa3dHO uepeMeHHoe ceneHHe h npHMeHxeTcfl ue-
to4 MaTpHU nepeHOca, Bonpoc BtmysjfleHHHX KOJieOaHuB pemen mun caynaa rapMOHH-
uecKH nepetietHHOM Harpy3KH h jiioOoS "eTepMHHipoBaHHOR YiyHKHHH apesjeHH,

B cjiynae Npon3Bo.ibHOO BpeweHHoM <ji>yHKUira Harpy3KK fleaeisyioineS Ha oiepjtceHfa
npn pemeHHH npuMeHHicT Meio® ByRHOBa-FajiepKHHa.

B saKJiBneHHH pafoTH OHHCHBaxiTCH ooo6ue ojiynaH pemeHHHX npodjiew h ;;aj0TOii
3aMenaHHH 0 cxoahmocth npesciaBJieHHUJc pemeHH®.

Ha ooHOBaHHH npe~cTaBJieHHKX aaropMMOB oOwio paapaSoTaHO necKOabKO npu-
rpaMM ajih 3BM cepHH O£PA 1300 Ha h3hk6 10PTPAH npn homoiuh kotodmx 6mah npo-
BeaeHH ipi$poBue pacneTH ajm Kopnyoa cneunalibHoro epeacTBa nepejBHxeHHa.

Bonpoc paccMOTpeH b jmneftHO-yiipyroM iiohhmgiihh npn nojioxemiH Tax jrastmae-
MOO TeXHHHeCKOfl TeopHH TOHKOCTeHHHX CTepKHeS JUJIH npOHSBOabHMX H51tiaabHO-6e-
peroBbtx ycjiOBHFI.



DYNAMC PRCBLEIVB CF THE THIN WALLED RCCS

Summary

in the paper «ere solved problems of the fre and forced vibrations as «ell as dy-
namic stability of the open profile thin - »ailed rods.

These problems »ere solved for the rods of a constant cross-section liith applica-
tion of the displacement function expancioned into power series.

In the case of rods of the variable cross-section the models of rods with a seg-
ment constant cross-section were introduced (stepped variable)s and the method  of
transfered matrix was applied.

Problems of the forced vibration were solved for the case of the harmonic force
variable in time and for an arbitrary determined time function.

In the case of an arbitrary time function loading the rods the method of Bnbnov-
Galerkin »as used.

At the end of the paper specific cases of solved problems discussed and nofices
on convergence of the discribed solutions were presented.

An the base of algorithms presented some routine on BMC CCEA 1300 in FORTRAN we-
re started.

With the aid of that routines numerical calculations of the special vehlcal bedy
were carried.

Problems «ere examined in a linear - elastic formula vith assumption of so-called
theory of the thin-walled rods for arbitrary initial and boundary conditions.



