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1. WSTĘP

1 .1 . Cel 1 zakres pracy

Tendencje do realizowania coraz lżejszych i oszczędniejszych konstrukcji, pod 
względem zażycia materiałów, przejawiają s ię  między innymi w projektowaniu konstruk­
c j i  cienkościennych. Is tn ie je  szereg konstrukcji cienkościennych, które -  ze względu 
aa swoje cechy geometryczne i  charakter obciążenia -  mogą być modelowane w oblicze -  
niach stereomechanicznych prętem cienkościennym (elementy samolotu, kadłuby okrętów 
i pojazdów specjalnych, niektóre elementy budowlane i t p . ).

W obliczeniach stereomechanicznych prętów cienkościennych elementarna teoria  obli­
czeniowa naprężeń i odkształceń, oparta na założeniu płaskich przekrojów, na ogół nic 
może byó stosowana. Z tego względu wynikła konieczność opracowania te o r i i ,  która by 
bardziej adekwatnie oddawała rzeczywistą pracę tego typu konstrukcji.

W te o r ii  prętów cienkościennych wprowadza s ię  następujące dwa podstawowe założe­
nia [116] (oprócz założeń stosowanych w te o r ii  prętów pryzmatycznych):
-  pręt cienkościenny rozpatruje s ię  jako powłokę, k tórej przekroje poprzeczne nie u- 
legają  odkształceniu w swoich płaszczyznach,
-  pomija s ię  odkształcenie postaciowe powierzchni środkowej pręta.

Założenie o nleodkształcalności konturu je s t  spełnione dla prętów, u których gru­
bość ścianek je s t  dostatecznie duża w porównaniu z pozostałymi wymiarami przekroju , 
lub pręt posiada przepony wystarczająco gęsto rozmieszczone na długości.

Odkształcenie postaciowe powierzchni środkowej pręta je s t  na ogół tak małe, żo 
można je  z całą  świadomością pominąć.

Praca podzielona je s t  na trzy zasadnicze części.
W części pierwszej przedstawiono rozwiązanie zagadnienia drgań swobodnych pręta 

obciążonego s ta łą  s i łą  P d ziała jącą centralnie (wzdłuż osi p ręta). Określono tu para­
metry Un (częstości kątowe drgań swobodnych), jak również funkcje własne pręta stano­
wiące punkt wyjścia do rozwiązania następnego zagadnienia.

W części drugiej rozpatrzono zagadnienie drgań wymuszonych pręta obciążonego sta ­
łą  s iłą  P działa jącą centralnie oraz poddanego działaniu obciążenia o dowolnej zdete­
rminowanej fu nkcji czasowej (przypadek ogólny) lub obciążenia harmonicznie zmiennego.

Trzecia część pracy przedstawia analizę zagadnienia stateczności dynamicznej prę­
ta obciążonego zmienną s i łą  P (t) działającą centraln ie. W części t e j  podano algorytm 
wyznaczania stateczności dla przypadku, gdy s iła  P (t)  je s t  funkcją okresową.

Przedstawione zagadnienia rozpatrzono w ujęciu linlowo-sprężystym przy założenia.h 
tzw. technicznej te o r ii  prętów cienkościennych wprowadzonych przez Kappusa [36] ,  a na­
stępnie uogólnionych przez Włesowa [l16].
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Pręt cienkościenny o dowolnej zmianie przekroju poprzecznego modelowane prętem o 
przekroju odcinkowo stałym, przy czym przyjęto, że główne osie bezwładności poszcze­
gólnych odcinków pręta są do sieb ie  równoległe.

Celem n in ie jsz e j pracy je s t  rozwiązanie problemów drgań swobodnych,drgań wymuszo­
nych i podanie algorytmu określenia obszarów dynamicznej stateczności (stab iln o ści) 
dla prętów cienkościennych o zmiennym przekroju i  profilu otwartym przy dowolnych wa­
runkach początkówo-brzegowych.

Przedstawiono również rozwiązanie zagadnienia stateczności statycznej i  statyki 
tych prętów jako przypadki szczególne drgań swobodnych i  wymuszonych.

Całość opracowania poprzedzona je s t  wstępem, w którym omówiono krótko dotychcza -  
sowy rozwój zagadnień rozpatrywanych w pracy i podano uzasadnienie przy jętej metodyki 
rozwiązania zagadnienia. W zakończeniu zamieszczono uwagi dotyczące zbieżności przed­
stawionych rozwiązań.

Na podstawie podanych w pracy algorytmów rozwiązań poszczególnych zagadnień uru­
chomione kilka programów na elektroniczną maszynę cyfrową.

Temat pracy stanowi integralną część badań naukowych Instytutu Podstaw Konstruk­
c j i  Maszyn Politechniki ś lą s k ie j, który wynikł z bezpośredniego zapotrzebowania prze­
mysłu.

Opracowanie n iniejsze je s t  kontynuacją i uogólnieniom dotychczasowych badań auto­
ra w zakresie obliczeń stereomechanicznych prętów cienkościennych, opublikowanych w 
pracach [100, 101, 102, 103, 10%}.

1 .2 . Przegląd dotychczas opublikowanych prac związanych 
z rozpatrywanym zagadnieniem

Teoria prętów cienkościennych, zapoczątkowana przez Wagnera [109] i rozwijana mię­
dzy innymi przez Ostenfelda [76], F.Bleicha i H.Bleicha [ 7 ] ,  Kappusa [36], Łundąuista 
i  Fligga [52, 53] , a następnie uporządkowana i uogólniona przez Własowa [118], ma ó- 
becnie bogatą lite ra tu rę .

Ze względu na dużą liczbę prac dotyczących t e j  te o r ii ograniczymy się  tylko do 
wyszczególnienia niektórych pozycji literaturowych, mających ścisły  związek z rozpa­
trywanym zagadnieniem.

Pręty cienkościenne w wyniku odkształceń przyjmują postać giętno-skrętną, a więc 
analiza zagadnień dotyczących stereomechaniki tych prętów w ogólnym przypadku prowadzi 
do rozwiązania układu równań różniczkowych zwyczajnych lub cząstkowych. Trudności zsiąr- 
zane z rozwiązaniem tego układu równań stwarzają w wielu przypadkach konieczność sto­
sowania przybliżonych metod obliczeniowych, które przy wykorzystaniu w obliczeniach 
numerycznych maszyn cyfrowych dają wyniki wystarczająco dokładne. Szczególnie często 
w tych przypadkach stosuje s ię  rozwinięcie szukanych funkcji w szeregi potęgowe [2 7 , 
42,46,51,5% ,113,114,116] i metodę Bubnowa -  Galerkina [69 ,73 ,77 ,80], Biorąc pod uwagę 
możliwość stosowania maszyn cyfrowych, pręty o dowolnej zmianie przekroju modeluje się 
prętami o przekroju odcinkowo stałym [3?,U 3].

Szerokie zastosowanie w obliczeniach stereomechanicznych takich prętów znalazła 0- 
becnie metoda macierzy przenieś ie n ia [22 ,30 ,57 ,58 ,19 ,bO,61 ,62 ,63 ,84 ,83 ,86 ,87 ,1U0,101, 
102,103,10%].



Problemy dynar ik i prętów cienkościennych, które stanowią w ostatnich latach jeden 
z głównych tematów badań w tym zakresie, można podzielić na trzy zasadnicze grupy za­
gadnień:
-  zagadnienia dotyczące drgań swobodnych,
-  zagadnienia, które dotyczą drgań wymuszonych,
-  zagadnienia'obejmujące stateczność dynamiczną.

N ajliczniejsza grupa prac koncentruje się  na zagadnieniu określenia parametrów 
własnych (drgania swobodne) prętów cienkościennych.' Rozpatrywane w tych pracach proble­
my dotyczą zwykle prętów o pewnych szczególnych warunkach brzegowych lub prętów o szcze­
gólnych cechach geometrycznych [5 ,10 ,18 ,106 ,118 ,120],

Prowadzone były również badania wpływu na parametry własne zmiany przekroju po -  
przecznego i sztywności zamocowania pręta [2 ,122 ], stałych s i ł  obciążających pręt [4, 
3 8 ], niejednorodności tworzywa pręta [49 ,9 6 ] itp . Interesującą analizę zagadnień sta ­
tyki i  drgań swobodnych przedstawiono w pracach [65,112,113], gdzie rozwiązani® po­
stawionego zadania otrzymano przy zastosowaniu elementów skończonych.

Metoda elementów skończonych, k tórej rozwój i  popularyzację w kraju należy zaw­
dzięczać głównie pracom Szmeltera [98,99] 1 Zienkiewicza [123], w przypadku rozwiązy­
wania zagadnień dynamicznych wymaga również stosowania maszyn cyfrowych o stosunkowo 
dużej-pamięci operacyjnej.

Pewne zalety w tym względzie posiada opracowany przez Kruszewskiego [43] oryginal­
ny wariant dyskretyzacji,zwany sztywnymi elementami skończonymi.

Wydaje s ię  jednak, żc stosowanie metody elementów skończonych w zagadnienie!» dyna­
micznych prętów, ze względu na stosunkowo dużą liczbę operacji numerycznych o równo­
cześnie możliwość korzystania z innych metod (np. metody macierzy przeniesienia) , je s t  
ograniczone,

Problemy z zakresu drgań wymuszonych w większości dotyczą drgań skrętnych i 6 ,13 , 
33 ,34 ,89 ], lub drgań wymuszonych harmonicznie [104],

Stosunkowo duża liczba prac dotyczy zagadnienia stateczności dynamicznej prętów o 
określonych cechach geometrycznych, poddanych szczególnym przypadkom obciążenia (np . 
impuls tró jkątny) [11 ,24 ,45 ,70 ,83 ].

Oprócz wyżej wymienionych zagadnień poruszanych w lite ra tu rz e , dotyczących omowi»- 
nego problemu, spotyka się  prace, mające charakter uzupełniający. Dotyczą one z3kresu 
stosowalności te o r ii  prętów cienkościennych w zagadnieniach dynamicznych [48], ob li­
czeń przy wprowadzeniu pewnych uproszczeń [3 ,32 ,64 ,117] lub uściśleń [55 ].

Ra zakończenie należy zaznaczyć, że is tn ie je  jeszcze szereg prac, dotyczących za­
gadnień dynamicznych prętów cienkościennych o profilu zamkniętym. Z uwagi na to ,żen ie  
są one przedmiotem opracowania, prace te  pominięto.

2 przedstawionego krótkiego przeglądu opublikowanych dotychczas prac wynika potrze­
ba opracowania ogólnego rozwiązania zagadnień dynamiki prętów cienkościennych dla do­
wolnych warunków pcczątkowo-brzegowych z uwzględnieniem stosowania elektronicznej tech­
niki obliczeniowej, jak również potrzeba przeprowadzenia szerszej analizy zastososa- 
nia metedy macierzy przeniesienia do tego typu rozpatrywanych zagadnień.

- 5 -
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1 .3 . Przyjęta metoda rozwiązywania zagadnień

Zagadnienia dotyczące drgań swobodnych, drgań wymuszonych i  stateczności dynami­
cznej prętów cienkościennych o stałym przekroju sprowadzają się  do problemu rozwią­
zania układu równań różniczkowych o stałych współczynnikach.

W przypadku prętów o zmiennym przekroju równania ruchu opisane są układem równań 
różniczkowych cząstkowych o współczynnikach funkcyjnych, przy czym funkcje tych współ- 
czynników zależą od charakteru zmiany cech geometrycznych przekroju pręta.

Rozwiązania tego problemu można praktycznie uzyskaó w wyniku zastosowania jednej 
z metod przybliżonych (1 5 ,3 5 ,6 ? ]. Każdorazowo inny charakter zmiany przekroju wymaga 
na ogół ponownego rozwiązania układu równań.

Zastępując pręt o dowolnie zmiennym przekroju prętem o przekroju odcinkowo sta­
łym (skokowo-zmlennym) i  stosując metodę macierzy przeniesienia, możemy otrzymać 
rozwiązanie powyższego problemu w znacznie prostszej postaci, nadającej się  stosunko­
wo łatwo zaprogramować na elektroniczną maszynę cyfrową.

Pierwsze sformułowanie metody macierzy przeniesienia podali -  niezależnie od sie ­
bie -  Giimbel [26] (1912 r . ) ,  Holzer [29] (1921 r . ) i Tolle [108] (1921 r . ) . Metodę tę 
wykorzystano do określenia swobodnych drgań skrętnych walów.

Zastosowanie rachunku macierzowego do rozpatrywanej metody wprowadzili Targoff 
[105] i Thomson [10?].

Intensywny rozwój metody macierzy przeniesienia przypada na la ta  pięćdziesiąte,w 
których tó powstała możliwość stosowania elektronicznej techniki obliczeniowej.W tym 
właśnie okresie ukazały się  między innymi prace Falkego [ 19 ] ,  Fuhrkego [2l].Uarguer- 
rego [56], Pestela [78], Schnella [ 92] .  Popularyzację t e j metody w kraju należy przy­
pisać pracom Ponomariewa [81 ,82], a w szczególności pracom Rakowskiego [84 ,85 ,86 ,8?]
1' Matei [ 5 7 , 58 , 59 , 60, 6 1 , 62, 6 3 ] .  W pracach Matei zastosowano nieco inne, w porównaniu 
do wymienionych prac, u jęcie  metody macierzy przeniesienia zaproponowane przez Wagne­
ra [110,111]. Jako elementy wektora stanu przyjęto nie parametry początkowe lecz war­
to śc i funkcji przemieszczeń i wartości kilku pochodnych t e j  funkcji w rozpatrywanym 
przekroju. .

Zaproponowane przez Wagnera u jęcie  je s t  w wielu przypadkach prostsze od sposobu 
opartego na metodzie parametrów początkowych,gdyż wystarczy znalaźć całkę ogólną, w 
k tórej stałymi całkowania są wartości funkcji oraz wartości pochodnych te j funkcji na 
początku przedziału.

Metoda macierzy przeniesienia pozwala każdorazowo określić granice, w jakich po­
winna zawierać s ię  rozwiązanie "ś c is łe "  przy założeniach technicznej te o r ii prętów ,  
cienkościennych, a więc można otrzymać rozwiązanie o żądanej dokładności. Dokładność 
otrzymanego rozwiązania zależy od liczby odcinków, na które podzielono pręt.

Biorąc pod uwagę wyżej przedstawione aspekty, zdecydowano rozwiązać postawione 
problemy za pomocą metody macierzy przeniesienia, programując ją  na elektroniczną ma­
szynę cyfrową. Metoda macierzy przeniesienia polega na określeniu macierzy zwanej ma­
cierzą przeniesienia, którą otrzymuje się  w wyniku iloczynów macierzy przęsła i macie­
rzy przekroju (węzła). Macierz przeniesienia określa związki pomiędzy wartościami fun- 
k c ji  przemieszczeń i ich pochodnych na początku i końcu pręta (x = 0 i X = l) .P o s ta ć  
macierzy przęsła wyznacza się  na podstawie rozwiązania problemu na ogół dla pręta o
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stałym przekroju* Macierz przekroju określa s ię  z warunków równowagi i nierozdzielno 
ś c i  przemieszczeń w danym przekroju.

Przyjęta w pracy terminologia odnośnie macierzy przeniesienia oparta je s t  o 
nazewnictwo przedstawione w pracy Rakowskiego [85 ].

1 .4 . Zestawienie ważniejszy cli oznaczeń

rj -  przemieszczenie punktów osi środków zginania w kierunku osi y,
£ -  przemieszczenie punktów osi środków zginania w kierunku osi z,
£ -  przemieszczenie punktów osi środków zginania w kierunku osi x,
(p - kąt obrotu przekroju,

x>yrZ -  główne centralne Osi bezwładności przekroju, 
y -  współrzędna środka zginania w kierunku csi y,
z -  współrzędna środka zginania w kierunku osi z,
E -  moduł sprężystości podłużnej,
G -  moduł sprężystości poprzecznej,
i  -  ciężar objętościowy tworzywa, z którego wykonano pręt,
g -  przyśpieszenie ziemskie,
A -  powierzchnia przekroju,

Ix -  moment bezwładności przekroju przy czystym skręcaniu,

m -  masa skupiona,
-  masowy moment bezwładności masy skupionej względem osi £ ,
-  częstość kołowa drgań swobodnych,

Cy -  sta ła  sprężystego podparcia w kierunku osi y,

C2 -  sta ła  sprężystego podparcia w kierunku osi z,

Cif -  s ta ła  sprężystego podparcia ze względu na obrót odpowiadający kątowi V ,

P -  osiowe obciążenie skupione d ziałające centralnie,
? y ( t ) -  poprzeczne obciążenie skupione d ziałające równolegle do osi y,

t*2( t ) -  poprzeczne obciążenie skupione d ziałające równolegle do osi z,
M(t) -  skupiony moment skręcający,
q y (x ,t ) -  poprzeczne obciążenie rozłożone w sposób ciągły równoległe do osi y,
qz( x , t ) -  poprzeczne obciążenie rozłożone w sposób ciągły równoległe do osi z,
m (x,t) -  moment skręcający rozłożony w sposób ciągły,
Y -  wektor stanu,
F -  macierz przekroju,
colon] ] -  macierz kolumnowa,

[ l -  macierz diagonalna,
H; -  macierz przęsła i ,

H -  macierz przeniesienia.
¿„K -ó Krbneckera



2. WARTOŚCI WŁASNE I FUNKCJE WŁASNE PRęTuW CIENKOŚCIENNYCH

2 .1 . Wprowadzenie

Wartościami własnymi w przypadku prętów cienkościennych są s iły  krytyczne Pkp i 
częstotliwość drgań swobodnych Ł)n. Odpowiadające tym wartościom funkcje przemieszczeń 
osi zginania nazywamy funkcjami własnymi [12 ,17 ,95].

W przypadku zagadnień stateczności prętów cienkościennych -  wielkości s i ł  kryty-- 
cznych i  odpowiadające im funkcje przemieszczeń skreślono w pracach [100, 101, 102, 
103].

Obecnie przedstawiamy algorytm wyznaczania częstości drgań swobodnych i  funkcji 
przemieszczeń, odpowiadających tym częstościom.

' 2"z* Określenie macierzy przęsła

Podstawowe równania różniczkowe zagadnienia drgań swobodnych pręta cienkościenne­
go o profilu otwartym i stałym przekroju, obciążonego s iło  P, działającą centralnie 
(rys. 1) mają postać fi 18j !

ra JJL W  -
EA dz* ~ g  T F  * °

n  is-.Jk. A _ + / A ^  + pii + i ^ . Ą  + P2 ą , 0
3x4 g 3x’3t2 g di* P 3x2 ę Ot2 z« dx*

n  i Ł - * k . J ^ + t*.*Ł + p£L-tńikft-Pa Ą  .o
LJy dx* g d*dł g Si2 ■ 3x' g di dx (2 .1 )

Mz* tAy. d‘£ . ¿>4f  $3» d4f
~ W * Pi‘l ? '  e,Ła F ' T ' * W  ł

Hr ’ a‘ V 3‘V „ , P f
+ g ■ at‘ S,t 3x‘  + Pr 3x‘ * G •

g d z ie :

r‘*jr + y«‘.+zź , Jc-Jz + Ju
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Pierwsze równanie układu (2 ,1 )
przedstawia równanie różniczkowe swo­
bodnych drgań podłużnych pręta i  je s t  
niezależne od pozostałych trzech.«Roz- 
wiązanie je fo  podane je s t  w każdym
podstawowym podręczniku, dotyczącym
dynamiki układów o parametrach rozło­
żonych w spo3Ób ciągły*

y Dalsze więc rozważania dotyczyć
będą tylko swobodnych drgań giętno -  
-skrętnych, których funkcje przemie­

rz z szczeń q ( x , t ) ,  J  ( x , t ) ,  f ( x ,t )
g „ określimy a wyniku rozwiązania pozo­

stałych trzech sprzężonych równań różniczkowych układu (2 .1 ) .
Stosując metodę rozdziału zmiennych Poisscna, funkcje przemieszczeń ( x , t ) ,  

(x,t), f ( x ,t )  -  w przypadku drgań swobodnych -  wyrazimy w następującej postaci:

gdzie:
Cd -  n-ta częstość kątowa drgań swobodnych pręta (wartość własna), n
(x), (x),% (x) -  n-te funkcje przemieszczeń osi odkształconej pręta, zwane

d ale j funkcjami własnymi.
Podstawiając zależności (2 .2 )  do układu równań różniczkowych (2 .1 ) , przekształci­

my układ równań różniczkowych cząstkowych w układ równań różniczkowych zwyczajnych o 
następującej postaci:

q(x.t) • -Z i}„(x)sint*,t , 

5 (x,t) = £  ¿„(x)smco„t , 

<P(x,f) - £  % (x)sin<o„t ,

(2 . 2 )

(2.3)
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Wprowadzimy do równań (2 .3 ) następujące oznaczenia:

Wówczas równania (2 .3 ) przyjmą postać:

o.i?- ł * a3n* * a4f„ * a,fi =0 ,
b,*>n * + b3fr <■ b4v„ * b ,fi  - 0  ,

C ,r : + Cj f i  * c3f„ * c4i?„ * csq4 t c , J ,  * c7$'„ =0 .

(2 .4 )

Rozwiązanie powyższego układa równań różniczkowych w postaci "zamkniętej", np. z 
wykorzystaniem transform acji Laplace’ a [60,100,101], prowadzi do bardzo pracochłon­
nych obliczeń i  je s t  z praktycznego punktu widzenia niemalże nieosiągalne [101 ]. Dla- 
tego, podobnie jak w pracach [57 ,61 ,62 ,114], do rozwiązania układu równań (2 .4 ) zasto­
sowano rozwinięcie funkcji przemieszczeń i?„(x), t)„(x ) , %(x) w szeregi potęgowe w po­
s ta c i :

Pierwsze cztery współczynniki każdego z szeregów (2 .5 ) są wartościami brzegowymi 
odpowiednich funkcji r]„(x) ,£„(x) ,%(x) pomnożonymi przez liczbę jeden, dwa i sześć. 

Wstawiając funkcje (2 .5 ) do równań różniczkowych (2 .4 ) , otrzymamy:

(2 .5 J

(2 . 6 )

y f ¡(¡-i)(]"2)(r3) xr4 * b2 z ja-o y ” xh2 + 
ib3Z  Y " x J+ bt Z x" ■ X1 ,t bs £ j (j-1) x" ■ x J'2=0

I



c- $ i ( r i ) ( i : 2 ) ( r 3 ) x < x im** c2 Ej(j-i) x " x ' ' 2+

' c3 f  * / * • * ' + c« 2  0 "  - x J i c5 r 7O-O0; x J' ^

* % ? * ? • * '  * c7 Z j ( y 1 ) V ?  x j ' 2 = 0
Powyższe równania będą spełnione ty lk o  wtedy, gdy suma współczynników 

rzędnej x  o t e j  samej potędze będzie równa zerw*
Przyrównując w ięc poszczególne sumy w równaniach (2 * 6 )  do z e ra , otrzymamy:

a, ( p j j i  Q" + at f j i j j i  Qj!2 + o3■ Q"-4 + a4 * £  +■ as ̂  * £  = £? ,

r  + b2 V£., + Ą + &  ¡̂n-4 + & ( 7 3 5 / = (.

c, ^  ao" ♦ c2 (¿¿j, 3<£ ■» c* ■ * &  + <V £?A * c5 ̂  C  + 

>cr(± X ‘ 0 ■ i- 4,5,6,...

Ma podstawie równać ( 2 ,7 )  możemy napisać wzory rekurepcyjne na współczynniki 

regów potęgowych, słusznych dla  j ? 4 ,  jako

Q n_ Ol (¡-4)! nn _ Oj (i-4)!nn a, (j-4)! « Oj (¡-4)! »
a‘ a, (fi)! u-> a, ~  U" ĆT, —  **  - ću TFw *”  >

11 -

przy współ-

sz e -

_ci (±£. nr" _ Cr (i-4)! Wn 
c, ¡i c, i! ' ,m* ■

Wprowadzając następ ujące oznaczenia w zależn o ściach  ( 2 , 8 ) ,  otrzymamy:

<3,(7) - o, a-4)f 
~ a, (j-2)i > a,(i) - ¿7,

a.
(i-4)!
n r  > o*(i) * -% (Jj r  , a / j) * Os (i-4)! 

a ,(j-2)! >

thii) = fl, (i-4)! 
b,cFTy • th(i) - .5»

b,
(i-4)!
i r  ’ b*(i) = * 0 -

bs (i-4)!
K 0-2)1 >

Ct(i) = c* (i-4)!
C, 0-2)1 ’ CjO) * .£ ł.

c,
(i-4)' > c / i)  - . Ci (i-4)! 

c, a-2)l >

c*())= Ce (i-4)' 
c, j! ’ c7(y) = Cr

~c< '
a-4y. 
0-2)'



- 12 -
Wtedy:

O"* a,(j) Q”t + 0,0) 8^ + a4(j) ar,Z + o,o; ?c" ,
Vj - b2(j) Yj.i + bjj) f,.4 + b4(j) #¡-4 * bs(j) - d(j~2 ,

ar” ‘ C,(j)-x£ * c,(j) x"4 + c4(j) 8j% + Cs(j) Q;-J +

+ ce(j) V"-4 tc/»v£ .
Za pomocą wzorów rekurencyjnych ( 2 .9 )  wyrazimy w szystkie współczynniki szeregów 

potęgowych ( 2 .5 )  poprzez kaide cz te ry  w arto ści brzegowe fu n k cji rj„(x), ¿ „ ( x ) , %Cx) 
dla x  *  0 .  W ykorzystując wzory ( 2 . 9 ) ,  funkcje przemieszczeń q„(x) , ¿„(X) , %(x) za­

piszemy w p o s ta c i

r?„<rx)=s;avs; a" * s;e;+s;-8;+s;t* s;%\
>s; *:*s^x:+s: x;<s; x ; ,

¿.w - ą  a" ♦¿s-ff *s;<6 sw&y; * &if+ i*.«)
+ S,, ac *S2i X, t  S «  • 3f/ + Sm 3fj ,

■* S j j3 f .  + 5j< + <Sj6■ 3f, ,

g d z ie :

?«(0).a" , ¿ . w  - r  , 9.(0) ■ aC ,

?„70) - a: , ś u o )-  r  , fUO) -  ar; , (2 .« )

7.70) , £ ( o ) . 2 v ;  , r ; ( 0 ) - 2 * ;  ,

? ; (0 ) -6 e ;  , ¿1(0)-6% ' , m -  0 ar; ,

n -  n -ta  p ostać drgań.

Funkcje S° -  s “ g , określone na podstawie wzorów rekurencyjnych ( 2 .9 ) ,  mają p o stać :

■x"

♦ 
iw1

•łH
?,

nV
? w  

■* , )*0 t*0

Ss ‘ Z K ■X* , o ; = t ^ c s ; 4 < / , ś Ą ^ r ,

„ i*r *
, s - J l a J .i-o ;*a

¡•0 ** ,
„ «f W

5w 8««
Z*1■X >

¡*0 ł*0

s I - L b I s i - z s Z <Zrt ~ V  DJ *' ę” D* *** Ois* L  0,;*X , OM>9ZBr,4i’X ,>•* /«W
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Dla j  = 0,1 współczynniki A ^ , Ag^+1, B ^ ,  B ^ +1, C ^ , C ^ +1 (k =1 ,2 ,3 ,A ,5 ,6) 

przyjmują wartości 0 lub 1 , Wartości tych współczynników zestawiono w tablicy  1«

Tablica 1

k Ak2j A k 2j+l Bk2j Bk2j+1 c  ̂C23 c k
* > 1

j=o 3=1 j=0 j=1 3=c 3=1 j=0 3=1 3=0 3=1 3=0 3=1
1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

3 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0

A 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
5 0 0 0 0 - 0 0 0 1 0 1 0

6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
Dla j ? 1  w spółczynniki A ^ ,  A ^ + 1 ,  B * ,  B2 j +1 . Cg^+1 ( k = 1 ,2 ,3 ,A ,5 ,6 ) .  o b li­

czone na podstawia wzorów rekurencyjnych ( 2 . 9 ) ,  określa  s ię  na podstawie z a le ż n o ś c i :

A* - a 2(2i )  A*.,, ♦ a 3 C2j) Ak2j..4 ♦ 0 ,(2 j)C *..4 * a 5<2 j) C *_2 ,

A ^ i =a2f2it1) A 2j-ł+ a 3(2j»1) Agj.j t a , ( 2 i*4) <£.,♦ a , ( 2 j H ) C ^  ,

ł  b3 C 2 j)B k . ,  C5C2j) C * _ 2 ,

Ba * , B 2k. . 3t b 4 (2 j-1 )  CJ , 3t  b5( 2 j ^  

C ^ C 2C 2 j ;C ^ * C J ( 2 j ) Ć k.4 eC4(2 j)A k . ^  c g(2 j)  A * _ 2 t  <2*13>

♦ 0 , ^ ) 8 * *  t C 7( 2 j ) B ^ . ł t  

C ’ W ^ J - 1 4  C5 ( 2 j H ) A ^ /

+Cr (2j+1)S2*_? t  C? (2 j  H )  .B21 .4 .



Funkcje przemieszczeń ( 2 .1 0 ) ,  £ n (* ) .  fcOO oraz ich  pochodne, zapisane «

p o s ta c i  m acierzow ej, p rzed staw iają  s ię  n astęp u jąco :
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?n(x)

7„(x)'

i?„(x)'

7„(x)"

S”(x)

ś»(x)’

¿„(X)*

%(x)

W

5; s; s; s; 

i  s; 5; 5; 

s: 5; sr
nm nm nm nm

S. S, S., 5. 

9" <  <5"'Jis >j*4 sJU
n> m  _/»' _/»/5.3 Sm S« S„
nu i m n* u*

S„ Sm S,5 Sm
««r ^  nm  _ m u  _*»*
5.3 Sm Sm Sm 

•5/5 S* Sit

rt< m m
Szs $26 Sj7 $26

nu nu nu nu

S25 $16 5/7 Szs
nu/ n m  U *  nu

StS Sn $27 $28

-ff ~n
S5 S4 S7

_m n> ~rv
s, S, S,
nu nu nu

S, s6 s r
nm nm _ /wi

5S S. Sr

S,7 S«5 S«
#»/

S*7 5 # a  5 «

d* .W **
S„ 5„ S„

nm n m  n,

S<7 $(6 $49

SU Sso $31
/»/ n< t.

Sr, 5 j „  5j i

_  nu nu nu

Sjg $*o Ssi
n m  n m  nm

Sit Sto Sti

,, n i) n
$3 $9 $10 $*1 $12
ni ni m fjn n

Sg S, S„ Sr, Sm

nu nu nu nus« s, s„ s„ s„
^n tu  m u nm *

Sa Ss S„ S," 5.

s,: s; 5; s; s„
s: s ; s : s,: -&

/>* _<9m _  nu nu 1

$20 Si"/ $22 5/4
V" ^  V" r'~ C* xr» v/f y« x»3

5j/ 5j3 5^ 5^ 5Jt
m „ni n̂' r̂u m ni m m

$32 $*3 $34 O33 Oj
nu nu nu nu ,

$32 $33 $34 $3S Si
n m  nut n m  nm  •

Sj2 S33 S34 Sjj- S,

'J 6

1

0;

0;

v:

t

?;

X o

■ n

X ,

n

x*
1

1
V

1

e d z la :

Macierz kwadratową wyrażenia ( 2 .1 4 ) ,  utworzoną z fu n k cji S° -  S °g, oznaczać będzie­

my przez Hs = H *(x ), a m acierze kolumnowe, zwane wektorami stan u , utworzone z w arto ­

ś c i  fu n k cji r}n,§„,Vn i w arto ści brzegowych tych  fu n k cji d la  x  s  0 ,  oznaczać będziemy 

odpowiednio przez Yn( x )  i  y“ .

Na podstawie zależn o ści ( 2 .1 1 )  możemy dla x  = 0 napisać związek pomiędzy wektorem 

stanu Yd a wektorem utworzonym ze współczynników szeregów potęgowych przedstawionychO Ą
w wyrażeniu ( ? ,1 4 ) .

Je ż e l i  przez Y° oznaczymy wektor utworzony ze współczynników szeregów potęgowych, 

to  związek pomiędzy Y^ 1 Y° przyjmuje p ostać

Yn = B • Yn , ( 2 .1 5 )O o
gdzie:

B = [" 1 1 ~  1 1 ę  1 1 | | J je s t  m acierzą d iagonalną.



Przyjm ując wyżej wyprowadzone oznaczenia i  wprowadzając zależność ( 2 .1 5 )  do (2.14), 
otrzymamy i
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Yn( x )  = Hg( x ) >  B . y “ 
o'

g d z ie !
Yn( x )  -  wektor stanu w p rzek ro ją  określonym współrzędną r. 

Iloczyn  m acierzy

Hg ( x )  * B = Hn(x )  

nazywać będziemy m acierzą p rz ę s ła  i  wówczas

Yn( x )  = Hn( x )  • Yn .O
M acierz p rz ę sła  określona j e s t  n astęp u jąco !

H 00 =

s ; s ; 2°3
i c n6 O4 s : s ; i  o* zOr i  5 ” 5 S" 5 7

1 »1 

l 5 „ s S l

sr 5 ;
i crt/? 5 3 6 0 4 s :

m

s .

. /»/1 S2 oy ic "  6 0s 5 7 5,: 1 c"'
2 O« i 5 ,:

mt n u

s ,
i « 5*
2 0 3

<

6  0 * s7
n u

st 1 5 7 1 5 7 5 7 5 7

4 rut
U , i 5 . :

ę .» ”'
0 1 s r

1 r f i "
2  0 3 s7

nut

O * 1 5 7
1 ę " ’ "

6  O e 5 ,” ' s Z 1 5 7
i  c'7*'
6 Of2

sn
o 15 s " 2 045 sZ

/»

5 « , 2 o,s 1 5 7 5 7 57 2 o.. i  c* 
6

sTO «

n>

Su ic *
2  O 4 S

i c rt'
6  O r t sZ

(7/
5 . 0

* r»/
1 5 « i s : 5,: 5 ; i  o~ 

•2 0.3
4 n i

1 5 «

O #3
nu

Su 2  ^ 4S

4 n u

l s „ <c 5*0 1 c ”"
2  O / 3

lc ~6 V|y 5 ; ;
n u

5 „ i f2 O.j i  c""
6  V f #

s m0/3 O/* i  e'’"
2. 0/5

i c "6
s -
O47

nut

>5/5
. nm

1 5 «
4 n w
i  ę6 O/tł 5 . 7 5 . 7

4 »•
1 5 « i  c*"

6 OśV

sZ S26 1 Q*
2 Oz7 - i ę ' 7

6  O / 5

n

s „ 5 . : 2 0 3,
a «
¿■53/ 5 7 5 7

i  c" i  n

1 5 j S

5 « 0 /< i c m
2 027 6  O / 5

c"' 0 2 3 5 ; : 1 c "
2 Oj, ip *  

6  03 2
n*

S s s

m

5 « ic " ' 
2 O« i f« Oj«

sZ O r t
i f
2 d r r

4 n*  

6 S s9 O30 ię "2 Oj, i  c"* 6 0 3 /» s Z s 37
4 <W/

¿ 5 « 6 0*5

5 / 5
n *  

O r t
1 o ’ * '2 O / r 6 O s s

C j— nut

Sio
(  c " "  

z  O s i
i  ę ' " w 6 Oj/

n u /

5 „
n m

5 j ,
i
2 ^ 3S

) c“ '
< 0«

( 2 .1 7 )

( 2 .1 8 )  

( 2 .1 9 )

(2 . 2 0 )

2.3. O kreślenie macierzy przekroju  1 macierzy p rzen iesien ia

a )  P r ę t  b e z  w a r u n k ó w  p o ś r e d n i c h
-j )

M acierz przekroju  ułożymy dla p rę ta  bez warunków pośrednich , k tórego -główne 

ce n tra ln e  o sie  bezwładności przekroju  poszczególnych odcinków le ż ą  v je d n e j  p łaszczy­

źn ie , a oś p rę ta  j e s t  l in ią  p ro stą
Rozważmy p rę t  o skokowo zmiennym przekroju  ( r y s .  2).

^ P o d  pojęciem  p ręta  bez warunków pośrednich będziemy rozum ieli p ręt podparty w - ;a ~  

sób dowolny ty lk o  na brzegach i nie posiad ający  na d ługości inas skupionych.
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/ iP

- E E E = # 7 .  I U l p
i-1
4 _ _ Ł.

m*/ m
-i /m— i

Bys, 2
m

Założymy, ż® p rę t o d ługości Ł = Y' I .  składa s ię  z m odcinkós o s ta ły ch  p rze-
l-i

k ro jach .

Celom o k reślen ia param étrés słasnych  prętów cienkościennych, a następnie fu n k cji 
słasnych  należy sy ra z ić  brzegose funkcje przemieszczeń IJI ( z ) ,  ^ ( x ) ,  <f (x )  (d la  x s l )  

poprzez s a r to ś c i  brzegose tych  fu n k cji ~  dla X a 0 .

Zależność ta  zapisana s  p o s ta c i  m acierzosej p rz ed stasia  s ię  n astęp ująco :

Y a E 
D (2 . 2 1 )

g d z ie :

Yq -  m acierz kolumnowa, zsana sektorem stanu s  punkcie x  a  0 , utsorzona z s a r ­

to ś c i  brzegosych fu n k cji i  ich  pochodnych I? ( x ) , ^  ( * ) ,  f  (x )  (d la  x =  0 )  , 
Ym -  m acierz kolumnosa, utsorzona z s a r to ś c i  brzegosych fu n k cji rf , J  , f  i  ich  

pochodnych, zsana sektorem  stanu s  punkcie (x  = 1 ) ,
H -  m acierz k sad rato sa , o k reśla jąca  zależność pomiędzy m acierzą Y i  Y .D m

K sadratosą m acierz H nazysamy m acierzą p rz e n ie s ie n ia . SposAb syznaczania macierzy 

p rz ę sła  podano s  punkcie 2 .2 .

UaClerz przekroju syznacza s ię  s  przekrojach  p rę ta , s  których systęp u je skokosa 

zmiana ch arak tery sty k  geometrycznych p ręta  lub inny czynnik n ie c ią g ło ś c i .
P ostać macierzy przekroju określa  zsiązek  pomiędzy s a rto śc ia m i fu n k cji ^  ,  f 

oraz ich  pochodnymi z le s e j  stron y przekroju ( s  punkcie n ie c ią g ło ś c i )  oraz s a r to ś c i a ­
mi tych  fu n k cji 1 ich pochodnymi z p rase j stron y przekroju .

W celu  o k reślen ia posyżazycb za leżn o ści syrazimy poszczególne s i ły  sesn ętrzn e po­
przez odposlednle ch arak tery sty k i geometryczne przekroju p ręta  i pochodne fu n k cji prze­
m ieszczeń.

Wzory na s i ły  sesn ętrzn e d la  p rę tós cienkościennych p rs e d s ta s ia ją  s ię  s  p o s ta c i :
-  moment zgin ający  szględem o si y

■ V  - * V  i* •
-  moment zgin ający  szględem o s i z

-  bimoment

-  moment g lę tn o-sk rę tn y

-  moment czystego skręcania

U = EJ

r

- EJto* ?*

«x = CJX • f



-  s i ł a  poprzeczna d z ia ła ją c a  vt kierunku o si y
U!

%  = - w* • 7

-  s i ł a  poprzeczna d z ia ła ją c a  w kierunku o si z
t ?//

ą z = -  E J , .  j

Na podstawie warunków n ie ro z d z ie ln o ści przem ieszczeń i warunków k in e to s ta ty c z  -  

aych napiszemy związki zachodzące pomiędzy funkcjami przemieszczeń J  , f i  ich  

pochodnymi po obu stron ach  p rzek roju , w którym występuje ty lk o  skokowa zmiana cech  

geometrycznych p rzek ro ju . Związki te  przyjmują p o s ta ć :
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?p -  ?< -(z*, -  -f, , (2 .2 3 ) . ,

¿p -  ¿1 + (< /„ , -  ylt) f, , ( 2.23  )2

?p -  ?.' -■<<&, -  z*,)-*; , ( 2 - 23 )3

¿p -  ¿ 1' -  %,)■?;■ , ( 2»23 )ą

%  -  f. , ( 2 .2 3 ) 5

Uf = u, ,
( 2 -2 3 )g

H u + > -  a «  (yy.-««.)> + (2 .2 3  )?

Myp =  My i  > ( 2 .2 3 )8

Mzp -  Mz l  , ( 2 . 23)5

Bp - B i  . ( 2 . 2 3 )10

H ( 2 .2 3  ) „

Qzp “  Qz l  • ( 2«23 ) i2

Warunki (2 , 2 3)3  i  ( 2 .2 3 )ą n ie  są  ś c i ś l e  spełnione ze względu na deplanację róż­

ną po obu stro n ach  rozpatrywanego p rzek roju . J e s t  to  więc p rz y b liż e n ie , k tóre  można 

uznać za n a jb liż sz o  rz e c z y w isto śc i.
Warunek n u u , ,  z k tórego wyznaczany zależność pomiędzy %  1 % , powinien byćP ł

spełniony ty lk o  d la  punktów wspólnych konturów po obu stronach  rozpatrywanego prza -  

k ro ju .
Ze względu na przybliżono warunki (2 . 23)3  1 ( 2 *23 )4  dla ka ńdaS« punktu wspólnego 

konturów otrzymamy na ogół różne za leżn o ści pomiędzy %  i  fi .  O stateczną zależność  

pomiędzy tymi w ielkościam i otrzymamy przy zastosowaniu jednaj z metod aproksym acyj­

nych [ 2 8 ] ,
Przem ieszczenie pnnktćw przekroju  w kierunku o si z  określa s ię  na podstawie za­

le ż n o ści [1 1 8 ] ,

«■(*.«) =  $ ( * )  -  ? '(*)• »(»)*•  £ '( x ) « z ( s ) -  0) ( s ) ,  ( 2 .2 4 )
g d z ie :

£ ( z )  -  j e s t  przemieszczeniem równoległym przekroju w kierunku o si z .



Je ż e li współrzędne kartezjańskle k-tego punktu styku przekrojów oznaczymy przez 
Xk i yk, s jego współrzędne wycinkowe po obu stronach rozpatrywanego przekroju przez

id* i  wówczas zależność pomiędzy 9?' i  określona z warunku 6 przy wykorzystaniu 
warunków (2 . 2 3 )3  i (2 . 2 3)4  dla punktu k przedstawiać się  będzie w postaci:

tn' _ Uk.) + <d,‘  fB •
--  ¿ ¡ ¡ f ---------------------- * (2 .25 )

lub

(2 .2 6 )

S % y* " tfo) + ¿4 k- punkt styku obu
przekrojów.

Stosując jedną z metod statystycznych, otrzymamy ostateczny związek pomiędzy 9),' 
i  V,‘ , jako

%  “ iV, • 9? (2 . 2 7 )

Wstawiając (2 .22) do (2 .23 ) 1 wykorzystując (2 .2 4 ) , otrzymamy
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7< -(2*. -*.)-9? ,

śr - ¿i + ( ¡¿t, - &,)■<?, ,
( 2 .2 8 ) ,

( 2. 28)2

= 7/  - Z., - Z,,)-f,' , (2 .2 8 )3

¿Ś » ¿1 +(u,f ~ U,,)-?; , (2 .2 8 )4

^ ^ < ( 2. 2 8)5

^  ^  . (2 .2 8 )g

r  - ~ c  (2. 28)7

Ł" Ą, ,»
- (2 .28  )g

W ■ ¿  ■ (*•«),

* ■ ■ = * '  , (»-«i,
iw >3r:__w .

^  = 5 7 '? -  . (2 .28 ),,

= 3£ (2.28^

Przed staw i ono w wyrażeniach ( 2 .2 8 )  sy tabela z indeksem ”1" oznaczają funkcje prze­

m ieszczeń wraz z pochodnymi i  cechy geometryczne dotyczące lewej strony rozpatryw a-
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/ ip

nego przekroją i - i .  Natomiast symbolami 
z indeksem "p" oznaczono odpowiednie 
w ielkości dotyczące prawej strony prze­
kroju i - i  (ry s. 3 ) .

Przy wyznaczania macierzy przekroju 
ze wzglądu na przejrzystość zapisu pomi­
nięto indeks " i "

Kys. 3

Zależności (2 .2 8 ) , zapisane w postaci macierzowej, przedstawiają s ię  następująco

7/>

$
w
?'
i?'
5p

i?
=

j;
#
*
r
r

< 0 0 0 0 0 0 O f e - Ł . )  0 0 0 7<
0 1 0 0 0 0 0 0 0 (z*rz*p) 0 0 7/
0 0 Jr.

*r 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7/
0 0 0 h.Ozp 0 0 0 0 0 0 0 0 7-"
0 0 0 0 1 0 0 O ^-U iJO 0 0 i'
0 0 0 0 0 1 0 0 o (¡¿,-fe) o 0 i:

0 0 0 0 0 0 & 0 0 0 0 0 ii'

0 0 0 0 0 0 0 JiU 0 0 0 0 r
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 f,

0 0 0 0 0 0 0 0 0 W, 0 0 V

0 0 0 w8 0 0 0 WS 0 0 JpjjJwłp 0 X

0 0 0 0 0 0 0 0 0 Wi 0 JaJiap X '

(2 .29)

gdzie:

Macierz kwadratową wyrażenia (2 .29) nazywamy macierzą przekroju lub macierzą wę­
z ła .

Je ż e li  przez oznaczymy macierz i-tego przęsła, a przez JPj macierz i-tego prze­
kroju (skokowa zmiana), wówczas macierz przeniesienia H dla danego pręta podzielonego 
ns m odcinków wyraża s ię  w postaci:

H = ^  • ^ 1  • V 1  • Fbt2 • . . .  • « i_ i . . .  H  .  F8 (2*30)

lub
nt-l

Wy (2.31)
i»*



- 20 -

b) P r ę t  z w a r u n k a m i  p o ś r e d n i m i

Załóżmy, ża w przekroju pręta, w którym chcemy zbudować macierz przekroju,oprócz
zmiany cech geometrycznych wystąpi podparcie sprężyste i  masa skupiona.

Je ż e li przez C^, C^, Cy oznaczymy sta łe  sprężynowania odpowiednio w kierunku osi 
y , z i  wokół osi x, a przez m i  J {  masę skupioną 1 je j  masowy moment bezwłdncści w-
okół osi i , to , przyjmując zasady znakowania s i ł  wewnętrznych wg [118] , warunki ki-
netostatyczne przyjmują postać

Q yt> ~ Q y t t  C y ' f / o  ~  B y  >

( 2 .3 2 )
Qif - Gtzi + Cw&o ~ B* ,

Ms, -  Pis, + Cr%  ■ -  Mo + Q y,(z^ -z„t) - Qz,(y«r -y * ,)

gdzieś

Bt  = -m  

Me  » -

d'n.(x.t)
"m sF-  -

d'U».{) ( 2 .3 3 )
OB

dt‘

7»  -  7 ,  +  Z « ,  ■ <f, ,

j. ‘ i. (2>34)
t - f,

Pominięto tu  podparcie sp ręży ste  oraz bezwładność obrotową wokół o si y i z .

W przypadku drgań swobodnych po uwzględnieniu ( 2 .3 4 )  otrzymamy

By -  m u łn ą, •+ m u i z«, f, ,

Bz - muń -  mul, y*, 9. , (2»35)

Me -  9, .

W stawiając ( 2 .3 4 )  i ( 2 .3 5 )  do ( 2 .3 2 ) ,  otrzymamy

Q y p  -  Q y ,  +  ( C y  -  m c o ! , ) ą  +  ( C y  Z , ,  f ,  ,

Qzf -  Qi, + (Cz -muA)^ * (muiy., - Cz y,,) 9. , ( 2 .3 6 )

Pis, = Pis, + (Cy - JfOJrt ) 9i 4 Qyl (z*, ~ Z*t ) - 0zi(ŷ  - y«,)

Je ż e l i  s i ły  wewnętrzne Qy, Ms wyrazimy przez pochodne fu n kcji f/ , §,f (z a le ż ­

ności ( 2 .2 2 ) ) ,  wówczas, na podstawie wyrażenia ( 2 .3 6 ) ,  możemy napisać

m  m c j n  " C u  _  J?, v/ mCOit /ct, - C y Zti fCf

 7‘ + + EC K ’
m u i - C z  ,  . J «  t»> . -  m c j / y .  I C  f  2 .3 7 1

*  '  Sl Jy, S‘ EJy, *  ’

y.. + ^



Pozostałe zależności są takie same jak dla pręta bez warunków pośrednich.
Biorąc powyższe pod uwagę, postać macierzy przekroju przedstawia się  następująco:

1 0 0 0 0 0 0 0  f a - z , , )  0 0 ,0

0 1 0 0 0 0 p 0 0  (¡¡.r z,f)  0 0

0 0 t 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Wj 0 0 4 0 a 0 0 W4 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 (y * ,-y * ,) 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 ( ( U - ! U ) 0 0

0 0 0 0 0 0 &
J*. 0 0 0 0 0

0 0 0 0 Wy 0 0 i We 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 W, 0 0

0 0 0 Hs 0 0 0 w9 0 0 t 0

0 0 0 0 0 0 0 0 w, W, 0
Ja* J<A>p

gdzie:
*1 , * 2 . Wg, W jak dla pręta bez warunków pośrednich

mUn-Cy m o lz *. - Cs z*.Wi - £A;  , W ,--------- -------------

m a *  “ Ct 1,, Cl' -  rOCJn ijt!l
* ~i3*r~ ’ w< «sr--------

2 .4 . Określenie wartości własnych i funkcji własnych

Wartości własne (częstotliw ości drgań swobodnych lub s iły  krytyczne) określa się  
z warunku przyrównania odpowiedniego minera macierzy przeniesienia H (2 .30) -  tzw,wy­
znacznik charakterystyczny -  do zera. Postać wyznacznika charakterystycznego zależy od 
warunków brzegowych rozpatrywanego pręta.

Zestawienie niektórych warunków brzegowych przedstawiono w tablicy  2.
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tablica 2

Schemat
podpory Utwierdzenie Przegub 

kulisty |
Łożysku 
szyjne 

taa !

Wolny 
koniec ,

A  i m  T I

Warunki
brzegowe

rp = 0 ip' = 0

Ś = 0 i ' -  0
if s  0 f '=  0

7 = 0  ip' = 0

i  = 0 r=<>
fs 0 Y- 0

¡p = 0 ip' = 0

$ = 0 ¿'= 0 
y = 0 Y~ 0

ip'= 0 t f *  0

i ' - o  r = °
f  = 0 f' =  0

Spośród dwunastu wartości brzegowych funkcji ty , ̂  . f , tworzących wektor stanu 
w przekroju początkowym, sześć określa się aa podstawie warunków brzegowych dla x=0, 
pozostałe sześć tworzy układ równań jednorodnych, określający wąrunki brzegowe dla 
X = 1. Ze względu na prostotę zapisu w dalszych rozwiązaniach pomijać będziemy indeks 
n oznaczający n-tą postać drgań, pamiętając jednak, te  wektor stanu i  macierzy przę­
sła  zalety od postaci drgań. J e ie l i  przez oznaczymy wektor stanu z prawej s tro ­
ny przekroju " i - i " ,  wówczas wektor stanu w dowolnym punkcie przęsła " i "  określony za­
lotnością ( 2 . 1 9 ), zapiszemy w postaci

Y j(x ) = H ^z) . Y».1 , (2 .39 )

gdziel
h j(x )  -  przedstawia macierz dla i-tego odcinka określoną zalotnością (2 ,2 0 ) , 

Y j(x ) -  wektor stanu określający funkcje własne rozpatrywanego przęsła. 

Przyjmując oznaczenia ze strony 17, wektor stanu  ̂określony je s t  następująco!

Yi-1  = Fi-1 Hi-1  ’ F2H2 * Y l  ‘ Yo (£* ^ )

lub

Yi-i =[ n  V j J  • vo (2.41)
Wprowadzając zalotność (2 .41) do (2 .3 9 ), otrzymamy wyratonia na funkcje własne za­

pisane w postaci:

Yt (x) = Hi (x) ‘ [ f i  Y j ]  * *• (2-4 2 )

Baloty podkreślić, ta macierze F i  H są funkcjami cech konstrukcyjnych pręta i  
częstości drgań swobodnych £d„. Każdej częstości OA, odpowiada inny wektor stanu Yi (x ).



3 . OĘTOGCSALIZACJA

3 .1 . Ortogenalizacjs funkcji własnych

W rozdziała £ podano sposób wyznaczania wartości własnych i  funkcji własnych roz­
patrywanego zagadnienia dla prętów cienkościennych. Zapisane w postaci macierzowej 
(£ .3 9 ) funkcje własne stanowić będą punkt wyjścia de rozwiązania zagadnienia drgań wy­
muszonych omawianych prętów.

Bozwiązanie zagadnienia drgań wymuszonych otrzymano przy zastosowaniu metody roz­
winięcia fu nkcji przemieszczeń i j ( x , t ) ,  £ ( x , t ) ,  f ( x , t )  w uogólniony szereg Fouriera 
[90] według układu funkcji własnych. Ze względu na przeprowadzone operacje całkowe w 
tym rozwiązaniu celowe je s t  zortogonalizowanie i znormalizowanie funkcji własnych.

Proces ortogonalizacjl i  norm alizacji funkcji przedstawimy dla układu funkcji fy(x)
a następnie podamy końcowe wzory dle funkcji£„(x) i fn (x ) .

Załóżmy, że na podstawie zależności, wprowadzonych w rozdziale 2 , określimy nie­
skończony układ funkcji własnych fp, (x), ł?2 (x ) , ip3(x ) , (x ) , . . . ,  liniowo nie­
zależnych, określonych i  ciągłych w przedziale [ a ,b ) .

Je ż e li przez f a (x) oznaczymy zortogonalizowane funkcje, to  wyrażenia na te  funkcje 
przyjmą postać;

dla q = 1 , f j  s  (/,

Mnożąc stronami wyrażenie (3 .2 )  przez f^ i  całkując w przedziale [a ,b j,  z warunku
ortogonalnośei otrzymamy wyrażenie na liczby A _.6

^(*) =
f 2 ( x )  = A „/, + tfu

f 3 (x) = A,,/, + \3lf2 + If, , (3 .1 )

f n(x) = Anf/f ♦ Angfg + . . - + Ann-t fn-i * ■

Zależność (3 .1 ) ,  w zapisie suaacyjnyra, przedstawia s ię  następująco

9 = 2 ,3 ,4 , . . .  n, (3 .2 )

(3 .3 )

(3 .4 )

gdzie i

dla q > i (3 .5 )

Dis ą = i ,  k j j  =  1
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funkcja f^ będzie unormowana, je ż e li  pomnożymy ją  przez stały  czynnik normalizujący

A. = :-----  . (3.6)
t\ f h k d x

Je ż e li przez l?„ (x) oznaczymy zertogonalizowaną i unormowaną funkcję własną, to 
na podstawie wzorów (3 .4 ) , (3 .5 ) , (3 .6 ) funkcję fj„ (x) można wyrazić w postaci [35] :

! /i'nx
! b

¡VI,** ■ • <*

b

. J  ’i.f.-.dk 7,a>

| Jw ,d x  
*

b

/  7/ dy . .
A

■ I d x
a

1 l ( * )

j Jy*q,dx
to

/  7.7. • ■
b

l . u )

Í A n-< Aa

(3 .7 )

gdzie:
An oznacza tak zwany wyznacznik Grama funkcji

A„ =

ftfdx
a 1 Wid* ■ ■ ¡ W -

a -
b
fqttl,dx
a

! 1> dx
b

■ ■ J 1’1* • (3 .8 )

j M ' d* •
0

. .  /  n- dx
»

stały  czynnik normalizujący.

Ortogonałizację należy przeprowadzić dla każdego odcinka pręta.
W celu określenia elementów wyznacznika (3 .8 ) dla i-tego odcinka pręta funkcje 

własne -  przemieszczenie r]n (x) -  określone poprzez (2 .39) przedstawimy w postaci

?«(*)»s . v .  + 5í - í?.h + s; +

+ s; c  + 5* • <  * s;, ■ # r * s; ■ . (3,9)

Wektor stanu z prawej strony przekroju 1-1 określony je s t  zależnością (2 .4 0 ) . Je­
że li do zależności (3 .9 ) podstawimy funkcje S®, 3^,, z wyrażenia (2 .1 2 ), wówczas
otrzymamy

? . < * ) + K  &  ■ A>i * K  ■ 9)' + Ai r  * *  +
i*0

+ At!,, ■ tf", + A i l ,  ■£*' + A j H ■ + A t * » -?*  * A i U - f i ? ) (3 .10)



Wyrażenia w nawiasach są jednoznacznie określone dla danej postaci drgań* 
Wprowadzimy oznaczenia

K  ■ * <  ■ <  + al ■ &  + Ai ^  • tr, * At - a,; ,
Atm-rf-^ *Atit, r}', * Ai„, ■ i , '  * Aif„ + Ai; „ ■<&.' = a,-,, . ( 3 . 1 1 )

Wówczas, podstawiając (3 .11 ) do(3.10), otrzymamy

(?„ (x ) « **' + t  a‘ "" ■ * * "  (3 .12)

lub
ip.ix) -  £  «,*■*' , (3.13)

i*0

gdzie:
a” -  ciąg utworzony ze współczynników a"^ i a2 j +  ̂ •

Wykorzystując (3 .1 3 ) , określimy wzory na elementy wyznacznika Grama dla funkcji

7« (x)* .
Wyrażenie na całkę ffy-qłctx przedstawia się  następująco

jV f t 0 f x  - / ( £  a / V X r  a ;-x J')dx , (3 .i4 )

. ‘ "  >*<
• r  ^  l  -

gdzie: w.y “ .
d  ̂ = F  «¡j • aq. .  . (3 .15)

W podobny sposób wyznaczymy całkę fr̂t qrdx
ab j»Sr*i .f b

■ L  <*"■ J7t \„ • (3-l6>
a ¡“0

gdzie:

-r ■ ł  ■: • <3-">
Przyjmując początek układu współrzędnych na lewym końcu przedziału, czyli a = 0,

wyrażenia (3 .14 ) i (3 .16) mają postać:

b j*4n2 ,j*1

f b  frd* ' L  di Ttr <3-18)
J a °

b i*4r*i ;♦<
/ ? »  ?- dx  -  Z  d !  (3 .19)a J‘°

Nu podstawie (3*7) napiszemy wyrażenia na ortonormalne funkcje

q„{x) = k? • ? / * )  + 4  • ? 2(* )  * 4  + ••• + kn * ‘M 3̂ *  (3 ,2 ° )
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gdzie!
-  są odpowiednimi podwyznacznikaml wyznacznika Grama podzielonymi przez sta -

lab

ły czynnik normalizujący.
Wstawiając (3 .13) do (3 .20), otrzymamy

i-2r+<
?n W  • L  (k1 * aj + *2 * *j + 4  * “j *

¡•¿T4t
?n ( * )  = k ?n • xJ ,

js0

+ k^ • a” ) . (3 .21)

(3 .22 )

gdzie: l=n
k f = F  k7 .  a jIn 4 -  i i (3 .23)

Z uwagi na to , te algorytm ortogenalizacji funkcji ¿n (x) i  fn (x) je s t  tak i sam 
jak funkcji (x ), dlatego dla tycb funkcji podamy tylko ostateczne «zory na ortono- 
rmalne funkcje (x) i  fn (x ) . Dla funkcji (x) mamy

/ V  dxO
fi,S, dx .o j,(x )

Jild* f$‘ dx . « - ■ j . ( x ) .

]S-£<Ctx
» / j . j .r fx  •

*
j.< x )

(3.S&)

lub

gdzie:

4« =

/ V  a*a / u .r f x  .
c* ■ ■ ¡¿<ś'CtxA

a /¿•rfx . • • / i .  j -  rfxo (3 .25)

U t . *a /¿ .J ,r fx  .o • • />.' rfxa

£ < * >
i*2r*{

= £  kjn  ’ y«0 JU
XJ , (3 .26)

J  =ja

/*» .
I  ki *  - i # (3 .27)

K“ -  podwyznaczniki wyznacznika (3.2A) lub wyznacznika Grama (3 .25) podzielone 
przez stały czynnik normalizujący YAŚ-< An

b° -  ciąg współczynników szeregu potęgowego funkcji własnej (x) obliczony 
wg wzorów:
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fe" * Bl ■/?,' * Bl - Blr$L * Bi-¿1', * &%-< * B‘,r €  

t£ , - Bl,„ ■ nil * Bil. ■ q £  * - • g  * ■ £  * d l,  ■ €  * BL ■ (3 .28)

Elementy wyznacznika Grama i wyznacznika funkcji ortoganalizowanej określa s ię  ze 
wzoru (przy założeniu a=0)

ja4fiż Jii

f StŚ*dx -  V &j ■ i f <  ,

V  &  «
/  i? i" dx " £  ej

w
jn >

gdzie:

•3* iw-o

j ¿- w j-w ’W-*<3
Dla fu nkcji % (x) wzory przedstawiają s ię  następująco

/Vdx ¡M B * ... J fX .,dx  f.(x)

¡ \ f ,d x  j t d x  . . . ¡ fX ;d x  <t,(x)

t ( x )= -
¡%% dx [ t i , d x  . . . ¡ W n.,dx f„(x)

y /\n-i ¿i.

(3 .29)

(3 .30)

(3 .31)

f  f i  dx fV .f.dx .a a
. . f f . f ,  dx

O

k o fc
An =

/ « w *  / * * *  . •» 6 . . / fX d x  
» (3 .32)

fV.V.dx ff,\%dx
» o

. . ¡% 'd xa

Po rozwinięcia wyznacznika (3 .31) otrzymamy

fn (x ) «= £  k£ . x3

gdzieś
><7
i-n

(3 .33)

kin= I  V CJ * i3-345
-  podwyznaczniki wyznacznika (3 . 3 1 ) ,  podzielone przez stały  czynnik normali­

zujący,

I



<o -  ciąg współczynników szeregu potęgowego funkcji <f>n (x ), obliczony wg wzoru J

ą  - clt-tfc * cl-g * c i g  * ą g  * ci-.K * ci-g ,

Ci",, - Cii« ' i ' ,  * £&<' fy-i + Bij« -J l, * Ci/,, ■ i + Cij«' ł  • (3 .35)
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Elementy wyznacznika Grama i wyznacznika funkcji ortogonalizowanej (x) określa 
s ię  ze wzorów, dla a = 0 , jako

■ b jtdr.l ■«
j  %%d* ~ Z  ■ ITT .
'  t  Ś** «> n‘"  13.36)/ %<P, dx = Z  g .  g  (y i.n

gdzie:

q5 = f  c’ . c ’  .
j  k  W 3- °  (3 .3 7 )

3*2. Ortogonalizacja nektorów staną

Je ż e li przez Y.,(x), Y2 (x ), Y3 (x ), . . . ,  Yu(x ), gdzie Yn(x)ę colon f 7  n(x ), j  n(x), 

(P „ ( x ) ]  , oznaczymy wektory własne stanu, to wyrażenia na zortogonolizowane (w sensie 

skalarnym) wektory stanu Z1(x ), Z£ (x ), Z3 (x ), . . . ,  Zn(x) przyjmą postać:

Z , ix )  = £  A,, Z, (x )  + Yi (x) , (3 .3 8 )
¡•1 *

q = l y 2t 3y« e * f Qy

dla
9 = 1, Zt (x) = Yt (x ).

Liczby A -  wyznacza s ię  z warunku ortogonalnoścl

fe
X - Y ąM eŻ iM  dx

f  Ż M  a Ż /(x )d x  ’ (3 .39)

gdzlo:
O -  oznacza iloczyn skalarny wektorów.

Wektor Z^(x) będzie unormowany, je ż e li  pomnożymy go przez stały  czynnik normali­
zujący

_ L   (3.̂ o)
i ̂ f ‘ Zb<x)oŻi (x)dx



Wyrażenia na zortogonalizowane i unormowana wektory stanu Zn(x ), podobnie jak w 
punkcie 3 .1 , można zapisać w następującej postaci wyznacznikowej
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I X 2dx
o

JX oY ,dx . . fY,oY„.<dxa

/ Y2oY,dx !  Y*dx
* A

. ¡Y ,°Y „dx  
*

fY noYdx fY °Y 2dx . . fY °Y .,d x

(3 .41 )

gdzie:
An - oznacza tak zwany wyznacznik Grama 

wektorów Y.j(x), . . . .  YB(x)

f Y ’dx ( Y ,oY ,dx.
A *

fY ,°Y ,dx  ¡ Y ‘ dx .
Ot a

. . fY ,°Y „d x  «

. ./ Y °Y„dx  <* (3 .4 2 )

A n > .

S \o Y ,d x  f  Y.°Yt dx .
A * . . ¡ y * d x

A

>

^An-iAn -  * t**y  czynnik normalizujący.

Elementami wyznaczników (3 .4 1) i  (3 .42 ) są całki z iloczynów skalarnych własnych
wektorów stanu Y^(x), . . . Yft(x ) o postaci

*» *
fY^Yrd* = /(''?■» 7r + Ś* + f+ %)dx . (3 .4 3 )

Uwzględniając oznaczenia (3 .1 1 ) , (3 .2 8 ) ,(3 .3 5 )  i  przyjmując założenia wyszczegól­
nione w punkcie 3 .1 , wyrażenie (3 .43 ) można zapisać w następującej postaci

}**r*2 ¡*4u2 U* ix4t*i— jW O ~

gdzie:
d,®**, e *̂* i  ą.**** -  współczynniki określone za pomocą wzorów (3 .1 7 ), (3 .3 0 ) iJ J
(3 .3 7 ) .

Ńa podstawie (3*^1) napiszemy wyrażenia na ortonormalne wektory stanu w postaci 
rozwiniętej

Zb(x) = k1-Y1(x) + i2-Y2(x) + ^«Yjiz) + . . . +  i n‘Yn(x) (3 .45 )
gdzie: _

k -  odpowiednie podwyznaczniki wyznacznika Grama (3 .^2) podzielone przez stały n
czynnik normalizujący.



Składowe ortonormaluego weKtora stanu = colon | q n(x )» J  Jx 9̂ ^a<x l̂
przyjmują ostatecznie postać
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7,(*> - Z k* •i-o
« ;**«! _ i
&.(*) - Z k* • *' 

*(<>-£• kl ■*'

gdzie:

-  Z  ki ■ a/ 

kt ki - 0/

kj„ = Z ki - c,:

(3.46)



4 . DSCANIA WYMUSZONE

■'*•1. Przypadek ogólny

4 .1 .1 .  Podstawowy układ równań różniczkowych

Kozważray przypadek zagadnienia drgań pręta cienkościennego poddanego działaniu 
zmiennym siłom wyrauszającyo

qy(*» t)>  q2 ( * . t ) .

gdzie:
q ^ (x ,t )  -  składowa natężenia obciążenia wymuszającego * kierunku osi y,

qx (*« t)  -  składowa natężenia obciążenia wymuszającego w kierunku osi z,

ra(x,t) -  natężenie momentu skręcającego od obciążenia zewnętrznego obliczone­
go względem środka zginania.

Pod wpływom ww. obciążeń zewnętrznych pręt wykonuje drgania, które opisują równa­
nia [118] : ^

r  84ij t j ,  3 \  M 3V 5‘ri  (Az. ¿)'f ¿>V
+ pl.F + — W fP*--0 7 ' - >

Cl £ L  SA d‘l  s ‘l  (Ay. 0‘9 ć>y
H OS g 0x09 * g Ot' ł P 3x‘ 39 '& (*■ *) .

f ! l  M (h ^  o C,V 3*9 (Ju 0*9
g 09 1 7“' oV '  g 09  '  py* 0k‘ f £Ja' o ? '  ~ o 7 o F  +

(A r 0‘9 3 'f  d'9

kónnania (4 .1  ).j można otrzymać na podstawie równań ( k . l )  (drgań swobodnych) w wy­
niku przyrównania lewych stron tych równań do odpowiednich składowych stanu obciąże­
nia

qy( x , t ) ,  q2( x , t ) ,  m (x,t).

Aby rozwiązanie układu równań różniczkowych (4 ,1)^  było jednoznaczne, konieczne 
je s t  określenie położenia osi pręta w chwili początkowej. Położenie osi pręta je s t  w 
danej chwili w pełni określone, je ż e li  znamy składowe przemieszczenia i prędkości ka­
żdego punktu jego o si. Stąd położenie osi pręta w chwili początkowej (warunki począ­
tkowe) będzie jednoznacznie określone przez pcdanic rozkładu przemieszczeń i prędko­
śc i w funkcji x dla chwili t  = 0 . W związku z tym warunki początkowo dla rozpatryoa-
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nych zagadnień przyjmują postaćt

y (*,*)! = n*j,
t=0

(4.1)2

Dla pełnego określenia rozwiązania układu równań różniczkowych (4 .1 ) , poza warun­
kami początkowymi, konieczne je s t  również określenie zjawisk zachodzących na brzegu. 
Liczba warunków brzegowych dla danej funkcji je s t  równa rzędowi równania różniczko -  
wego względem zmiennej x.

Postać warunków brzegowych zależy od warunków podparcia pręta. Zestawienie nie -  
których warunków brzegowych przedstawia tab lica  2.

Zależności ( 4 . 1 opisują drgania giętno-śkrętne.
Oprócz drgań giętno-skrętnych pręt wykonuje drgania podłużne, które przebiegają 

niezależnie od drgań giętno-skrętnych. Podobnie jak w przypadku analizy zagadnienia 
drgań swobodnych (p .2) drgania podłużne są opisane równaniem różniczkowym (nie sprzę­
żonym z układem (4 .1 )^ ), którego rozwiązanie je s t  powszechnie znane.

Rozpatrywać będziemy pręt o zmiennym przekroju obciążony na końcach s ta łą  s iłą  
P, d ziałającą centraln ie. Pręt o dowolnej zmianie przekroju modelować będziemy prę -  
tern o odcinkowo stałym przekroju.

4 .1 .2 .  Pręt o zmiennym przekroju

W przypadku zagadnienia dynamiki technicznych układćw ciągłych stosuje się  dosyć 
często dyskratyzacje tych układów [17]• Je s t to  wynikiem tendencji do uproszczeń teo­
r i i  matematycznych modelu. Zatem w wielu przypadkach, chcąc uniknąć trudności związa­
nych z rozwiązywaniem równań różniczkowych cząstkowych czy równań całkowych, przecho­
dzi się  do odpowiadających im, w pewnej mierze, równań różniczkowych zwyczajnych.

Dyskretyzacja technicznych układów ciągłych prowadzi więc do przekształcenia ukła­
du równań różniczkowych cząstkowych w nieskończony układ różniczkowych zwyczajnych.
W praktyce ograniczamy się  zwykle do ich skończonej liczby.

W celu zbudowania układu równań różniczkowych zwyczajnych, równoważnych w pnenym 
stopniu układowi równań (4 ,1 )^ , zastosujemy rozwinięcie funkcji przemieszczeń punk­
tów osi środków zginania ( x , t ) ,  £ (x ,t )  i kąta obrotu przekroju f ( x ,t )  w uogólnio­
ny szereg Fouriera [44,90] wg ortonormalnych funkcji własnych ljfn (x ), (x ), f„ (x),
określonych w punkcie 3.

Rozwinięcie ww. funkcji w uogólniony szereg Fouriera napiszemy w postaci:

Tn ?n 
<  (*>•£(*>.

Ą  ( t )  • & ( * ) ,

(4.2)



gdzie: •
T * ( t ) , T ^ (t), T *(t)  -  współczynniki rozkładu funkcji

( x , t ) , £  ( x , t ) ,  <p ( x ,t )  -  w uogólniony szereg Fouriera.

Podstawiając zależności (4 .2 ) do układu równań różniczkowych (4 .1 )^, przekształ­
cimy układ równań różniczkowych cząstkowych w układ równań różniczkowych zwyczajnych 
o zmiennych współczynnikach, w których niewiadomymi są współczynniki rozkładu funkcji
7 (*•*)» ś ( * » * ) . V (x .O  » uogólniony szereg Fouriera T*, Tjj, T^. Układ ten przed­
stawia się  następująco

E l t  m  ^ X )  -  f î  Tn (ty ij,:<X) i f  t  t>({) lf.ix) * PÊ L '(t) FfjK) + 

r i„ ‘ ( t)  t ( x ) * P z J  T '( t)  %(x) = ą  ( X .0  ,y ZT,

Ejyf T.'ayijx) - f z  t œ & x )  + f  z  f:(t)-z.(x) f pź a o f Â x )  + '

- î f i Z jn (t)-% (x) - L \ t )  %(x) = 9, ,  (4.3)1

• ^ 1  r„vo v„îx) + f e f  c w - ÿ «  - K W -fjx)- p^ z  ta y f„(xh“ nsi *»*« *»■<
+£XI T \ t )  %(x) - r/<7) ¿60 i fi(t)-%(X) tnc« “ n«ł »•»<
-& 7 *f r„'(t) %(x) + P r 'I  T„\t) %(x) -  /r?*'*,/) .rwł <»*1

Wykorzystując ortonormalność funkcji 7" (x )> Jn (x )• Vń(x )t warunki początkowe 
(4 ,1  )2 w przypadku rozwinięcia funkcji ij) ( x , t ) ,  £ ( x , t ) ,  f  ( x , t )  w uogólniony 
szereg Fouriera (4 .2 ) , przyjmą postać!

Tn(0) -  /  f(X) rj„(x)dx , t '(0 ) - /  yf'(x) rjM)Cix ,
» *

tf (0) * /V<x) j,(x)dx , f„'(0) = / ¿ V  j .6 0 <1* , (4 .3),o « 2
£ (0 ; - ¡ ' ł \ x )  't.(x)dx , f,3(0) = /  f \ x )  ^ (x )d x  .

O A

Po uporządkowaniu ze względu na funkcje Tn( t ) s Tn( t ) ,  T ^(t) oraz ich drugie po -  
eh od ne otrzymamy

f r.w i *  • *<*> - f - f c * ) !  * i  n m a . - v u  * p ^:m i ♦ (4a ̂
,£f:(t) ™- ź(x) +f tttyPZfftM - ą,(*.t) . 

î t w i f i M  - f  c m  J i £ t: (t) [fj,/;« +pj;Yx>] ♦
.ff^.m.^cx) -Z Tn(ł)Pip -not) - >Si 3

> ł m  pz^:(x) - £ V (ty p^fM + ^

t l r t a y i ^ ż M -  ¥>■€<*)!♦£ T:«y{rji.<f.7x) *ipe- Gj,i%(x)].m(x,o



Do rozwiązania układu równań różniczkowych ( 'ł .4 )  zastosujeny zasad?prac przygo - 
towanych, która w tym przypadku je s t  metodą Bubnowa-Galerkina [¡43,40,41,75].

Jako przemieszczenie przygotowane przyjmuje się  postacie funkcji własnych !̂ n (x\ 
jn  (x ), * wyniku otrzymuje się  równania różniczkowe zwyczajne ze względu na

funkcje T * ( t ) , T ^ t ) ,  T ^ (t), które nazywany równaniami Ga lorki na. ¿stosując zasadę 
prac przycotonanych do równania otrzymamy

Z/ f  tl(0iftjM ) - + Z/ 1 {E3‘ ' £(*) ' p ¿''(“U p x' d* ł11;"* ' «
+I/Z Hity y p  f M  \<t)dx + £ [Z  T*(t)■ Pz* ■%(*)■ <i.Mdx ^Zfq,(x.O>£(x)cfx| ' «MW “ ‘ i /. ',r' . i/>1 *<

gdzie:
£  -  oznacza sumowanie całek obliczonych dla poszczególnych odcinków, na które
i

podzielono pręt. '
Bównanie powyższe, po uwzględnieniu ortonornalności funkcji (x ), przyjmie 

postać

Jr«£[f4- lK(0{[EX{p*) %(*)dx - PfrU) W)dxi *
+Z T M Z P & fi“(x> iM d* • Z ją ,(x .t)rj.M dx  ;

n i  " T  3  {. ‘ —  ' i . '
k ‘ 1,2,3. ■

Wprowadzimy w (4 .5 ) następujące oznaczenia

, 3n-L[EJ2j j j M  {,(x)dx - P jń " M i.M d x ]  , 

• J?  *Z  Pz«j£(x) i?k(x)dx‘ li <•

Wówczas równanie (4 .5 ) przyjmie postać

i r;« j" ♦ f r„'w j'‘ + £ ¿Yo j " + f ifAj-jf - r » ;NM -»< '•'* *M
k * (4.7/

gdzie:
7* ( i )  - Zj^q.i (x ,t) i^ (x )d x  .

Kównanie (4 .4 )g , po zastosowaniu zasady prac przygotowanych, przyjmie postać

Z j Z  Ć ( t ) ( f  f j x )  - ^ .  p x ) ]  f KCx)cLx f Z j i  T :U){EJ, £ ( x)  * P j M j  f<(x)dx +* V «' J 3 * (i1
* Z (  & M d x  -  z j l  L‘a )p y « % (x ) fk(*)d x  = Z ]  ą c(x ,t)  £ (x /d x
li ł "** * tf

lub po uwzględnieniu ortonormalności funkcji ¿n (x )

l m z i % f  ]>>£«**]+1 * pIj m h z u w i *

-  3U _

,ff;(t)z ̂ 7%c*)j»dx -1 m z  pyjźMSiMti* - rrfuą.(x.ty&x)dx.
(4.8)
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»prowadzimy do równań (4#8) oznaczenia

J “- £ 1 %  f j j M i : < x ) d x ]  , f-L i£ J ,lś :< *> S Ś *)d *  + P / j '. 'M i:M d x l,

£ ‘ i i ^ l< f . ( * > £ ( x ) d x  , j ? * - p y j j : m : ( * ) d x , (4 . 9 )

Tk(t) - L ij) .'i* .tY S :(x )dx .

Wówczas równanie (4 .8 ) przyjmie postać

| m i  m  f  *|  4 1r.Y ćj j f  = r/co  ; (4 .io )

k - 7,2,3, . . ., eo
Zastosowanie zasady prac przygotowanych do równania ( 4 . 4 prowadzi do zależnośd

ij.(x)'K(x)dx 4 l / f  TM)Pz*ą.(*)'K(x)dx - ĆY<)- *j--£.(x>Y*(x)dx t

- J / f  T.'(ł)Py* ¡:(x)% (x)dx  4 t ‘a ) [~ £ C x )  - f ? % M ]Z ( x ) d x  4

+Z ! Z r.Yć)/fX-€?X) 4 f Pr’ - 6J*) % ( X ) }  %(x)dx - Z  i mCx,0 !S7xMx ,I 4"" ' ,

lub po uwzględnieniu ortonormalności funkcji

* 1 V(ąpz.Jj:(x)wdx - f  ¿ W f  4

-ZTń(OlPyt iJJx)% (x)dx  + 1  Ż.YOZ i  f - Ł  j f  ■( ¿ 'w  ( 4 . n )

+ f  T / ( ł ) Z l ft)dx 4 [Pr1- 67, ] /  iTfc) f7x)oix J - Z / 9 U * W x ;»»4 * ‘ V/ // * C

Je ż e li  do równań (4.11) wprowadzimy następujące oznaczenia

j * - z  ^ 7 1f.(x)-t(x)dx , r - f  fe..£ f i(x )€ (x )d x  ,

j : ' - z ^ * ! j > Y * - ( x ) d x  , 3 r * i P y . s j : M  ‘r : M d x ,

r  K ( x ) ' f M a x ] , (4*12)
£ ’‘ Z { a uijK (x )< W a x  i lP r ‘ -GJ,lfJZ(x>% (x)dxj ,

T '( t ) - Z [ m(x,ł)%0<)dx ,* 7/
wówczas otrzymamy

£  rw -J.*41  r/W jC 4 f  4f  r.Y-OjT 41  £*«> tT  * |  r.Vf)• j f  = £*«> . (4 .1 3 )

gdzie:
k = 1 ,2 , . . . ,  00 #

Ostatecznie otrzymamy następujący układ równań różniczkowych zwyczajnych drugie- 
go rzędu ze względu na T^(t) = T*, T^(t) = T^, T ^(t) a T^.Bównania te  mają postać:
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I f-jf łftf-jf ~ rK*,

| ż'-jT * | r x  +|t*jr tzr-jr - r/, 
f ¿’■a** *|c-jr+|t'jr *|r.'x“ *| r.*ar - r.‘,

fe- i,¿,3, ...,«>.

(4.14)

Bówaania (4 . 14),  zapisań* * p o s ta c i m a cie rz e « *j, p rzed staw iają  s ię  n astęp u jąco :

(4 . 15 )

C dzia:

J, =

J,

J! • * + J2 • T = T.

a,” i ... j ; 0 0 . . 0 £ £  . . £
ar i . . .  j " 0 0 >. 0 £ . £

jT i .. j: a 0 .. 0 £ a f .. ■ £
0 0 . . 0 £ a r . . £ a ; . . . £
0 0 . . . 0 £ £  .. a, £ £ . . . £

0 0 . . 0 £ £  ■. ar ar ar .. . £
£ £ . .  a„" nia, a r . . £ ar . £'
jf i .. £ a.” £ ££ . aT

i .. £ ar £■■ £ £ ' £ \ . . £

£ i .. a„" 0 0 .. 0 £ £  ... £
£ i .. af 0 0 . . 0 £ £  ... £

£ i .. £ 0 0 . . 0 £ a r . . . £
0 0 .. 0 £ oT .. ■ £ £  .. . £
0 0 . . 0 £ a." £ £ . . . £

0 0 . . . 0 £ £ .. £ £ . £
£ 0f‘ . .. r £ a r .. £ ' £ £ .. . ar
£ i ' .. a. £ a r .. £ £ a r . . . ar

r . .. r £'
<u—
J, .. £ oT £".. . ar
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T - c o ! o n i r , X , . . .  T.\ Tf. V ,  . . . V ,  T.\ T/ _T*) ,

t - coton[i;,  . , ,  r; ,  f : .  f ; ,  . . .  f : ,  v .  V , . . .  t i ] /

T ^ c o io n n :  . . .  t; ,  t/ ,  t; ,  . . .  t: ,  . . .  t/ j .

Występując* 11 wyrażeniach (4 .6 ) ,  (4 .9 ) i  (4 .12) całki « przedziale fa ,b ] okradła
s ię  ze wzorów

f ^ ( x ) i ^ ( x ) d x  - £  TT *  ' |fl ,
a Jro

f  i  f f
gdzie: k)* - £  k;» ■ k,.„M .t*o

* . *0! S  j-i i“
J ^ ( x ) ^ ( x ) d x  - Z f $ X  i  ,

gdzie: £  i( i- i)G -2 )( i-3 )  k il kh ,k .

¡ & )  f M d x  - £ % - £  l  ,O j“°
i" ł t

gdzie: kf. - Z  i ( i - l ) k „  k ^ , t .7*0

! p x ) f ( x ) d x  - Z  & £ [  ,
0  JaO

' f i  
gdzie: k *  - 7 i ( i - i ) ( i - 2) ( i - 3 ) k ;„ ■ kj.;,k .1*0

o i»0

gdzie: ***-£ ' ( ' '  O- k£ k£k.

,* -w _ 4nt .•f . . .»
j U x ) ? M ) d x - Z j $ * La J-o

gdzie: -  Ź i(7 - 1 ) ( i - 2 K i- 3 ) k £ k £ .
irO

t 4rii V* ^
\% (x) r),(x )d x  -  l £ -  x ‘" l  ,

C O*0

g d z ie : £  £  ■ k £  .
isO

f kCx)dx = £  7 7  X *  £  ,

gdzie: $  =■ f  i  ( i  - /) ■ fc-J ■ *£>.
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b — A r ł l  L'- ¡44 Ib
(%M fMdx. -  Ź 77r  x l>  
i

g d z ie : kj* Ł /L •

b -w _ £ił J>j£* ¡-i ib
%(K) SMdx -Zifc'* L>

'  jsOa

gdzie: ki! = Z

W przypadku gdy P = O, many

J *  * Z  E3zfj:(x)-rf.M ctx , 3 - - 0  ,

]T *% E 3yJjZ*.) £ ( * )d x  , J ? * 0  ,

17-0 ,■ JT-O ,

3?=Z[EJ*f% 60-ń(x)ctx - GJ*f%(x) % a)dx].

fiównania Galerkina przyjmą nieco inną postać, je ż e li  funkcje przemieszczeń (wektor
stanu przemieszczenia) rozwiniemy w uogólniony szereg Fouriera wg ortonormalnycb we-

"1 )ktorów stanu ^B(x ) •
W tym celu układ równań różniczkowych ( i . l )  zapiszemy w następującej postaci ma­

cierzowej
. 34U(xJ )  d*U(x.t) d‘U(x,i) d‘U M )
A dxĄ &"dx‘dtl c dx‘ a W  - , ( 4 . i5 ) t

gdzie!
U (x,t) -  wektor stanu przemieszczenia, 
q (x ,t )  -  wektor stanu obciążenia,
U (x,t) ■ coion [ .7 ( x , t ) ,  £ (x , t ), <f ( x ,t ) ]  ,

0
SJu 
' 9

c =

" f i 0 0 td, 
'  9 0

0 £3* 0 . d * 0 -&B
0 0 EJ» _ 0 0
' p 0 Pz- " ' tA 

9 0
0 P -Pym o- 0 tA

9
Pu -Pŷ -63, *Pr* JM* 

. 9
. tAu. 
9

SAz,
9

q (x ,t )  = co lo n [q y( x , t ) ,  qz(x * t ) 0 ra(xf i ) ]  *
— -------------------

; Kozwiązanie powyższe oparto na koncepcji zaproponowanej przez Prof. J .  Więckowskiego.
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T__(t) -  współczynniki rozkładu wektora stanu przemieszczenia w uogólniony 

^ „ ( i )  ~ współczynniki rozkładu wektora stanu obciążenia w uogólniony szereg

ą u i l - Z  T G )z . ( t ) ,

gdzie:

Tn(*> "
szereg Fouriera,

współczynniki ro 
Fouriera określone zależnością

to
T »(0 ‘ fą c x , ł) o z „ ( x ) d x  , (4*15>3a

czyli
to

TM ) -  f [ ą , U O  g Jx) + ąz(x,t) E jx ) + m (x .t)% (x ) ] d x  ,
a *

Podstawiając zależności (4 .1 5 )2 do równania (4 .15)^ , otrzymamy

A z  TM )z"(x) + B Ï  TM ) Z !(x ) + c  l  TM) z " (x ) +
**"* œ (4 15)

+ D Z T M )Z .(x ) = Z T M )Z ,M .  . '  kn*4 SM

Wykorzystując ortonormalność wektora stanu Zn(x) warunki początkowe ( 4 . 1 w 

tym przypadku przyjmą postać )to
T-(O) -  f  U (x )o Z n(x) dx (4 15)

o *
gdzie:

¿/°60 - coto i ?*<» , ¿*0) , ,
ü % )  » coion [ <f(x) , g ‘(x) , V'(x)J 

Po uporządkowaniu ze względu na funkcje TQ( t ) równanie (4.15)^ przedstawia się  

następująco

f TM) (BZM ) * OZ.(x) * ZT.(t)[A Z"(x) + C Z,"(x)] =| f .( t)  Z M ) i4'15 >6n»i I*** “•<
Ortogonalizując równanie (4.15)^ względem ortonormalnego wektora stanu Z^ix) ,

otrzymamy równanie Galerkina
» i

Z f. ( t ) f lB  Z M ) 4 D Z M ))°Z ,(* )d x +
4 ÎT .(t) fT M )[A  Z:(x) 4 C Z :(x )]o Z M )d x = %(ł)

2
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W przypadku pręta o zmiennym przekroju należy przeprowadzić sumowanie całek dla 
poszczególnych odcinków.

Występujące w równaniu (4,15)., wyrażenia całkowe określa się  za pomocą wzorów 
podobnych do wyrażeń podanych na s . 35 i  36.

Ze względu na ograniczoną objętość pracy wzory te pominięto. Do rozwiązania 
układu równań (4 .15) lub(4.15)^ wykorzystano istn ie jące  programy na maszynę cyfrową 
s e r ii  ODRA 1300 wg metody RUJłGEGO-KUTTY.

Znając wartości funkcji T4, T^, 'P lub Tn, na podstawie zależności (4 .2 ) lub 
(4 , 15 )2  wyznacza się  wartości funkcji przemieszczeń ( x ,t ) ,  ^ ( x , t ) ,  'f ( x , t ) .

4 .2 .  Drgania wymuszone obciążeniem harmonicznie zmiennym w czasie

4 .2 .1 ,  Pręt o stałym przekroju

Rozważmy przypadek drgań p ręta  o stałym p rzek ro ju , wymuszonych działaniem  s i ł  
zewnętrznych, zm ieniających s ię  w cz a s ie  w sposób harmoniczny o p o s ta ci

q , ( * . t )  = (X ) .  o 1" * ,

qa ( x , t )  = qz (x )  .  o 1“ 4 ' ( * .1 « )

m ( x , t )  = a  (x )  • ełwt .

Wówczas równania różniczkowe drgań wymuszonych ( 4 . 1 )^ przed staw iają  s ię  następu­
ją co

c i f V  IA t?V . n d'n (Az* d‘f  dlf
1 diC g SMt‘ g dt‘ dx‘ + g d? * z*~57' = ,

c i  , SA d‘i  „ <?'j SAy* 3‘f  „ ¿>V . .
* o /  9 ¿we g av py *1 7  -  t W - e  ,

(4 .17)
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A , n. Wjfe s'i  0 d's ¿ y  t j u ćfy 
g —  W - py<17'EJ“¥ T w łdx* g dxdt‘

i  A r' <?V ¿>'f , . -
'—  W ' 33* ^ r *Pr- M ‘ m(x) e

Przyjmując, że drgania o częstości drgań swobodnych ulegają w czasie wytłumieniu, 
wyrażenia na funkcje przemieszczeń możemy zapisać w postaci [ 1 7 , 7 5 ] I

7 (*.*) = ?(*) • ł1*5*.
£ (*» *) *  ¿ 0 0  * ®1Wt. (4 .18)

y ( * , t ) . ? ( * )  • e lwŁ,

Podstawiając wyrażenia (4 .1 8 ) , na funkcje przemieszczeń do równań różniczkowych
(4 .17) otrzymamy

fi/«) + ̂ Vix) - Y Y « - *PZ.Y00 - 9,(X),

F J y - r «  * - ff-tót) i * i * 0 0  +  ̂ 960- Py.ru) -ą. (X),

- i ^ ' y ( x )  + y(x) + - Pytri'60.* £ ja  r ( x ) + ¿ § ^ ‘-<P*0O + (4 *19)

-•^-•<f(x) - SJx-y'OO ł Pr’ y’Cx) = m ix ) ,  

lub po uporządkowaniu

£J,yTx) ł('̂.£d‘♦ P>-?'(x) - W“'.^)- ̂ ? ‘«’fx) i Pz„ ń x )  - ę/x),
f j , r «  * ( f o > '* P ) ? U )  -  ^ - ł O O + ^ - f C * )  -  P y . r u )  =ąr (x) , ^  10)

E x, r u ) + ( P r ' i  s-~  u - a , )  r ( x )  -  ^-r«  vcx) - * £ -« ’ *?w + 

+ Pz.-rfU ) + ^ i o '  ifx) - Pg. l"U )  -  m (x ).

Jak wiadome [20] , rozwiązanie ogólne równań (4 .20) je s t  sumą całki ogólnej rów­
nań jednorodnych i  całki szczególnej równań niejednorodnych. Układ równań jednorod­
nych (4 .20) (qy (x) = o, qg(x) = 0, m(x) = 0) je s t  identyczny z układem równań (2 .3 ) 
przy podstawieniu Ci>„ = 0 ), którego rozwiązanie przedstawiono w punkcie 2 .2 .

Tak więc całka ogólna układu równań Jednorodnych (4 .20) określona je s t  przez 
k i (2 .14) przy założeniu <4>= CO .

Zajmiemy się  więc całką szczególną układu równań niejednorodnych (4 .2 0 ).
Wprowadzimy do równań (4 .2 0 ) następujące oznaczenia

a .-E J ,  , a , - f < J  + P , —  , a4 . - ^ f ^ , as -Pz< ,

ty -E J , , b , . f c o ' * P  , t u - ^ u ' ,  bf - -P y . ,

c ,.E Ja , c , * P r ' * & u ' - 6 i  , , Cł- Y V ,

Cs ~ P*x , c. * , Cj - - Py. .

(4 .21)
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а, tf(x) + a, ri'(x) + q3 i?Cx) t + as <?’(* ) *

б, ,fYx) + & iTx) * & K x) + iv'ftx) + bs-<t'(x) * C^ix) (4 .23) 

c, ' f ( x )  + Cv't'Cx) + Cyfóc) + Cł-̂ Oi) + Cs-rfOÓ + C sifc )  ł C, f ( x )  « rr?(x) •

Do rozw iązania układu równań ( 4 .2 2 )  zastosujem y, tak  jak  poprzednio, rozw in ięcie  

fu n k cji 1̂ ( x ) ,  £ ( x ) ,  f  ( x )  w sz e re g i potęgowe. W tym celu  funkcje obciążenia qy ( x ) ,  

q ( x ) ,  m(x) będziemy aprolcsyoewać wielomianami o p o s ta ci

v x) II qiy *

qz(*)
K

- Zj*0 “iz * . (4.23)

m (x)
“H

i
II

"J * xl .

Aproksymowanie fu n k cji ( 4 .2 3 )  można przeprowadzić za pomocą metody najm niejszych  

kwadratów [ 4 ? ] ,  wielomianem interpolacyjnym  Newtona lub L agrange'a [ 2 5 , 7 l ]  albo  np.za  
pomocą aproksym acji jednorodnie optymalnej [ 1 2 4 ] ,

Natomiast całek  szczególnych układu równań niejednorodnych ( 4 .2 2 )  poszukiwać bę­
dziemy w p o s ta c i

?  (x )  = £  ?  .  ,
¡•0

i = Li* ’ xJ ’ v*'2k)¡•o

f (*) ■ t?* •¡•o J »
Podstaw iając ( 4 ,2 4 )  do ( 4 .2 2 ) ,  otrzymamy

a,ęj(j-lXj-2Xj-3)-VrXH t a.ZKj-D ą-Ś*  + a3Zq, x‘ t 

+ i xJ + a,f % x‘-2 . £ ,

bzid-wyj-in ♦ 6,̂ /0-o-i; xw ♦ * (4>25)
t b4Z x ‘ +b,ZJ(j-i) <z.x1-* ,

4 4 jso

c ,li(i-i)Q -2 )d -3 )fr x1'4 '■ciZ ja -i> 'fi x *  + c1Z f1 y  + c«f +

+ C,̂ id-1) y j-' 4 /  t CrIjCj-l)ii

P rz e k s z ta łc a ją c  równanie ( 4 .2 5 )  i przyrównując s ta łe  przy jednakowych potęgach  

zmiennej x  do z e ra , otrzymamy związki

* a*(TE', n- +ai V->+ °4 fj- + ^  ,

U J! (4 - 26)1 ¿z-5)? i + + ̂  oM * bs fj.s + *9h' j



j!
+ Cé'Çj-4 ł C7 fj-2)l 3J-J

Na podstawia równań (4 .26) możemy napisać wzory rekurencyjne na 
szeregów potęgowych:

dla j  £  4

n . , .£ i . ( L Ë  , _  *  C M ) '  _  at (i-4)1.
1‘ a, (¡-2)t V« Gi ji fa Q ¡ ' ~ ' VJ-<

-Q.üdl'.u, , (H)'. ,  
a, a -2) ' r‘-¿ a , j !  ąJ-<« •>

t. = _fa.<Hł'.f. fa oyj? > - fa 0-0'
5j fa ( ¡ - 2»  fa -TT“ fa ~ 57 ' - 77-  ■ £-« +

, ff-f ' 3 fa 0-?)' a R  ’ ->
y. (±ś!.<f. _fa C H K c4 Ci-AV Cs c n y
' Os Cf.« c, J  "¡~* - —  ■ 7/ ~ ë ï ' c f l ) !  +

_ c* (i-4X t Cr (i-A>! f. ̂ (j-A) !
fa 7? fa"* Cs (j-2)! t e  Cr i  ! W h  >

¡*4,5,6,...

aj-yOt. QzÛ 
AIP a, j!

Wprowadzimy w (4 .27) następujące oznaczenia

i? o ) -  ą  o-o.'
10 0 , < r s  *

0 / /1 -  fa (J~A)i
a,(J)- á;w ñ ' >

ha)= _ à . a-̂ y W ' fa >

hf;\ _ fa 0-49! 
ft0' ~  £  ZR3? > M )-  f j f  ,

£ £/) a -  fa (J~4)!C'U) fa (RJf > * < i ) - t <źT  ,

r (,) _ fa (j-A)1.
’ C, 0-2» ’ * » ~ H ?  -

r (i) - £: 0-4)/
« » -  S r  ■

u a - í - ü f

.Os (i-A)'
c, j !  >

Wówczas zależności (4 .27 ) przyjmą postać

współczynniki

(4 .27)

(4 .28)

7; -a/j) i?w + faO)?/-. + Os(j) f,-, + as( j)  %.t + at<i) ąHi) , (4 .29)
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i; t bs(j)-j,-., + ,

fj = c2(l) %, 4 C3(j) %-.4 4 c<0) t C,(j)-y;_, + Ct(j) lj-4 +

+ *Ce (j)  m ^ .  '

Na podstawie wzorów rekurencyjnych (4 .29) wyrazimy współczynniki szeregów potęgo­
wych (4 .24) poprzez wartości brzegowo funkcji ip (x ), ^ (x ), y (x) dla x = 0 i poprzez 
wyrażenia (4 .2 8 ) . Określone w ten sposób funkcje przemieszczeń przyjmą postać

rj(x) = tj. S, + ij, S, + i¿-Si + 17.- S4 * ¿. Sr + i , -5« + j, 5, 4 $s $e +

4 % Ss + F,-5«4 £ .S„  + S-S« ,

£ 6 0  - t/o'S'1 + rji-Su + fy-Sts + fy'$Ą6 + $o'Srr * £i'Sie + + £s--Scq + (4 .30)

+ 3o -S., + % -.5.. 4 !f • 5« * 3) • 5io i

y(x) — Yjo $15 + fy-Sie 4 i?; S27 4 fy-Sit 4 5d Sjg + -̂,-S.e + .+

+ % S3i + f, 5« 4 % Sk ,

gdzie:
funkcje S1 -  S^g określa się  na podstawie zależności (2 .12) i  (2 .13) przy przy­

jęciu  n = 1 i  iO, = U .

r?„=?ĆO) , j„ - HO) , t ̂ (0) ,

ą-fio) , i, - m  '■ - ^-31)
f t - iY « ? )  , ¿. “ : W  , y . - ł m  ,

■Ł-i-<f(o; , t - i W  ; fs-trco) .
Natomiast funkcje S^g ji S ^ *  określone na podstawie zależności (4 .2 9 )»przyj­

mą postać:

S_ = £  A? . xj ,

s. = £  B? • x^ , (4 .32)'38 ~ 4- " j
i

S3 9 = £  Cj ‘
Współczynniki A?, B^, (dla j  s  O, 1 , 2, 3 ) są równe zero. Natomiast dla j ? 3  

współczynniki te  wyznacza.się z następujących wzorów rekurencyjnych

A) *a,(j) Aj., + aJDAh 4 cud)-c’.4 * asa)-cU * a*(i)-ą;.„

5/ - bi(j)'Bj-i t bj(j) &j-i 4 b<(j) Cj-4 4 bi(j)-Cj-i + bc(j)'Qi-*x > (4.33)
Cj = Ci(j) ~Cj-2 4 Cj(j}-Cj-4 .4 Cą (j) • Ai-4 4 Cbd) Aj-1 +

4 c,C]) bJ-4 4 c,(j) Bj., + ctCI) rrti-t .
Funkcje przemieszczeń ? ( x ) ,£  (x ), <P (x) oraz ich pochodne, zapisane w formie ma -  

cierzowej, przedstawiają się  następująco:
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7 (x) s, S, s, 3, s, S. Sr 5. s. 5. s« 5«, 3/ 7«
7'(x) s; X 5; 3; 3; .3; Sr s; X 3» 5;, s: S„ 7,
rfM s," s: s; s; Si s". 3; 3o sl r# 3; 5; 3,; 7:
7"'x) s; £ 5.' 3; s: 3," 3; sj 5: 3" 3« 3/", 73

i W Ąj 5„ ■3(5 s« 5., 3*o 5« 5« 3/< 5« 5// 3„ 3« i.
J'« s; Sm 3,/ 5« s'„ 5« Stg 3/0 5̂ 3,1 5« 3« Sm i,

= s,3 Sm S'K 3» Sn s; Sn 3» 3; sZ Srj s i sZ i :

f(x> s Sm 5,9 51 Sn 5; Sn Sra 5^ 3// Sn 3« 3« £«

W/) 5« 5« s„ 3« Sa 5/o s„ Su S// 3,. 5„ 5« 3/9 t

W 3,1 5,1 X, Sta s& -3» X , Su 3jj s;. 5« Sm 3;. *,
nx> Sm 5; s; SłB si 31, Si, Su 5,1 5« 5j; s;. 3/9
r w S:s s," a, S"C/a sZ 3>i 3;; sZ s: 3; s; 5;. Sto »1

i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

Je ż e li przez Y(x) oznaczymy wektor stanu o przekroju, określony przez współrzędny 
x , a Yg - poszerzony wektor stanu dla x = 0, te  związek między Y(x) i  Y0> określony 
zależnościami (4 .3 4 ) i  (4 .3 1 ) , zapiszemy s  postaci!

Y(x) = H(x) « Y0 (4a35)

Macierz H(x), zwana rozszerzoną macierzą przęsła, określona na podstawie i
(4 .3 1 ) , przedstawia s ię  w postaci:

S, 5, iS / ¿ 5. S« 3« iS , « 3« 3, 5„ i  Sm «5„ Ssr

s ; 5i rs l ¿ 3. s ; 5,'. i  3 , «3a 3* T$h « 5V s„

s ; s‘, z13; K s", sl K £ 31 i  C** o„ , r" ¿5« s ;

3; s", is l «31 S”s s',' K n ; £* 5,:
4 w
/ 5« «5./ 5;

s„ Sm i 5« «A 5« 3„ 3« i  3/9 ?5,o 5/, S„ *3« ¿s« 5/9

Se i  3« « 3« Si, 3« fs» ¿3» S i Sgg H I 6 Sjo s i

5,1 sZ ię,0«
4 0
« 3« s l 3<a łsZ 5^ s l * 4 IsZ 4

s : 53« • c"y3« 3w 5 ; > 3; | 5 " 5/1 31 H i i s l Stg

s« <3// 53* 5„ 5,. /  5/, 6 Su 5// f  5W ¿ 3 * S„

5/', s,1 i& l 3» 3/1 H i «5/3 5// 5; 55/9 i  Sm sZ

s ; 3,1 5 5 ; i  3; 3,1 3/9 5-5/1 5 3,1 31 5; J- f ' / O/s isZ s ;

i i 3^ f 3 ; 53« 3/9 S/o / 'S, * * 31 s l isZ ¿sZ 5 i

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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Spośród dwunasta wartości brzegowych wektora stanu Y0 sześć określonych je s t  na 

podstawie warunków brzegowych dla x = 0, pozostałe sześć skreśla się  z równania (4.34) 
dla x = 1.

4 .2 .2 .  Pręt o zmiennym przekroju

W przypadku prętów o zmiennym przekroju do rozwiązania powyższego problemu,podob­
nie jak w punkoie 2, zastosujemy metodę macierzy przeniesienia. Przyjmując wcześniej 

wprowadzone oznaczenia, wektor stanu Y (x) w dowolnym przekroju pręta, określonym współ­
rzędną X, przedstawia s ię  w postaci:

Yt (x) = Hi(x) . [  ( i  F ^ J .  Y# , (4 .37)

gdziet
i  -  i- ty  odcinek, na które podzielono pręt,

-  macierz przęsła, określona zależności (4 .3 6 ) ,

F j -  macierz przekroju j-te g o .

V< celu rozszerzenia zakresu zastosowań otrzymanego rozwiązania rozważać będziemy 
drgania pręta, wymuszone działaniem harmonicznych s i ł ,  rozłożonych w sposób ciągły , 
określonych zależnością (4 .16 ) i  w postaci następujących s i ł  skupionych, przyłożonych 
w dowolnym przekroju pręta. Mamy zatem

p,(*> = ry • .

P ,( t )  = • *iUt . (^ .38)

M ( t )  = U • e*®* »

gdzie:
P^(t) -  składowa obciążenia w kierunku osi y,

Pz( t )  -  składowa obciążenia w kierunku osi z,

M ( t ) -  moment skręcający, obliczony względem środka zginania.

a ) P r ę t  b e z  w a r u n k ó w  p o ś r e d n i c h

Macierz przekroju określimy dla przekroju, w którym występuje skokowa zmiana 
cech geometrycznych a jednocześnie działa ją  obciążenia skupione określone zależnościa­
mi (4 .3 8 ) . Ma podstawie warunków nierozdzielności przemieszczeń i warunków kinetosta- 
tycznych, przedstawionych w pkt. 2 .3 , możemy napisać następujące związki pomiędzy fun­

kcjami przemieszczeń f oraz ich pochodnymi po obu stronach rozpatrywanego
przekroju, oznaczonymi indeksami "1" i  "p" (pominięto tu indeks " i " )

?/> - 7i -(z y f ,  ,
Jo-S. +<fc - *>■* , (4>39)¡¡i - 7; -(/«„- ,
Si ' Si * Cy» - &.)■*, ,



%  - % ,
Ur - u, ,

Ms„ - Ais, + Qn, (z ., -z « ,) -tfc) -M  ,
rtjip - My, J

- H* ,

Br ‘  B. ,
Oyr * Ą, - Py ,

Ą, -  O t,-P * ■

Zauważmy, ie  pa wykorzystaniu (2 ,22) 1 (2 .2 3 ) ,zależności (2 ,2 ? ) przyjmą postać

i?(.'!?,- (Zf, - *ą>'* .

i, - i, ,

i?; = i?, - (•?*, ,

V  - j, Kfe-ifc) « .

% - * ,
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#  - w,1«',

> * . ia t"• ą»' S< /

Ju< //>"
1P ‘ >

n . ¿£i n"iJ/m + *:&„ >
V

t1" _ >•', z3Jy# 31 £V ’

Zależności (4 .4 0 ) , zapisane w postaci macierzowej, są następujące

(4 .40)

i
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Ho 1 0 0 0 0 0 0 0 (Zi,-z.<,) 0 0

Ho 0 1 0 0 0 0 0 0 0(2 -2») 0

HÓ 0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0

HÓ 0 0 0 i,Jr, 0 0 0 0 0 0 0

ip 0 0 0 0 1 0 0 0  y*t) 0 0

Si 0 0 0 0 0 1
/0

0 0 0(&,-y*.)0'

s; = 0 0 0 0 0 3e 0 0 0 0

s 0 0 0 0 0 0 0 Jlff, 0 0 0

fo 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

% 0 0 0 0 0 0 0 0 0 W, 0

y; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ih

%" 0 0 0 w8 0 0 0 w 0 K 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

O

O

3l.E],e

a

o

o
Pt

i), n

(4.41)

gdzieś
V  W2,W8, jak w przypadku drgań swobodnych.

Je ż e li macierz prostokątną (macierz przekroju) oznaczymy przez F, wówczas wektor 
stanu Y(x), w dowolnym przęśle " i " ,  wyrazi się  w postaci ,

Yt(x) = Hj(x) • yP_t (4.42)
Po sprowadzeniu (2 .41) zależność (4 .42) przyjmie postać

YiOo. n j n  V j J ,Yo-j j
gdzie: ,

i  = 1 ,2 ,3  . . .  a (m -  liczba odcinków, na które podzielono p ręt). 
Ula i  = m

(4.43)

Y, = H i  m ii',«3 3 Yo , 14.44)

Na podstawie zależności (4 .44) określa się  nieznane wartości sektora stanu Y  ̂ .
Macierz przeniesienia ma w tym przypadku postać -

¡-1
H s h D ^ H  . (4 .45)

B  jrt 3 3

b) P r ę t  z w a r u n k a m i  p o ś r e d n i m i

Podobnie jak w pkt, 2,3 rozważać będziemy przekrój, w ktirym -  oprócz zmiany cech 
geometrycznych -  wystąpi obciążenie skupione, podparcia sprężyste i masa skupiona.
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Przyjmując oznaczenia jak dla pręta bez warunków pośrednich, zależność pomiędzy 

siłam i wewnętrznymi, dla obu stron przekroju, przedstawia s ię  następująco

Q#, - a,, i Cs 7„ -By -  py ,

Qz, -  a,. t &•£. - Bz - Pz ,
r-kf = + Qy.(zz,-Zy.) - *Cff-Ha-M.

(9 .46)

gdzie:

By » miJ tj, *■ D7«'z., i? ,
&  = mu‘ i, - muU.-if . 
«0 =

(4 .47)

Wstawiając (4 ,4 ? ) do (4 .46) i  wykorzystując wyrażenia (2 .22) i  (2 .3 4 ) , otrzymamy

mco - c* 
EJ,Z '

mu‘ - c, 
EJ„z

m < J Z , ,  -  C y Z „ , „ _ P y _  

EJ,z r‘ + £*,
. , Jy. vu> , c,y,.-mu'y*i P, 
s‘ + J- 5‘ eT, % i"i

A  * 
'i/7.

FX„ (4 .48)
J., . Jy, , , «, - C r OJ*, *v, - GJzt ._/

SJuf,
JiOt M

* Jo*z • f £**.
Pozostałe związki mają postać taką samą jak dla pręta bez warunków pośrednich. 
Macierz przekroju przedstawia się  więc następująco

F =

1 0 0 0  . 0 0 0 0 (Zy-Z .,) 0 0 0 0

0 1 0 0 0 , 0 0 0 0 (zz ,,-Z .z) 0 0 0

0 0 Ł
Jjp 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

w, 0 0 & 0 0 0 0 w . 0 0 0 h l  
EJzp

0 0 0 0 1 0 0 0 (ifc-y<.) 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 O f o Z-Ui,) 0 0 0

0 0 0 0 0 0 h
3yz 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 W 5 0 0 t wt 0 0 0 h
£Jyz

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 W, 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 los
FJoifz 0 0

0 0 0 % 0 0 0 w s: W, W i 0
Jj.Jur M

£Juz

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

(4 .49)

gdzie: T Wiłi Wgt W7f W8j w9 -  jak W przypadku drgań swobodnych.



5 .  STATECZNOŚĆ DYNAMICZNA PRĘTÓW CIENKOŚCIENNYCH

5 .1 . Podstawowy nkład równań różniczkowych

Rozważać będziemy pręt poddany działaniu zmiennej s ile  P ( t ) , d zia ła jące j central­
n ie .

Jeże li w równaniach (2 .1 ) s i łę  normalną P traktować będziemy jako funkcję czasu 
t ,  to równania te  stanowić będą podstawowy układ równań różniczkowych stateczności 
dynamicznej rozpatrywanego pręta cienkościennego [8 ]  ■ Równania te  mają postać

¿fn V* <fn . d'n , tAzt d'f . d'f „
* 7 W  * T " S F  * °  ’

d*t tJ, . SA d'i tou, s“f „  .
g d/di1 g dł‘ P(ł) W  ~ g e){‘ " > ( 5 *1 )

tAZu ć>V . d‘g lAy. d‘S - T <ft

W» 4 >Ar‘ Ź1 r • ** . n/zi • 57 n 
g m ?  V « 7 ¿ F  P (ł)rW ’ °  <

Rozwiązanie omawianego problemu uzyskamy przy zastosowaniu dyskretyzacji, k tórej 
algorytm przedstawiono w punkcie 4 .1 .  W wyniku zastosowanej dyskretyzacji przekształ­
cimy układ różniczkowy cząstkowy (5 .1 ) w następujący układ jednorodnych równań różni­
czkowych zwyczajnych drugiego rzędu (ze względu aa t )  o zmiennych współczynnikach.

i  r ;  r  r f  t: -  a r  i  z  + f  - o ,

£  S*-jT t f  t„‘ X  + f  * o  , 1 ( 5 . 2 )

I ^ - j T  * f  + f  e -.jt  ‘ Ł i s - j r - o ■»’»1 M»A KUM „*4 >

k = 1 ,2 , . . .  00 .

Zmiennymi współczynnikami są:

j “ * I[E jĄ rf i(x )n f,(x )d x  - P(Oft ^O<)-if.(x)c/xJ t 

P l ł ) z i d x  ,

£ *  ~ Z [ FJ,_(£oó¿100£/x + P (t) fj7 (x ) £(<0dx] ,

J? — ZP(t)ikl%(x) £u>ctx ,
J?  - £  fi ; £ (*) %6t)dx , 

i ” - - £ « » & lU x y % (x )  d x ,

A~ =£{E Juf  $ x ) £ u ) d x  t lK Ó r ‘ -6 J ,]J .£ (x ) %(x>clxj .

(5 .3 )
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(5.4)

Sównaaia (5 .2 ) ,  zapisane w formie macierzowej, przyjmują postać

J j i ł ł j T M ,  

gdzieś
J  , J 2 , T -  macierze, określone «punkcie 4 .1 .2 , z tym jednak zastrzeżeniem,że 

elementy macierzy w wyrażeniu (5 .4 ) są funkcjami czasu t  (funkcja obciążenia P (t)) . 
Elementy macierzy Jg określają wyrażenia (5 .3 ) .

Układ równań (5 .4 ) wygodniej je s t  ze względów numerycznych sprowadzić do układu 
równań różniczkowych pierwszego rzędu. W wyniku następującego podstawienia otrzymamy

W1 m T , X2 = T ,

JjOT2 + Jg»1 = 0 ,

yt 13C = X

W postaci macierzowej układ' równań (5 .5 ) przedstawia s ię  następując©

31 = J ( t )  • X ,

gdzieś

(5 .5 )

(5 .6 )

X = colonfw 1 3i2 ] ,

J ( t )  =
J2 0

(5 .7 )

E -  macierz jednostkowa odpowiedniego rzędu,

I I* *2 “ blokl "«elarzy I ( t ) ,

X' X* - bloki macierzy X

5 .2 . Algorytm wyznaczania obszarów dynamicznej stateczności

Analiza zagadnień dotyczących stab ilności układów mechanicznych, zapoczątkowana a 
1644 r .  przez Torricellego [6 6 ], na obecnym etapie zajmuje się  badaniem związków za­
chodzących pomiędzy ograniczeniami warunków początkowych, zaburzeń i odpowiadających 
im rozwiązań w pewnym, skończonym lub n ie, przedziale czasu. Związki te mogą mieć róż­
norodny charakter w zależności od wymagań, jak ie  stawia s ię  układowi. Z tego też powo­
du powstało wiele d e f in ic ji  stab iln ości rucha, ś c iś le  związanych z matematycznymi 
pojęciami zbieżności i  ograniczoności.

Wśród wielu tych d e f in ic ji  należy przede wszystkim wymienić stabilność w sensie 
Łagrange*a [74 ], stabilność w sensie Laplace’ a [93 ], stabilność w sensie ?oincare*go 
[ l ć ] ,  stabilność w sensie Lapunowa [50,91] i stabilność techniczną [8 ].

Szczególne zasługi dla rozwoju te o r ii  stab ilności mają prace Lapunowa, które s ta - 
nowią podstawę współczesnej te o rii ' stabilności« Metoda Lapunowa, wraz z je j  innowacja- 
mi technicznymi[14 ,31 ,72 ,119], znalazła szerokie zastosowanie praktyczne ze względu 
na swą efektywność. Stabilność wg Lapunowa nakłada na procesy dynamiczne bardzo "c ia -
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8118" ograniczenia. Postuluje s ię  mianowicie, by b lisk ie  rozwiązania, w sensie normy 
w chwili t  = O, pozostawały b lisk ie  w chwilach późniejszych.

Szczegółowe d efin ic je  stab ilności są omówione w wyżej wymienionych pracach. W 
punkcie tym ograniczymy się  do podania algorytmu wyznaczania obszarów stabilności pew­
nego zbioru funkcji obciążenia P ( t ) .  Algorytm ten, szerzej omówiony w pracach [9 ,6 6 ] , 
opiera się  na te o r ii  Floąueta [3 9 ] .

Rozważania ograniczymy do przypadków, dla których funkcja obciążenia P (t) będzie 
funkcją okresową o okresie 7 , spełniającą warunki D irichleta

P (t + i  ) = P (t)  (5 .8 )

a tym samym macierz l ( t )  wyrażenia (5 .7 ) spełnia warunki

I  ( t  +7) = I ( t )  (5 .9 )

Je ż e li przez

X ( t )  =

ari i
at

12
3t

* • * 1n
K

21
ar

22 * * *

• •
ł

•
• • •
• • •

3Cn1 X
n2 • • • "nn nu

(5 .10)

oznaczymy macierz fundamentalną rozwiązania równania (5 .8 ) , to -  jak ogólnie wiadomo 
-  rozwiązanie równania (5 .8 ) je s t  kombinacją poszczególnych rozwiązań jako

K ( t )  = K ( t )  .  C, (5 .11)

gdzie:
C w colon [ 0^, Cg, . . .  (5 .12)

C. -  C -  sta łe  dowolne, i  n
Na podstawie te o r ii  Floąueta dowodzi s ię , że

Jt( t  + 7 ) = *  ( t ) .  A ,

at(t +T ) *  {■ ar ( t )  ,

gdzie:
A je s t  macierzą s ta łą , którą przy warunkach początkowych

określa się  z zależności 

czy li

* k j < ° > s ( J k j .

A = « (T ),

x (7) . . .  ar (1)
11 * * * 1n

*nn<T>

15.13)

(3 .14)

(5 .15)

(5. 16)

(5 .17)

 ̂ -  sta ła  liczba.
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Ponadto
w ( t )  = ł t ( t )  • p ( 5 .1 8 )

g d z ie :

P = celon  f p2, ... p a] .
^  « ta le  lic z b y .

Na podstawie ( 5 .1 8 )  możemy napisać

3f ( t  *1)  = « ( t  + 1 )  • ji , ( 5 .1 9 )

i d a le j ,  p od staw iając ( 5 .1 9 )  i  ( 5 .1 8 )  do ( 5 .1 9 ) ,  otrzymany

* ( t  + i  ) .|9 s j - a ( t )  ( 5 .2 0 )

W ykorzystując z a lo tn o ś ci ( 5 .1 3 ) .  równość ( 5 .2 0 )  motamy n apisać w p o sta ci

X ( t )  A f i j - a  ( t )  - /3 .  ( 5 .2 1 )

B iorąc pod uwagę, te  równanie ( 5 .2 1 )  musi zachodzić dla katdego t ,  powinien byś 

spełniony warunek
(A - y  E) . / ? =  0 ,  ( 5 .2 2 )

gdzlei
E -  m acierz Jednostkowa odpowiedniego rzędu .

Elim inując rozw iązanie try w ia ln e , otrzymamy warunek

det (A-fE)

* , . ( » - f X„(1) . . .

(Z) Mu(V-f . . . x«ćD

Xm(t) . . . dCm it(7)

z równania (5 001 •

•X.(ł)J . . y  X*(t+7)~ f .X ~ (0

* 0 . (5 .2 3 )

( 5 .2 9 )

gdzie:
3r.j(t) = colon[ * 11(t), . . .  . * nl(t)J .

3fB( t )  « eolon[ 3tn1( t ) ,  . . .  , 3fM ( t ) ]  .

Elementy m acierzy ( 5 .1 7 ) ,  o k re ś la ją ce  w arto ści fu n k cji w równaniu ( 5 .6 )  d la  t  =  1 , 
możemy wyznaczyć na drodze numerycznej, np.za pomocą metody Hungego-Kutty [ 7 9 ] .

Liczby ę ^ (p ie rw ia s tk i równania ( 5 .2 3 ) )  stanow ią podstawę do określenia s t a ­
b iln o ś c i układu. J e t e l l  moduły w szystkich pierwiastków równania ch arak terystyczn ego  

( 5 .2 3 )  są m niejsze od jed n o ści, to  rozpatrywany rucb układu J e s t  asym ptotycznie s ta ­

b iln y . J e ś l i  natom iast wśród pierwiastków równania ch arak terystyczn ego  znajduje s ię  

ch ociaż  jeden , k tórego moduł j e s t  większy od je d n o ści, to  układ j e s t  n ie s ta b iln y . W 
przypadku gdy wśród pierwiastków również i s tn i e ją  p ie rw ia stk i, k tórych  moduły są  rów­

ne jed n o ści, le c z  moduły pozostałych  są mniejąze od jed n o ści, to  układ j e s t  s ta b iln y , 

a le  nie asym ptotycznie.



6 .  SZCZEGÓLNE PRZYPADKI ROZWAŻANYCH PROBLEMÓW

a) O k r e ś l e n i e  s i ł y  k r y t y c z n e j  n a  p o d s t a w i e
r o z w i ą z a n i a  d r g a ń  s w o b o d n y c h

Zagadnienie stateczności statycznej, podobnie jak problem drgań swobodnych, je s t  
zagadnieniem jednorodnym, a więc w obu przypadkach zadanie sprowadza się  do określe -  
nia postaci wyznacznika charakterystycznego, a następnie wyznaczania jego w artości 
własnych,

W n in ie jsze j pracy, przy rozwiązywaniu zagadnienia drgań swobodnych, przyjęto 
schemat pręta obciążonego s iłą  P, d ziałającą centraln ie. W przypadku gdy wartości 
s iły  P dążyć będą do wartości s iły  krytycznej,to częstości drgań swobodnych dążyć będj 
do zera. Wynika to z analizy równań różniczkowych (2 .3 ) . Je ż e li w równaniach tych 
U>n~~0, to równania te  przyjmą postać równań różniczkowych zagadnienia stateczności 
statycznej.

Można więc na podstawie zagadnienia drgań swobodnych prętów cienkościennych okre­
ś l i ć  obciążenie krytyczne. J e ś l i  założymy, że w rozwiązywaniu tym O) a 0, wówczas 
wartościami własnymi wyznacznika charakterystycznego będą s iły  krytyczne P ^ .

b) S t a t y k a  p r ę t ó w  c i e n k o ś c i e n n y c h

Przedstawiono w punkcie (9 .2 ) rozwiązanie zagadnienia drgań wymuszonych w przypa­
dku szczególnym, gdy W = O, stanowi rozwiązanie ogólnych zagadnień statyki prętów elei» 
kościennych.

Należy tu podkreślić, ie  pręty w tym zagadnieniu mogą być obciążone w sposób cią ­
gły lub za pomocą s i ł  skupionych.

e ) S z c z e g ó ł n e  p r z y p a d k i  c e c h  g e o m e t r y c z n y c h  
p r z e k r o j u  p o p r z e c z n e g o  p r ę t a

Je ż e li  środek zginania pręta pokrywa s ię  ze środkiem ciężkości, co ma miejsce w 
przypadku, kiedy przekrój posiada dwie osie sym etrii, to  układ sprzężonych równań róż­
niczkowych (2 .1 ) , (9 ,1 )  i (5 .1 ) rozprzęga s ię  na trzy niezależne równania różniczkowe, 
Równania te są równaniami Identycznymi jak dla prętów pryzmatycznych z uwzględnieniem 
bezwładności obrotów przekroju.

Je ż e li natomiast przekrój pręta posiada jedną oś sym etrii, wówczas środek zgina­
nia leży na jednej z głównych centralnych osi bezwładności przekroju (ytf = o lub 
z* = 0 ) . takim przypadku jedno z równań różniczkowych (2 .1 ) , (9 ,1 ) , (5 .1 ) je s t  nie­
zależne od dwóch pozostałych.
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d) D r g a n i a  ' « ' y m u s z o n e  o b c i ą ż e n i e m  o k r e s o w y m  
n i e h a r m o n i c z n i e  z m i e n n y m  < c z a s i e

Zagadnienie drgań wymuszonych obciążeniem okresowym można sprowadzić do superpo­
z y c ji  rozwiązań dla odpowiedniego obciążenia, harmonicznie zmiennego w czasie ( pkt. 
4 .2 ) .  W tym celu należy daną funkcję obciążenia, okresowo zmienną w czasie, rozłożyć 
w szereg Fouriera [9 0 ] .

Z nwagi na to , że równania różniczkowe opisujące drgania są liniowe, zatem -  zgo­
dnie z zasadą superpozycji -  rozwiązanie w tym przypadku je s t  sumą rozwiązań dla po -  
szczególnych harmonik.



7. UWAGI C ZBIEŻNOŚCIACH PRZEDSTAWIONYCH ROZWIĄZAŃ

a) Z b i e ż n o ś ć  s z e r e g ó w  p o t ę g o w y c h

W te o r ii równań różniczkowych dowodzi się  [ 94,97] . że je ż e li  współczynniki rów­
nania różniczkowego zwyczajnego są szeregami potęgowymi, zbieżnymi dla |x|< B, to dla 
tych wartości rozwiązań różniczkowych -  za pomocą szeregów potęgowych -  są rozwiąza­
niami zbieżnymi.

W szczególności, gdy współczynniki równania różniczkowego są wielkościami stałymi 
(jak  to ma miejsce w n in ie jsze j pracy), to rozwinięcia w szeregi potęgowe (2 .5 )1 (4 .24) 
stanowią rozwiązania tego równania 1 są szeregami zbieżnymi dla dowolnej wartości x.

b) Z b i e ż n o ś ć  r o z w i n i ę c i a  w s z e r e g  wg  f u n k c j i
w ł a s n y c h

Dowód i warunki dostateczne zapewniające zbieżność rozwiązania, przy zastosowaniu 
rozwinięcia szukanej funkcji w uogólniony szereg Fouriera wg funkcji własnych, zawar­
te  są w pracach [1 7 ,9 4 ,9 7 ]. Twimrdzenie o zbieżności ww. szeregn Fouriera można w
skrócie sformułować następująco:

Twierdzenie 7 .1 . Je ż e li funkcje ( x , t ) ,  J  ( x , t ) ,  <P (x ,t), ciągłe w obszarze 
( a £ x < b ,  t > 0 )  są rozwiązaniem równań (4 .1 ) , spełniającym warunki początkowo-brzego-
we (4 .la ) ,  to rozwinięcia tych funkcji *  następujące szeregi

? (*»*) x £  rl(*) (*)•

ł ( x , t )  = £  T *(t)  £ ( x ) ,  (7 .1 )
n*o

f ( x , t )  = £  T ^(t) t (x ),

gdzie:
?n (x ), ¿n (x ), fn (x) są funkcjami własnymi zagadnienia brzegowego (p .2 ) ,a  funk­

c je  T^(t) określa się  z równań (4 .15) przy warunkach początkowych (4 .1 a ) ,
są zawsze zbieżne w sensie zwykłym lub przeciętnie z kwadratem odpowiednio do 

funkcji I? (x ,t ) ,  $ ( x , t ) ,  y ( x , t ) .  O funkcjach fj„ (x ) , j"n (x ), fn (x ) zakłada s ię , że 
spełniają warunki u irich leta .

c ) Z b i « ż n o ś ć  m « t  o d y B u b n o w a - G a l e r k i n a

Warunki zbieżności metody Bubnowa-Galerkina zawarte są w pracach Michliua [t>7i



¡68}. Pomijając dowód, podamy tylko ogólne twierdzenie o zbieżności metody.
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Twierdzenie 7 .2 . Je ż e li dane równanie je s t  jednoznacznie rozwiązalne, to rozwią­
zanie, przybliżone za pomocą metody Bubnowa-Galerkina, is tn ie je  dla dostatecznie du­
żych n, a ciąg tych rozwiązań je s t  zbieżny w danej przestrzeni do rozwiązania dokła­
dnego.

d ) S t a b i l n o ś ć  n u m e r y c z n a  m e t o d y  m a c i e r z y  
p r z e n i e s i e n i a

*' zagadnieniach stereomechanicznych dla prętów wiotkich (głównie na podłożu sprę­
żystym), dla których wpływ składowych wektora stanu dla x = 0 na składowe wektora sta­
nu dla x = 1 je s t  niew ielki, elementy macierzy przeniesienia są stosunkowo małymi 
liczbami. w takim przypadku może wystąpić tzw. numeryczna niestabilność tych rozwią­
zań [ l 2 l ] ,  Wynika to z faktu, że maszyna cyfrowa posiada z góry określoną liczbę cyfr 
znaczących (sta ła  długość słowa), lioże się  więc okazać, że wtedy decydujące znaczenie 
na rozwiązanie mają cyfry nie uwzględniane przez maszynę, lub określone w sposób do­
wolny, przypadkowy, a więc niestabilny. Niestabilność ta może wystąpić przy korzysta­
niu z aktualnie dostępnych w kraju maszyn cyfrowych o tzw. s ta łe j długości słowa [ 88J. 
Biorąc jednak pod uwagę to , że stosowanie te o rii prętów cienkościennych je s t  uzasad­
nione dla prętów stosunkowo sztywnych (obliczenia steromechaniczne dla prętów wiot -  
kich, prowadzone przy założeniach te o r ii prętów cienkościennych dają wyniki zbliżone 
do wyników otrzymanych wg te o rii jak dla prętów pryzmatycznych), a ponadto że nie roz­
patrywano w pracy prętów na podłożu sprężystym, możliwość występowania numerycznej nie­
stab ilności je s t  w tym przypadku mało prawdopodobna.

Zawarte w tym punkcie uwagi o zbieżności przedstawionych w pracy rozwiązań moją 
charakter informacyjny. Szczegółową analizę dotyczącą tego problemu znaleźć można w 
pozycjach literaturowych wyszczególnionych w pracy [ 1 7 ,6?,68,90,9*1,97,121] .



8 . OBLICZENIA NUMERYCZNE I PRZYKŁAD . LICZBOWE

8 .1 . Wprowadzenie

Przedstawione w pracy rozwiązania rozpatrywanych zagadnień umożliwiają przepro­
wadzenie obliczeń numerycznych według prostych algorytmów. Ze względu jednak na dużą 
liczbę operacji rachunkowych algorytmy te zaprogramowano na elektroniczną maszynę cyf­
rową ODBA 1303 w języku PORTBAN.

Uruchomiono dotychczas następujące programy? x
-  Program wyznaczania częstości kołowych drgań swobodnych pręta o zmiennym przekroju.
-  Program wyznaczania funkcji własnych prętów cienkościennych, który je s t  rozszerze­
niem programu poprzedniego.
-  Program ortogonslizacji i normalizacji funkcji własnych.
-  Program wyznaczania amplitud funkcji przemieszczeń w przypadku działania na pręt ob­
ciążenia harmonicznie zmiennego w czasie.
-  Program wyznaczania fnnkcji przemieszczeń w przypadku działania na pręt Obciążenia 
o dowolnej zdeterminowanej funkcji czasu t  i współrzędnej x.

Pomijając szczegółowy opis wymienionych programów oraz rezultaty obliczeń testu­
jących, ograniczymy się  do przytoczenia wyników obliczeń otrzymanych dla kilku przy­
kładów liczbowych.

8 .2 . Pręt o przekroju ceowym

Ula prześledzenia zbieżności rozwinięcia funkcji przemieszczeń w szeregi potęgo­
we przeprowadzono obliczenia numeryczne dla pręta o cechach geometrycznych podanych w 
przykładzie 3-69 zamieszczonym w pracy [95], s . 464-465. Rozpatrywany tam pręt je s t  
belką swobodnie podpartą o przekroju ceowym nr 30a (ry s .4%

Bee, li
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Cechy konstrukcyjne belki są następujące: 

11E = 2,1 * 10

^  = 7 ,8  • 103

[-?]• s [“?] •

[^f”J * A = °*493* 10"2 [“2j ♦

Iy= 0 ,2 6 * 1 0 - 5  [ m4] , I e= 0,6048*10'“4 [ra4] ,

I x= 0,3911*10-6  [ ra4] , la« 0 ,73*.10~7 [ m6] ,

Jo f  0 i zcc = 0,0513 [■ ] . 1 = *» °  [■ ] •

W oparciu o przedstawione w pracy algorytmy obliczeń zaprogramowane na elektro­
niczną maszynę cyfrową wyznaczono pierwsze dwie częstości drgań swobodnych i wielko­
śc i maksymalnych przemieszczeń (w środku rozpiętości belk i) wywołanych obciążeniem 
harmonicznie zmiennym w czasie . Obliczenia przeprowadzono dla 5 ,8 ,10 ,20  i 40 wyrazów 
szeregów potęgowych stanowiących rozwinięcia funkcji przemieszczeń rj (x ), £ (x) i P (x ) 

Wyniki obliczeń zestawiono w tablicach  3 , 4 , 5 ,

Tablica 3

^ _ Liczba
^\^wyrazów 
U) szeregu^

10 20 4o 60 [95]

« 1 51,5625 52,1875 52,1875 52,1875 -

180,3125 182,8125 182,8125 182,8125 182

Tablica 3 podaje obliczone wartości ezęstości drgań swobodnych w zależności od 
liczby warazów szeregów potęgowych.

Tablica 4

Często­ Przemie­ L i c i b a  w y r a z ó w a z er % z u
ść OJ szczenia 5 8 10 20 40

?(ł) ■ M 0,5249*10-3 0,5249*1O-3 0,5249*1O"3 o;5249*1o-3 0,5249*1O“3

0 0,1124*10-1 0,1220*1O*3 0,1221*1O"1 0,1221*10_1 0,1221*10-1

f ( i ); WJ 0 0 0 0 0

l'Ą) ; m 0,52'e9*10-3 0.5262-10“3 0,5262*10-3 0,5262*10-3 0,5262*1O-3

40 M i ) ; m 0,1295*10" 1 0 ,129 5»10_1 0 ,1 29 5*10~1 0.1295M0-1 0,129 5*10-1

r t i ) ; ud] 0,5lł7*1O_1 0,5215*10-1 0,5216*10-1 0,5216*10_1 0,5216*10_1



W tablicy 4 przedstawiono zależność wielkości przemieszczeń maksymalnych (̂2 ) t 

' *?(?) *ymusz0Qych shupionym obciążeniem harmonicznym o amplitudach Py = 5000[N], 

Pg = 5000 K i częstości U = 40 [—], przyłożonym w przekroju x = j ,  od liczby wyra­

zów szeregów potęgowych.
«ielkości maksymalnych przemieszczeń (̂¡), § (|) i  wymuszone obciążeniem równo­

miernie rozłożonym na długości belki o amplitudzie qy(x) w 100o[®/m] qg(x) = 100c[/m]

i częstości Cd = 4C|~-J dla różnej liczby wyrazów szeregów potęgowych zestawiono w ta­
blicy 5.

Tablica 5
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Często­
ść

U

Przemie­
szczenia

b i c z h a  w y r a z ó w s z e r e g u

5 8 10 20 40

?(|); M 0,5249*10"^ 0,2100*10 o.aioo-io"^ 0,2100*10"^ 0,2100*10"^

0 ¿(2); I"-'] 0,1205*10"2 0,4331*10“̂ 0,4884*10""* 0,4834*10"^ 0.4884-10"4

f(ł);w i 0 0 0 0 0

\
?(ł);W 0,52248*10 0,2103*10"* 0,2104*10"^ 0,2104*10"* 0,2104*10-4

40 0,1279*10-2 0,5141*10"^ 0,5143*10"3 0,5143*1O"3 0,5l43*10"3

0 0,1377*10"® 0,1907*10"® 0,1907*10"® 0,1907*10"®

Ola porównania w tablicach tych przedstawiono wielkości przemieszczeń ¿ ( j)

i  f(j-) przy statycznym działaniu obciążeń o wielkościach wyżej wymienionych amplitud.
Przeprowadzono również obliczenia testu jące dla programu wyznaczania funkcji 

przemieszczeń w przypadku działania na pręt obciążenia e dowolnej zdeterminowanej 
funkcji czasowej.

2e względu na ograniczoną objętość pracy wyników testowania nie załączono.

8 .3 , Obliczenia stereomechaniczno kadłuba pojazdu specjalnego

Przedstawiony w pracy algorytm obliczeń prowadzony był pod kątem możliwości wy­
korzystania go do obliczeń stereomechanicznych kadłubów pojazdów sepcjalnych,

W wielu przypadkach postacie konstrukcyjne takich kadłubów posiadają cechy geo­
metryczne, które stwarzają możliwość wprowadzenia dla nich modelu obliczeniowego w 
postaci pręta cienkościennego.

Jednym z nieb je s t  aktualnie badany kadłub o schemacie przedstawionym na ry s .5.
Do obliczeń przyjęto przedstawiony na rys. 6 model pręta cienkościennego podpar­

tego sprężyście. Podparcie sprężyste charakteryzuje zawieszenie pojazdu.



Obliczenia przeprowadzono dla następujących cech konstrukcyjnych kadłubas

1} 0 d c i n a k p r ę t a  z a w a r t y  p o m i ę d z y  p r z e k r ó j
mi  1 i 5 ( r y s . 6 )

E = 2,1 • 1011 j - S j  , G = 0 ,8 ł • 1011 J-^ g j ,

1 = 7 , 8 .  103 , A = 0,46508.10“1 [m2] .

Iy= 0,176l«10"2 [m4] , 1Z= 0.2851.10"1 [ra4] ,

1



!,_= 0,1021.10-4 [m4] , Iu = 0,5180>10"2 [m6] ,
4

v,= 0 , z* = 0,3424 |m| 1 = £  1 = 3,72 [m],
t‘1

yc= 0,92 • 106 [£] , ci= 0.92.106 [£], c * 0,1933 [^]. 

b) O d c i n e k  p r ę t a  z a ę a r i y p o m  i f d J y p r z e k r o j a -
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9 ( r y s . 6 )

£ = 2,1 • 1011 [*]'•
G = 0,84 • 1011

£ _ 
E ” 7,8 • 103 [■M- A = 0,4748*10-1 t-2]»

II 0.2202.10-2 i.*] • I = 0,3083*10_1

V 0,1070»10-^ [m4] , I u 0,9252*10-2 [ ■ V

0. = 0,4031 |>] , 1 = £  1 =
i «5

4,10 [m],

«i*
3 II 0,92*106 ]• ‘z = 0.9 2.1 0 5 [g. c y  =! 0.1933.101

Ponadto a poszczególnych przekrojach pręta rozmieszczono masy skupione o łącznej 
róanej Mg = 20 000 kg. Hasami skupionymi zmodelowano poszczególne elementy wyposaża-
nia pojazdu.

Bla wyżej przedstawionych danych i przyjętego modelu obliczeniowego wyznaczono 
pierwsze dwie częstości kołowo drgań swobodnych, które wynoszą Có̂  = 27,25 ["j 1
d)2 = 5^t25[-~^ Częstości te nie zmieniają swoich wartości dla liczby wyrazów potę­
gowych większej od dziesięciu.

Przeprowadzono również analizę dynamiczną ruchu pojazdu w terenie po podłożu,któ­
rego profil przekroju w kieruaku ruchu pojazdu określony jest poprzez funkcję y = 0,2 
sin Tl x .

Przyjęto ponadto, że po obu stronach pojazdu ( w tym samym przekroju) pofałdowa - 
nia są względem siebie przesunięte o połowę "fali",

W takim przypadku wymuszenie kinematyczne stanowiące oddziaływanie podłoża na 
pojazd ma charakter funkcji harmonicznej. Wymuszenia kinematyczne poszczególnych pun­
któw podparcia sprężystego kadłuba można zastąpić poprzez odpowiednio siły skupione 
P^(t) = Tg • e*®*- i momenty skupione M(t) = M • o*®*.

Obliczone amplitudy sił i momentów skupionych dla przyjętych parametrów profil u 
drgań i stałych sprężystego podparcia odpowiednio wynoszą:

a 0,184 . 106 [R] , M = 0,3866 • 10ć [Hm] .

Częstość kołowa wymuszenia, wyznaczona dla prędkości ruchu pojazdu V = lo[~ji dłu­
gości fali drogi 2 [m], wynosi U) = 31,4 [”£■]*



Ponieważ poszczególne s iły  wymuszające są wzglądem sieb ie  przesunięte w faz ie ,za ­
chodzi konieczność prowadzenia obliczań oddzielnie dla poszczególnych par obciąż en 
wymuszających.

Ostateczne wartości otrzymuje się  w wyniku superpozycji poszczególnych przypad­
ków obciążeń.

Wielkość amplitud przemieszczeń w przekrojach 1 - 9  zaznaczonych na rys. 6
dla poszczególnych przypadków obciążenia zestawiono w tablicy  6, a odpowiadające im 
wielkości s i ł  wewnętrznych w tab licy  7.

Tablica 6
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Nr przekroju 
obciążonego

Nr
przekroju ? i f

[■] [a] [rdj
1 2 3 4 L  5

1 0,1433 0,0281 0,4179
2. 0,1069 0,0211 0,3119
3 0,0857 0,017 0,2503
4 0,0549 0,0108 0,1605

2 5 0,0514 0,0085 0,1277
£ 0,334 0,0052 0,0831
7 0 ,0 06 0 0,0002 0,0149
8 - 0,0422 - 0,0089 - 0,1050
9 - 0,0779 - 0,0157 - 0,1936

1 0,1095 0,0223 0,3198
2 0,0846 0,0170 0,2472
3 0,0702 0,0139 0,2050
4 0,0492 0,0095 0,1437

3 5 0,0489 0,0079 0,1213
6 0,0 36 6 0,0058 0,0909
7 0,0179 0,0024 0,0445

) ' 8 - 0,0149 - 0,0035 - 0,0371
9 - 0,0392 - 0,0 0 79 - 0,0973

1 0,0 6 02 0 ,0 12 9 0,1766
2 0,0523 0,0108 0,1529
3 0,0477 0,0 09 5 0,1392 ‘
4 0,0409 0,0078 0,1193

4 5 0,0453 0,0 073 0,1121
6 0,0413 0,0 06 7 0,1024
7 0,0353 0,0058 0,0876
8 0,0248 0,0043 0,0617
9 0,0170 0,0033 0,0426
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c.d. tablicy 6

1 2 3 4 5
1 0,0179 0,0042 . 0,0528
2 0,0245 0,0052 0,0717
3 0,0283 0,0057 0,0S2b
4. 0,0338 0,0067 0,0986

6 5 0,0422 0,0070 0,1045
6 0,0454 0,0076 0,1125
7 0,0504 0,0087 0,1249
8 0,0591 0,0108 0,1467
9 0,0655 0,0125 0,1628

1 - 0,0193 - 0,0039 - 0,0561
2 0,0000 0,0001 0,0002
3 0,0 113 0,0024 0,0329
4 0,0 276 0,0058 0,0805

7 5 0,0395 0,0070 0,0979
6 0,0490 0,0087 0,1216
7 0,0636 0,0114 0,1576
8 0,0391 0,0164 0,2213
9 0,1080 0,0201 0,2683

1 - 0,0847 - 0,0185 - 0,2480
2 - 0,0429 - 0,0091 - 0,1256
3 - 0,0187 - 0,0036 - 0,0546
4 0,0166 0,0043 0,0488

8 5 0,0348 0,0071 0,0865
6 0,0554 0,0108 0,1376
7 0,0868 0,0163 0,2155
8 0,1422 0,0257 0,3524
9 0,1830 0,0325 0,4535

Zestawiona w tablicy 7 wyniki uzyskano przy załotaniu 80 wyrazów széregów potę­
gowych.
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Tablica 7

kJr przukroju Nr pi*zo- Qy Wv Q„ H, K
y. K H

rjfcc i nżonogo kroju (N] |f;mj i»] I M i rei [ NmJ ftJn7 j

i 5 0 '7 Ö 8

1 0 0 0 0 -6679o,1. 0 0

2 ■*■303,90 -1599,3? ♦97AC7.95 ♦ 8,7A -66787,56 -199328,36 -15A 57,6.3

3 -301,63 7A923.50 +2839A, 81 ♦2A9,5A -66850,AO -57153, 01 +109781,27

A - AA,36 1069A9.13 -10157,67 +59A,39 -66‘)8A,b? +57539,90 +1cr?r/9,60

2 5 -39, 19 80137,8? -1 -906,37 +566,A9 670AA,60 '•'*95 ,A0 41016'4Í,A?

6 ♦180,99 727A1,61 -.’9825,18 ♦588,11 67087,AA +35679,8A + 95613,A?

7 >2/7,50 A6707,03 -30361,A0 . ♦A29,57 -67130,8A +'*otA0,99 ♦ 64799,85

8 ♦ 10,55 61 A,35 - 962,99 + 6,9A -67181,60 ♦575? ,?9 > 36*:17, A3

9 0 0 0 0 -67101,60 0  • 0

1 0 0 0 . 0 -65770,25 0 0

2 + 32,98 -1277,30 -69672,20 - 1,67 -65770,25 ’9-'.0,00 - 12031,(6

3 - 8 ,1A -5ó65A,31 +57801,30 -27,72 -A5710,e.A -121. i'. 3, 60 - 132167,70

A - 35,38 92A5.3? +187A9,37 -1?,8A -A566'/, AA - 37191,80 * .-7/17,78

3 5 -  27,78 136A, 08 ♦1A799,80 ,3A - '.667, A A - 2878?,80 + 9901,65

6 -  11,A3 220A8,51 -  3938,AO +10,95 -A5676,00 + 3A0,37 + 75(>'*7,* Ł*

7 ♦ 13,05 18A90,57 -11920,37 +20,77 -A5693,1A + 14081,10 + .’4627 ,79

8 ♦ 8,98 312.90 - A72,99 + 0,66 -65710,29 ♦ 2807,61 + 1800,59

9 0 * 0 0 0 -A5710,:-u 0 O

1 0 0 0 0 -1A899,75 0» i)

2 ♦ 3i*.,59 -  776,23 -AA229,28 -  8,80 -1i»89l ,18 + 91266,/.? - 7039,15

y  ’ 1 ■;3'o v :t -35% 5 ,# -82911,AÓ ■"-551775“ -1/.-!65,AO +1 7 0 5 6 7 ,oA -8 1 • :,6 6

A + 26,3A -1 516«9,3A ♦69006,55 -603,A9 -15702,68 -1A599..’,76 -731 305,08

5 ♦ 22,39 >171,78 ♦55027,73 -567,81 -1A617,00 - 83281,97 -1- '465,30

6 -192,06 15,Ob ♦33582,75 -579,85 -14574,16 - 5iO/»3,,-*9 - ” 6483, '1

7 -266,A2 - 71980,90 +1A52P,AÁ -A11,79 -1A539.89 -22735,02 - 35069,1?

8 -  9,75 177.A5 + 227,29 - 6.3A -14514,19 - 1A72,80 735,09

9 0 0 0 0 14514,19 0 0

1 0 0 0 0 11875,?A 0 0

2 +-27A,32 - 312,38 ♦21175,32 -  7,36 11875, ?A ♦A2A5 6 ,83 - - 7. 7,11

3 ♦3 1 1 ,« 0 -17l62,ee vAAAH8,1A -22A,87 11883,81 ‘334,53 - 573'W, 56

A + 8A.95 - 6 8 6 3 6 ,7A -71706,16 -562,00 11892,38 ♦147070,56 -1A 30**5,70

6 5 ’ + 76,75 -7902Ö.A0 -57505,A6 -570,81 : '.78,06 +857%, 79 -11A871,68

6 -172,12 -111067,52 -6A86A,67 -613,67 1?0?9,A7 -95323,91 .257,80

7 -298,51 -55619,A2 -36507,6A -A62,6? 12098,01 -55075,31 - 0''67?,80.

8 - 11,79 -**71,1A -803,97 -7,78 12175,12 ',65 : ’990,3 65

9 0 0 0 0 12226,53 0 0
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c.d. tablic; 7
1 ...........2 3 ----- " T -------- 6 Z 3 ■...... 'Cl------------

1 0 0 0 0 +3 5430 ,09 0 0

2 +11 2 ,2 5 + 1 1 1 ,7 9 -2 4 5 ,9 6 -  2 ,6 9 +3 5430 ,09 -4 7 o ,4 1 + 1 0 6 8 ,5 4  ,

3 + 1 4 6 ,1 4 -1 1 2 ,7 9 -9 9 1 4  ,61 - 9 1 ,  78 +3 5 4 8 0 ,0 9 + 1 8035 ,72 + 1 1 7 9 ,1 7

4 + 7 2 ,2 6 -1 1 7 1 5 *5 3 -3 3 5 9 7 ,5 4 -2 5 9  ,5 4 +5 5 4 3 3 ,6 6 +64 7 5 6 ,7 5 -2 1 3 3 6 ,1 4

7 5 + 3 6 ,0 9 -2 0 6 2 0 ,6 1 -2 6 3 7 4 ,0 9 B -2 6 7 ,9 2 +3 5 4 9 7 ,2 2 + 4 4164 ,63 -2 7 4 1 2 ,5 6

6 - 5 6 ,6 9 -3 6 0 1 5 ,3 0 -5 5 0 2 7 ,7 3 -5 0 5 ,2 2 +3 5 5 1 4 ,9 :. +32270,51 -5 3 0 9 5 ,5 1
7 -1 6 5 ,6 2 -3 4 1 5 1 ,7 3 +5 5133 ,67 -2 5 5 ,0 5 +5 5 5 3 3 ,9 0 -3 5 4 6 6 ,3 9 -1 2 6 1 3 4 ,3 0

a f -  7 ,5 4 -  76 5 ,1 4 + 1 2 8 5 ,0 9 -  5 ,0 8 + 3 5660 ,02 -  8 3 7 3 ,8 8 + 0 ,3 7

9 0 *0 0 0 + 7 "  70,02 0 0

1 0 0 0 0 +7 7 0 7 7 ,7 5 0 0
2 -3 5 4 ,6 1 + 3 7 7 ,5 6 +37337i 79 + 9 ,1 6 + 7 7077 ,73 - 7 6 0 6 9 ,3 5 ' + 7755 ,33

3 —3 6 3 ,9 3 + 3 0556 ,00 + 52052,27 +274 ,44- ‘ - + 7 7052 ,02 -1 0 7 5 3 9 ,0 0 +69097*05
4 -  9 3 ,5 7 +90 5 3 1 ,5 6 +3 4 7 1 0 ,5 7 + 6 9 6 ,8 9 + 7 6 9 3 2 ,0 ? -7 9 9 6 4 ,1 8 +192753 ,16

8 5 -3 4 ,4 1 +3 5 9 0 5 ,3 9 +27602,61 +63 0 ,1 3 +7656,1,53 -2 9 0 4 4 ,2 6 + 125511 ,14

6 ' + 2 0 0 ,5 6 +99552/35 -7 3 5 5 ,5 2 + 7 2 7 ,4 3 +7 6303 ,55 +1 3 9 9 9 ,9 9 +142610 ,53

7 + 3 5 5 ,7 5 +92322,51 -6 0 5 0 0 ,9 2 + 5 5 1 ,4 7 +7 6 7 0 9 ,3 0 +33162,31 +123469 ,13

8 +  1 4 ,1 2 -  1240 ,71 + 2 0 7 0 ,5 7 + 9 ,2 8 +7 6 5 4 0 ,7 6 -1 4 0 3 2 ,6 2 + 3 4 3 6 ,9 3

9 0 0 0 0 +7 6 6 4 0 ,7 6 0 0 •

Na podstawie zasady superpozycji (układ liniowo-sprężysty) i rozważanych przypa­
dków obciążenia określono rzeczywiste wielkości przemieszczeń (tab lica  8) w poszcze­
gólnych przekrojach kadłuba pojazdu znajdującego się  w ruchu po wyżej określonym (»ro­
nię w chw ili, gdy pojazd znajduje się  w położeniu jak na rys. 7 . Na rysunku tym przed­
stawiono graficznie postać odkształconą kadłuba.

Tablica 8

Numer
przekroju

1 i V
[»] (»] [rd]

1 -  0,0009 -  0,0013 -  0,0037
2 0,0223 0,0038 0,1040
3 0,0355 0,0073 0,276 8

4 0,0552 0,012 0 ,16 16

5 0,0734 0,0136 0,1824
6 0,0848 0,0155 0,2107
7 0,102 2 0,0186 0,2537
8 0,1156 0,0234 0,3295
9 0,1535 0,0268 0,3853

W celu zbadania sztywności statycznej na skręcania obciążono kadłub w przekroju 
2 momentem U = 0,3866 • 10® [NmJ. Wyniki obliczeń zestawiono w tab licy  9.

Na zakończenia należy pedkreślić.żaw rozpatrywanym przypadku oslo pręta dla obu 
odcinków nie leżą na jednej p ro ste j, lecz główne centralne osie bezwładności prze­
krojów są do slobio równoległe. Ponadto s iła  osiowa P = 0.
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W takim przypadku warunki (2 ,2 3 ) , , (2 ,2 3 )2 , (2 .2 3 )3 , (2 .23),, i trzeci warunek 
wyrażenia (4 .48) przyjmą postać

1p* ’h  (zoptzxp za/) :

ź P a v (V y*v >

ip  = 1[~ (Z0p rZdip zd l) ^ j  ’

£P -sj fiyop + ty-yaOĄ >

gdzie:

(8 . 1 ),

(8 . 1 )2

(8.1)3

(8.1);,

7Z -z ')»W- M / V +v - v ^ w  t fifr/?.1?i~gJx.< a>y M_ , /o TP Jay<Z°P */> ““' 7 1 3W p V ° P  y« P  V  V  fJcop ĆJojpl (8.1),

y z współrzędne środka ciężkości przekroju prawej części pręta w ukła -  op, op
dzie X j, y , określonym dla lewej części.

Pozostałe elementy macierzy przekroju są takie same jak dla pręta z warunkami po­
średnimi. i ,

Je ż e li  główne centralne osie bezwładności przekroju nie są dla obu części pręta 
równoległe, wówczas należy wprowadzić wzory transformacyjne.



-  6 8  -

1-4,Q
f- CM o o -ci­ CM o o
a- O o o ao lA o oo> CM V- o o 'sO CM o o
o O o o o o o o0> Ok
o O o o o c o Ö

V“ CM o o CTn <M o oO O o o ON 1A o oOD V- v o o IA CM c o
o O o o o o o o•t
o o o o o o o o

lA CM o CA CM o oO O o o r- lA o o
C"- O V o o o CM c o

o o o o o o o o
Ok «k Ok

o o o o o o o Ö
Î +

-4 CM o o r - ÎA o o
ÇQ O o o o lA o o
o r o o CM CM o ovo o O o o cr> o o oOk
0
1

O o
,
Ö 0

1
o o o

3 CM CM o o V“ 4 V“ o*n •4 O o o ia LA o oo lA V“ T~ o o m CM o o
p O o o o o o o o•k •k •k •k
0) O o o o o o o oN 1 1 1
P
P

P ts «S o o CO LA CM o
o la 92 o o ia lA o og -4 T— o o o 4 - CM o op O o o o o o o oz «01 o o o c1 o ' 01 o
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9 .  UWAGI KOLCOWE I  WNIOSKI

W pracy sformułowano zagadnienia dotyczące dynamiki prętów cienkościennych, ze 
szczególnym uwzględnieniem zastosowań de obliczeń stereomechanicznycb kadłubów poja­
zdów specjalnych.

Opracowane algorytmy stanowią oryginalne rozwiązania zagadnień drgań swobodnych, 
drgań wymuszonych i stateczności dynamicznej prętów cienkościennych o profilu otwar­
tym i  zmiennym przekroju. Zagadnienia analizowano w ujęciu linlowo-aprężystym przy za­
łożeniach Własowa [118].

S rozwiązaniu tych zagadnień dla prętów o stałym przekroju zastosowano rozwinię­
cia  funkcji przemieszczeń (x ) , £ (x ), f (x ) w szeregi potęgowe.

W przypadku prętów o zmiennym przekroju w rozwiązaniu zastosowano metodę macierzy 
przeniesienia, w której macierz przęsła została określona w oparciu o rozwiązanie 
jak  dla pręta o stałym przekroju.

Ponieważ algorytmy rozwiązań budowane były pod kątem możliwości wykorzystania ieh 
w obliczeniach numerycznych zagadnień stereomechaniki kadłubów pojazdów specjalnych 
o postaci przedstawionej aa rys. 5, dlatego w równaniach uwzględniono główne przypa­
dki, które są modelami kadłubów obecnie projektowanych. Algorytmy rozwiązań 1 stoso­
wane metody obliczeń dobierano w aspekcie możliwości dogodnego programowania ich ca 
elektroniczną maszynę cyfrową z uwzględnieniem pojemności pamięci i czasu pracy aktu­
a ln ie  dostępnych w kraju maszyn cyfrowych.

Z tych to względów w rozwiązaniach zastosowane metodę macierzy przeniesienia, w 
k tó re j, jak wiadomo [85 ], nie występują układy równać algebraicznych o dużej liczb ie  
niewiadomych. Umożliwis to wykonanie obliczeń numerycznych ca maszynach cyfrowych o 
stosunkowo niedużej pamięci operacyjnej, nie ograniczając praktycznie liczby przęseł 
pręta.

Należy ponadto podkreślić, że aczkolwiek rozwiązania są pozornie skomplikowane,to 
jednak wiele algorytmów je s t  powtarzalnych. Ułatwia to znacznie proces programowania 
na EMC. Pewne udogodnienia w tym zakresie uzyskano również w wyniku zastosowania roz­
winięcia funkcji przemieszczeń lj"(x), £ (n ), f (x) w szeregi potęgowo.

Biorąc pod uwagę, że szeregi te  są na ogół ( por.np. [62]) szybko zbieżne, skraca 
to  również znacznie czas pracy maszyny cyfrowej.

Zbieżność szeregów potęgowych dla rozwiązanego przypadku pręta ilu stru ją  tab lice  
3 , 4 i  5 . W tablicach  tych podano wielkości dwóch pierwszych częstości drgań swobod­
nych 1 wielkości amplitud przemieszczeń w środku rozpiętości pręta, wywołanych obcią­
żeniem harmonicznym dla 5, 8 , 10, 20 i  40 wyrazów szeregów potęgowych.

Uzyskane w pracy wyniki wskazują, że częstości drgań swobodnych i amplitud prze­
mieszczeń nie zmieniają praktycznie swoich wartości dla liczby wyrazów szeregu więk­
sz e j ed 10. Zwiększenie liczby wyrazów szeregów tylko nieznacznie wydłuża czas pracy 
maszyny cyfrowej.



Przeprowadzone obliczenia numeryczne dla różnych długości prętów wykazuję, że 
zbieżność maleje wraz ze wzrostem długości pręta. W takich przypadkach poprawę zbież­
ności można uzyskać w wyniku podziału pręta na większą liczbę odcinków.

Zamieszczone w pracy algorytmy rozwiązań wykorzystano w obliczeniach stereeme- 
chanicznych kadłubów pojazdów specjalnych, lecz ich zastosowanie może być znacznie po­
szerzone. Aktualnie przygotowuje s ię  algorytmy rozwiązań dla pręta cienkościennego o 
osi krzywoliniowej. W takim przypadku należy w macierzy przekroju wprowadzić wzory 
transformacyjne.

¡¡©związania ww. zagadnień zostały zaprogramowane na maszynę cyfrową w ten sposób, 
aby istn ia ła  możliwość uruchomienia dlaszych programów, które można by uzyskać w wy -  
siku kompilacji odpowiednich bloków programów istn ie jących .

Przedstawione opracowanie stanowi próbę uzupełnienia informacji w tym zakresie 
wiedzy i  może być uważane jake podstawa teoretyczna do dalszych badań w zakresie za­
stosowań modelu pręta cienkościennego. Autor liczy  s ię  również z koniecznością rozsze­
rzenia opracowania do zagadnień stochastycznych i  nieliniowych oraz zagadnień złożo­
nych układów o zmiennej strukturze [115] .
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PROBLEMY DYNAMIKI PHĘTÓS CIENKOŚCIENNYCH

S t r e s z c z a n i a

W pracy przedstawiono rozwiązanie zagadnienia drgań swobodnych, drgań wymuszo -  
nych i  stateczności dynamicznej prętów cienkościennych • profilu otwartym.

Zagadnionia te  dla prętów o stałym przekroją rozwiązane przy zastosowaniu rozwi­
nięcia funkcji przemieszczeń w szeregi potęgowa. W przypadku prętów o zmiennym prze­
kroju , wprowadza s ię  model pręta o przekroju odcinkowo stałym (skokowe zmiennym) i 
stosu je  się  metodę macierzy przeniesienia. Zagadnienie drgań wymuszonych rozwiązano 
dla przypadku obciążenia harmonicznie zmiennego w czacie i  dowolnej zdeterminowanej 
fu nkcji czasowej.

W przypadku dowolnej funkcji czasowej obciążenia działającego na pręt stosuje się 
w rozwiązaniu metodę Hubnowa-Galerkina.

W zakończaniu pracy omówione szczególne przypadki rozwiązanych problemów oraz po­
dano uwagi o zbieżnościach przedstawionych rozwiązań.

Na podstawia przedstawionych algorytmów uruchomiono kilka programów na e lek tio - 
niczną maszynę cyfrową s e r ii  ODRA 1300 w języku FORTRAN, przy pomocy których przepro­
wadzono obliczenia numeryczne, dla kadłuba pojazdu specjalnego.

Zagadnienia rozpatrzono w ujęciu liniowo-sprężystym przy założeniach tzw. tech - 
nicznej te o r ii  prętów cienkościennych dla dowolnych warunków początkowo-brzegewycli.



nPOBJEMH JWHAMHKH TOHKOCTEHHLIX CÏEPHHÏÏÎi

P e 3 io M e

3  p a ß o i e  n p e ^ c ia B j i e H H  p e m e H su i s o n p o c o B  c b o ô o æ h h x  h  sb iH y am eH H ax  K ox eG aH u H  
a  T á r a te  flH H aM H uecK O g ycT oM H H B ocT H  tOHKOCTeHHHX c i e p x H e ä  O T u p u i o r o  n p o i jH J iq .

3 t h  B o n p o c H  ä j ih  C T e p r a e ä  n o c T O H H K o ro  c e n e H M  6 l u ih  p e m e i iu  n p n  n c n o j i b a o s a -  
HHK p a 3 J io s c e H a a  (JyHKijKH n e p e M e n se m iS  b  c T e n e H jm e  p a ^ H .  B c -r iy n a e  c T e p sc H e fi n e -  
p eM eH H O ro  c e q e H H H , b b o ä h t c a  M o ^ e a t  o i e p a c a a  o 5 jia ,n a io m y »  c e n e m ie M  h ó c t o h h h k m  
H a  o n p e ^ e jie H H H M  0 T p e 3 K e  C K än K O o 6 p a3 H O  u e p e M e H H o e  c e n e H H e  h  n p H M e H x e T cfl u e -  
t o ä  M aTpHU n e p e H O c a ,  B o n p o c  B tm ysjfleH H H X  K O JieÖ aH uB  p e m e n  muh  c a y n a a  rap M O H H - 
u e c K H  n ep e tieH H O M  H a rp y 3 K H  h  jiioÖ oS  ^ e T ep M H H ü p o B aH H O ß  ;}iyHKHHH a p e s je H H ,

B cjiynae n p o n 3 B o .ib H O 0  Bpew eH H oM  <j¡>yHKU¡ra H a rp y 3 K K  f l e a e i s y i o i n e S  H a o iep jtceH fa  
n p n  pem eH H H  npuM eH H icT  M e io ^  B y ß H O B a -F a jie p K H H a . 

B saK JiB neH H H  p a ß o T H  OHHCHBaxiTCH o o o 6 u e  o j iy n a H  pem eH H H X  n p o ö j ie w  h  ;;a¡0TO íi 
3 aM enaH H H  o c x o a h m o c t h  n p e s c ia B J ie H H U J c  p e m e H H ö .

Ha ooHOBaHHH npe^cTaBJieHHKX a a r o p M M O B  O w io  paapaSoTaHO necKOabKO npu- 
rpaMM ajih 3BM cepHH 0£PA 1300 Ha h3hk6 10PTPAH npn homoiuh kotodmx 6 mäh npo- 
BeaeHH ipi$poBue pacneTH ą j m  Kopnyoa cneunaJibHoro epeacTBa nepejBHxeHHa.

Bonpoc paccMOTpeH b jmneftHO-yiipyroM iiohhmg.iihh npn nojioxemiH Tax ¡rastmae- 
MO0 TeXHHHeCKOfl TeopHH TOHKOCTeHHHX CTepKHeS JIJIH npOHSBOabHMX H5ltiaabHO-6e- 
peroBbtx ycjiOBHfl.
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1 DYNAMIC PROBLEMS OF THE THIN WALLED RODS

S u m m a r y

in the paper «ere solved problems of the fre  and forced vibrations as « e ll  as dy­
namic s ta b ility  of the open p ro file  thin -  »ailed rods.

These problems »ere solved fo r the rods of a constant cross-section liith applica­
tion of the displacement function expancioned into power series .

In the case of rods of the variable cross-section the models of rods with a seg­
ment constant cross-section were introduced (stepped variable)s and the method of 
transfered matrix was applied.

Problems of the forced vibration were solved fo r the case of the harmonic force 
variable in time and for an arbitrary determined time function.

In the case of an arbitrary time function loading the rods the method of Bnbnov- 
Galerkin »as used.

At the end of the paper sp ecific  cases of solved problems discussed and nofices 
on convergence of the discribed solutions were presented.

An the base of algorithms presented some routine on EMC ODEA 1300 in FORTRAN we­
re started .

With the aid of that routines numerical calculations of the special vehlcal bedy 
were carried.

Problems «ere examined in a linear -  e la s tic  formula vith  assumption of so-called 
theory of the thin-walled rods for arbitrary in it ia l  and boundary conditions.
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