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0 FORMUŁOWANIU I FORMALIZOWANIU RÓWNAJ} RUCHU 
SYSTEMU DWUWSKAŹNIKOWEGO MAS

Streszczenie. W pracy wprowadzono pojęcie ciągu dwuwskaźnikowego 
mas, jako systemu wielkiego mas, sformułowano równEinie ruchu takie
go systemu mechanicznego, przytoczono odpowiednie reprezentacje sy
stemu, tj. grafy oraz schematy blokowe wielowskaźnikowe.

W pracy sformułowano i sformalizowano uogólnienie pojęcia układu mechać 
nicznego ng-elementowego na system ng n^-elementowy (w przestrzeni eu- 
klidesowej n^-wymiarowej En ) z organizacją dwuciągową [1 ,2] elementów
mas, przytoczono drugie prawo Newtona odpowiedniego systemu mas,jako prze
kształcenie liniowe systemu wektorów, wprowadzone równanie różniczkowe 
zwyczajne trój ciągowe rzędu drugiego, opisujące ruch, którego rozwiązanie 
nazywa się ruchem systemu dwuwskaźnikowego mas, podano przykład szczegól
ny rozważań w postaci systemu dwuciągowego oscylatorów o masach posiadają
cych organizację dwuwskaźnikową, gdzie współczynniki bezwładności, oporu, 
sprężystości są sześciowskaźnikowe.

Omówiono także interpretację systemu za pomocą grafów i schematów blo
kowych, podając uwagi o terminologii systemowej wzorowanej na automatyce.

2. Równania ruchu systemu dwuwskaźnikowego mas

W mechanice newtonowskiej znane jest pojęcie układu (mechanicznego) n 
punktów materialnych o masach

1. Wstęp

( 1 )

spełniającego prawo dynamiki

»j aj = Pj (j = 1,...,n), (2 )
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które można zap^aaó w  postaci

2 —
m  a

2 —
P. (3)

gdzie i

- suma sił działających na j-ty punkt,

- przyspieszenie punktu j-tegc względem układu inercjalnego współ

rzędnych

0 x 1 *2 *3 0 x. (4)

Każde z przekształceń (przy ustalonym j) jest przypadkiem szczególnym prze 

kształcenia liniowego

(5)

gdzie

p1J = m11j * b + m 12j a2j + m 13j a3j ’

P2j = "211 ai3 + m22 j a2j + "233 a3j *

P3j " m31J alj + m32j a2j + m33j a3j *

i  = 1,*# #

5 - [ p ,. p2 . F3 j = [ Pj ,]• i )  = 1. 2,3, (6 )

jest trójelementowym ciągiem jednowskaźnikowym współrzędnych wektora P 

w  przestrzeni euklidesowej trójwymiarowej Ej, a = [a^ Jjest analogicz

nym ciągiem współrzędnych wektora la.

Układ m  nazywa się swobodny, gdy siły

[pi. —  .Pn]' (7)

zależą od czasu absolutnego t, położeń punktów wyrażonych współrzędnymi

2 x =

X t 0 # • f X - X X
1 1 1 n 1 1

X f • ••f x - X f 00*» X
2 1 2 n 2 2

X 9 • •• f x X X
3 1 3 n 3 1 3 n

(8)
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prędkości punktów określonych wartościami

- - *

*  , 0 0»$ X X
1 1 1 n 1

*  ,
»

» • » $ X - X
2 1 2 n 2
» • *
x , 0 0»$ X X
3 1 3 n 3 _
j* £ i 2 i

*1- ...» xQ s X (t) (9)

współrzędnych ciągu wektorów prędkości x

Jeżeli wartości współrzędnych P sił P dane są za pomocą ciągu

dwuwskaźnikowego

2 -

P =

1 1

P .
2 1

P , 
3 1

_
P P P
1 n 1 1

P _ P , ..., P
2 n 2 2

P P P
3 n 3 1 3 n

_ - -

= P̂-] > »•»» <Ji ~ "'»2*3» i2 = 11

to zależność tę można przedstawić w  postaci

»$ n f

2 - 2 - 2 - 2 i 2 - 3 - 1
P = P(t, x(t), x(t)) = P ( X  ),

( 1 0 )

( 1 1 )

gdzie:

- 1  r 2 - 2 * 1
X = [_ t , X, x  J •

2 -

(12)

Przyjmuje się funkcje P ciągłe i o pochodnych cząstkowych rzędu pier

wszego, ciągłych względem każdej zmiennej, czyli

2 Z .  'd
P A  J - - T

2 - 3 - 1  3 - 1
P c c ,  x  €  x ,

3 - 1 
X

( 1 3)

3 - 1  3 - 1
X - przestrzeń elementów x  .
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Zgodnie z II prawem Newtona otrzymuje się w ten sposób układ równań róż
niczkowych zwyczajnych rzędu drugiego w postaci normalnej.

Rozwiązanie

x(t,
2 -  2 -

Cg)
2 -

(14)

gdzie:
2 -  2 -

c,, °2 ” dwuwskaźnikowe stałych,

wyznacza ruch rozważanego układu (mechanicznego) punktów m, jeżeli w chwi
li początkowej t » t są dane położenia początkowe punktów

2 -  2 -

x = x(t) 
o

(15)
t = t

oraz prędkości początkowe punktów

2 - 2 i
x = x(t) 
o

(1 6 )

wyrażone przez ciąg wartości współrzędnych odpowiednich ciągów wektorów.
Problem ruchu został dotychczas sformułowany i sformalizowany w sposób 

algebraiczny, za pomocą opisujących go ciągów wartości współrzędnych cią
gów wektorów "x , x , F  . Ruch jest jednak pojęciem geometrycznym,wo
bec czego w danej bazie

(17)
2 * *  *  * r *  i

e = e1 ’ e2 , e3
= _ % J

wektorów przestrzeni euklidesowej trójwymiarowej piszemy

3 -  r -  2 *  - 2 *-|
• e = l_x1 *  e » * * * *, ■xn * e J ”

2 -  2 -
x = x

■ r »  _ r
*•* 1

X
1 i

e i
X
1 n

e
i

•*-

X
2 i

e
2

* •  * •  » X

2 n e2
«-

X
i

i

----------,

en
<D

__ 
I n e3

( 1 8 )
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gdzie każdy wektor x tej przestrzeni o współrzędnych x = £x^,x2 ,X2j jest 
wyznaczony przez kombinację liniową

2 -
e = x1 e^ + x2 s2 + x 3 (19)

Analogicznie otrzymuje się

2  * - 2 z.
3 ~  i 2

X = X e = [ X1 • e , •
- r • -i •

X
1 1

e 1
X
1 ii e1
• ♦

= X
2 1

e 2
, • • * » X

2 n e 2

X
3 1

®3 X

3 n
e
3

L -

2 -

(20 )

(21 )

Wektorowe równanie różniczkowe ruchu ma wtedy postać

2 *  2 * 3 - 1
P = P( x ), (22)

czyli

2 -  *  2 •*- 2 Ł
P = P  (t, x ( t ) ,  x (t)). (23)

Ruch w tym przypadku opisuje rozwiązanie

2 —  2 -
x = x (t). (24)

danego równania różniczkowego wektorowego.
Uogólniając przytoczone pojęcia, można sformułować i sformalizować pro

blem ruchu w terminologii systemu wielkiego [3], korzystając z organiza
cji wielociągowej elementów zbioru [/I, Z~].

Zauważmy, że;
- organizacja zbioru mas jest jednociągowa, to znaczy istnieje ciąg jed- 

nowskaźnikowy mas m, dany odwzorowaniem

f : [i, ..., nj —  [mj J = [m1, .... n̂ ] = m, (25)
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gdzie nawias kwadratowy symbolizuje ciąg n-elementowy “d • 
2

( 26 )

- organizacja równań ruchu układu 5 jest dwuwskaźnikowa, algebraiczna w 
postaci 2 P, t, x, 2 x lub geometryczna za pomocą 2 P, t, 2 x
Przyjmując z kolei, że

- organizację zbioru mas w przestrzeni Ej, gdzie organizacja osi układu 
współrzędnych jest dana za pomocą wskaźnika j 1 = 1,2,3, wyznacza ciąg 
dwuwskaźnikcwy “ m, dany odwzorowaniem

f :

1 1

n2 1

“11

Dl *Ho 1

1

“2 n3.

“1 a,

n2 hjj

*  [ " ^ 2 ]

2 -
m. (27)

md2d3 >  °*
3 -

Wtedy organizacja algebraiczna wartości współrzędnych sił P, położeń x 
prędkości J x jest trójwskaźnikowa, czyli

3 -
P =

p P
1 1

p , •«« , P
2 2
P P
3 11 .3. 1 n3

P■f
P
1

P P
2 2
P P
3 n 2 1 3 n2n3

C11

n2 n3
( 2 8 )

” | [ Pdi] ¿2^3]  " [ ^ 2^3]  ’
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gdzie:

i 1 = 1,2,3, ¿ 2 = ^, • * *, n2 > ^3 ~ "b *# , n3 •

3 -x

3 I

■ [ b , k i , ]  ■ K i j -  1<t>-

■ [ [ ł j J  C30)
3 3 3 V

Analogicznie, organizacja geometryczna wektorów P, x , x jest trój~< 
wskaźnikowa, to znaczy

3 P = I P, . I , (3 1 )- K d -

3 * tt>* (33)

x (t), (321

2 -
w danej bazie e.

Równania ruchu mają przy tym postaó: 
algebraiczną

lub geometryczną

3 - 3 - 3 -  3 - , x
P = P(t, x(t), x(t)), (34)

3 -  3 -  3 -  3 Ł
P = P (t, x (t), x(t)). (35)

2 -
Ruchem systemu m jest rozwiązanie

3 —  3 -*■
x = x (t) (36)

(przy danych warunkach początkowych) otrzymanego systemu równań różnicz
kowych.
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2 -

3. Prawo dynamiki systemu m

Drugie prawo Newtona - jako prawo ruchu - jest przekształceniem linio
wym zbioru przyspieszeń, które posiada system ustalonych mas, na zbiór 
działających na nie sił.

W przypadku jednego punktu przestrzeni E, scharakteryzowanego masą m
X  ^zwaną dalej współczynnikiem bezwładności liniowej ', mamy

P = m a, (37)

lub

n 1 = 3 . (38)

Gdy dany jest system n2-elementowy m, to systemowe prawo ruchu przyj 
mu je postać [4]:

P.J = m

gdzie ciąg dwuwskaźnikowy

1 11

2 1 n 2 1

1 1 n„

+ * * # +  m
1 n ^

(39)

2 -

m = 
1

m ,
1 11

m
1 Ing

m n 1 ’ *'*> m1 n2 1 1 n2n2

i” iii2l* i 1 = i2 = 1
(40)

m i i ~ m i^i ’ 1 1 2  1 2 1

nazywa się bezwładnością liniową systemu. 
W skrócie można zapisać

m ...
1 11 7 1 n2

‘I
JD
f 1

2 —  2 - 2 —- 9
P = m . a =

m . • • *
1 n2 1 n2n2 \

(41 )

x W odróżnieniu od współczynnika bezwładności kątowej, czyli momentu bez
władności ciała względem ustalonej osi obrotu.
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2 -

przy czym mnożenie algebraicznego ciągu dwuwskaźnikowego m przez geo-
2 »  1

metryczny ciąg dwuwskaźnikowy a jest analogiczne do mnożenia macierzy.
Niech obecnie w przestrzeni będzie dany system ngn^ - wskaźnikowy
^m mas. Wtedy drugie prawo Newtona ma postać [4]s

2 *  2 -  2 —  2 -  2 -
P — m » a- + . . • + m . jłO -1 «2 11 1 2 1 n 3

2 -  2 -  2 -  2 -  2 *
P = m , a. + ... + m a

3 2 n3 1 1 2 n3n3 n3

(42)

którą zapisuje się w skrócie

2 - 2 - 2 -■m * * • ro a12 11 2 1 n. I
—  4 - 3 3 •
P = m . a = . . . , •

2 •
2 - 2 - 2 -m ... m an2 n3 1 2 >*3n3 3

(43)

gdzie mnożenie algebraicznego ciągu czterowskaźnikowego ^ m przez geome
tryczny ciąg trójwskaźnikowy a jest analogiczne do mnożenia macierzy
[l,2l.
L J 4 - 2 -
Ciąg m nazywa się bezwładnością liniową wsystemu m.

2

2 -

4. Przykład. Oscylator liniowy systemu m.

Równanie oscylatora mechanicznego zerowskaźnikowego (jedna masa)w prze
strzeni jednowymiarowej ma postać

a r (t) + a x (t) + a x (t) = f(t), (44)
1 2 3

gdzie s
a - współczynnik bezwładności,
1
a - współczynnik oporu,
2
a - współczynnik sprężystości,
3
t - czas absolutny,
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f (t) 
x (t)

- wartość siły wymuszającej,
- wartość punktu drgającego,

x(t) = x(t) - wartość prędkości punktu drgającego, 
d2x(t) = x(t)- wartość przyspieszenia punktu (o masie a).
dt 1

W przypadku f(t) = 0 wystąpią drgania swobodne w ośrodku z oporami.
Gdy a = O, to ośrodek jest idealny (bez oporów).

2
Niech będzie dana przestrzeń n.j-wymiarowa. Równanie oscylatora mecha

nicznego zerowskaźnikowego ma postać algebraiczną

a . .  x . (t) + ... + a
1 "  ' 1 1 n. “ 1 2 1 1

3L (t) + a x.(t) + ... + 
“ 1 2 11

ęi i’, (t) + ... + a x (t) + a 1 x1( t ) + . . . +
1 n, 1 ' 1 n.n. 1 2 n ' 11 1

+ ... + a x (t) + a x.(t) + ... + a x _ ( t ) = f . ( t ) ,
2 1 n, n 1 3 11 1 3 1 n^ 1 . 1

(45)

+ ... + a :x ( t ) + a  . x . ( t ) + . . . + a  x ( t ) = f  (t).
:> n1n1 -X1 3 n 1 1 1 3 ^n., n1 n 1

W skrócie mor.na napisać [i] , że

2 -  ”  2 - -  2 -  -

a . x(t) + a x(t) + a x(t) = f(t). 
1 2 3

(46)
2 -

Niech w przestrzeni n,-wymiarowej będzie dany system m, czyli ciąg 
dwuwskaźni.iowy mas

2 -

m =

'rn2 1* " * •  mr.„n.
[ ^2 ^ 3  }

(47)

‘2 3
j 2 - 1, * * • ng, j ̂  - 1,.»., n^ •

Drgania wymuś .one w ośrodku z oporam; systemu dwuwskaźniktwego [ i 1 oscy
latorów mają postać

1 a . ^ x(t) * ^ a . ^ x(v) + ^ a .  ^ x(t) = ^ f(t) , (43)
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gdzie:
6

a - ciąg sześciowskaźnikowy współczynników bezwładności,
1

6 -
a - ciąg sześciowskaźnikowy współczynników oporu,
2

6 -
a - ciąg sześciowskaźnikowy współczynników sprężystości,
3

3 -f(t) - ciąg tró¿wskaźnikowy wartości współrzędnych sił wymuszających
3 -

f (t).

2 -

5. Graf systemu m

W pracach [^3,5j przedstawiono sposób algebralzacji grafów systemu za 
pomocą ciągów wielowskaźnikowych [i, 2], Korzystając z przytoczonych tam 
rozważań skonstruowano grafy omówionych systemów mechanicznych.

Zerowskaźnikiem Jest ustalona liczba nQ , na ogół naturalna.Grafem ze- 
rowskaźnika Jest odcinek z numerem zerowskaźnikowym.
Zerociągiem Jest odwzorowanie

o - o -
f : nQ    zn = z, z e Z, (49)

gdzie :
Z - dowolny zbiór elementów.

o -
Grafem zerociągu Jest odcinek utożsamiany z z € Z.

Jednowakaźnikiem J Jest ustalony podzbiór (tu kolejnych liczb natu
ralnych)

[i, ..., n ]= J = 1, ..., n (50)

zbioru liczb naturalnych.
Grafem Jednowskaźnika J Jest ciąg odcinków wyprowadzonych z Jednego 
wspólnego punktu, zwanego centrum i ponumerowanych kolejnymi liczbami na
turalnymi .

Jednociągiem Jest odwzorowanie

f : , ..., n j  —  £ zi» •••» zn]= z ~ fZjj’ (51)

J — 1, •**, n, z^ 6 Z.
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Grafem .je dno ciągu z jest ciąg odcinków wyprowadzonych z jednego wspólne
go punktu i oznaczonych za pomocą symbolu rdzeniowego "z", przy którym 
kolejny numer jednowskaźnika jest podporządkowany jednemu i tylko jednemu 
odcinkowi.

Dwuwskaźnikiem j-|j2 jeet iloczyn kartezjański

11 1

(52)

dwóch ustalonych podzbiorów zbioru liczb naturalnych.
Grafem dwuwskaźnika j-|j2 jest ciąg ciągów odcinków wyprowadzonych z koń
ca każdego odcinka grafu jednowskaźnika (przy dołączeniu odcinków jedno
wskaźnika) i ponumerowanych za pomocą numerów dwuwskaźnikowych, jak na
rys» 1 *

Rys. 1

Dwuciągiem jest odwzorowanie

f :
11 * * • 1 

• • __ m
1 1 1 2  

• # •

n 1 1 • • •  11^ z .■ • • • zn 1 1 n 2

2 -
z =

h i ^ ’
(53)

gdzie:

j-̂ — 1 » • • * »ni 5 jg — 1 9 •. • 9ng f Zj j
2 -

t Z.

Grafem dwuciągu z jest system odcinków grafu dwuwskaźnika j ^ ,  ozna
czonych za pomocą symbolu rdzeniowego "z", przy którym kolejny numer dwu
wskaźnika jest przyporządkowany jednemu i tylko jednemu odcinkowi(rys. 2\
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Rys. 2
3 - 6 - 3 -

6. Schemat blokowy przekształcenia liniowego y = a x

Do poglądowego przedstawienia przekształceń (tu liniowych) służą za
czerpnięte z automatyki schematy blokowe. Ha rys. 3 pokazano schemat blo
kowy systemu

3 - 6 - 3 -
y = a x (54)

o elementach dwuwskaźnikowych. To samo przekształcenie (zwane transmitan-
cją) o elementach jednowskaźnikowych przedstawia rys. 4.

3 —Ciąg trójwskaźnikowy „ nazywa się wtedy wejściem systemu.natomicet 
3 —ciąg trójwskaźnikowy y jest wyjściem systemu.

Jeśli zatem rozważyć przekształcenie liniowe
3 - 3 - / .f . X — *- Y, (53)

gdzie
3 -  3 -  3 -  3 -
x € X, y t Y,

3 - 3 -
to dziedzina X jest zbiorem wejść, natomiast przeciwdziedzina Y sta
nowi zbiór wyjść systemu.

Ciąg dwuwskaźnikowy (macierz) 2 a =|a^ j J T j^ = 1,...,n^{ jg-l,.-., 
n2 , przekształceń-1 a y = 2 a x. przedstawla2rys. 5. Hależy przy tym pa
miętać, że x = |xj Jjest ciągiem jednowskaźnlkowyu współrzędnych wektora 
wodzącego punktu w przestrzeni n^wymiarowe j , natomiast y - |y^ J jest
ciągiem jednowskaźnikowym współrzędnych analogicznego wektora w przestrze
ni ng-wymiarowej.
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Rye. 3
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xn,n4 *---- — 1
Rys. 4
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Rys. 5

Ciąg czterowskaźnikowy a = j J. Jk = 1,...,^; k = 1,..,4
przedstawia rys. 6, natomiast ciąg sześciowskaźnikowy (rys. 7):

a = k̂ =  ̂=
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0 SOPMHPOBAHHH H i>0PMAJIH3HP0BAHHH YPABHEHHK iBffiiCEHHH 
JJijyXHHJlEKCHOa CHCTEMH MACC

P e 3 io m  e

B p a S o T e  B B e ,ie H O  n o H H T a e  f l B y x m m e K C H o a  i i o c j t e ,n o B a T e j i & H O C T n  M a c c  K a K  S o j i b -  

n io B  C H O i e u t i  M a c c ,  c j i o p M y j m p o s a H O  y p a B H e a n e  A B H x e H H H  i a K o 2  u e x a H H ^ e c K o i t  o h o -  

T e u u (  n p H B e f l e H O  c o o T B e T C T B e H H u e  n p e m c T a B H T e j m  c a c T e M H ,  a  h m b h h o  r p a $ a  h  m h o -  

r o H H f l e K C H u e  C m o K O B H e  c x e M H .

ABOUT FORMULATING AND JUSTIFYING THE EQUASTIONS 
OF MOTION TWO-INDEX SYSTEM OF MASSES

S u m m a r y

In this paper the sequence two-index of masses as of great system of 
masses is being introduced and the equastions of motion this mechanical 
system was formulating. The representation of system corresponding is quo
ted as well as graphs and multi-index networks.


