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WYBRANE PROBLEMi NUMERYCZNE ROZNICZKOWANIA FUNKCJI
ZADANEJ NIEDOKLADNIE*™

Streszczenie. V pracy oméwiono obliczeniowe aspekty rézniczkowa-
nia funkcji zadanej >/ dyskretnych punktach i obarczonej bdedami da-

nych. Zadanie to nalezy do Zle uwarunkowanych i uzyskanie stabil-
nych rezultatéw wymaga specjalnych technik obliczeniowych. Artykut_
nie zajmuje sige teorig rozpatrywanych metod, a jedynie"mozliwosciami
ich praktycznego wykorzystania. Problem rézniczkowania funkcji wyste-
puje m.in. przy rozwigzywaniu odwrotnych zadah przewodzenia ciepla.

1. ZADANIE ROZNICZKO7IAHIA FUNKCJI, JAKO PROBLEU ZLE UWARUNKOWANY

Wiele zadan z dziedziny matematycznej sprowadza sie do rozwigzywania
réwnan operatorowych typu:

Az =y, »

gdzie elementy 2z nalezg do pewnej przestrzeni metrycznej X, y - do prze-
strzeni Y, zas A jest ciaghym operatorem przeksztatcajacym elementy
przestrzeni X w elementy przestrzeni Y.

V postaci réwnania (1) sg czesto formutowane odwrotne problemy przewo-
dzenia ciepta. M problemach tych prawa strona jest zwykle dana na podsta-
wie wynikéw pomiaréw. Zasadniczg sprawa jest zatem opracowanie stabilnych
algorytméw rozwigzywania réwnan typu (1), tzn. takich, aby niewielkie nie-
dok#adnosci danych wpkywaky w sposéb nieznaczny na wyniki obliczen.

Zadanie typu (1) jest dobrze uwarunkowane, jezeli spednione sg trzy
warunki E/H

a) rozwigzanie réwnania (1) istnieje dla dowolnego elementu Yy£Y - waru-
nek rozwigzalnosci,

b) z warunku Az™ = Azg wynika, zs 2z* = Zj - warunek jednoznacznosci,

c) operator odwrotny A“l jest ciggly w pi-zestrzeni Y - warunek stabil-
nosci .

Praca wykonana w ramach CPBP nr 02.13, kierunek 2, zad. 2.2.1.1.
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Niech teraz w miejsoe dok#adnych wartosci elementéw y znane sg war-

tosci przyblizone y”€ Y takie, ze:

9Y (y* ~ S5 . w

gdzie Jest metryka przestrzeni Y. Jezeli Zj Jest przyblizonym

rozwigzaniem réwnania (1), tzn.j

to dla zadan dobrze uwarunkowanych stuszny Jest warunek:
?"(z, Zj) —*0 dla ¢-»0. )

Powyzszy wniosek wydaje sie oczywisty. Wraz ze zmniejszeniem niedoktadnos$-
ci danych maleje niedoktadno$¢ wynikéw. Oznacza to np., ze przy cadtkowaniu
numerycznym im drobniejszy podziat przedziatu catkowania, tym doktadniej-
szy wynik.

Zdarza sie Jednak do$¢ czesto, ze warunek c) nie Jest sped#niony. Tego
typu zadania nazywane sg zle uwarunkowanymi. Przez wiele lat tego typu
zadaniami nie zajmowano sie, nazywajac Je zle sformutowanymi fizycznie,
bo trudno byto takim niestabilnym wynikom nada¢ interpretacje fizyczna.

Do grupy zadan ZzZle uwarunkowanych nalezy m.in. zadanie rézniczkowania
funkcji zadanej niedoktadnie.

Niech funkcja y(x) ma ciagta pochodna w przedziale [a, bj.

Wprowadzimy oznaczenie:

Niech teraz w miejsce y(x) dane sa przyblizone wartosci y~WeCfa, b],
gdzie C oznacza przestrzen funkcji ciagtych, przy czym spedniony Jest

warunek:

a< X <b

9CA, y) “ max iy, - Y|« 5.
o e .

Niedoktadnos¢ funkcji y» moze by¢ modelowana w rozmaity sposéb, np. za

pomoca czdonu oscylacyjnego w postaci:

vi (O = y(x) + <5sin(x(5 “1).
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tatwo zauwazy¢, za ~ ()——y(Xx), jezeli tylko <5~ 0. Pochodna funkcji
() wyraza sie nastepujaco:

stad otrzymuje sie:
?C(@z, Zr) =1,

dla kazdego S > 0. Jak wida¢, dobre przyblizenie pochodnej otrzymuje sie
niekoniecznie dla<$ - 0. Jedynie w przypadku 6 = 0 uzyskuje sie dokfadny
wynik. Problem rézniczkowania funkcji jest zatem klasycznym problemem Zle
uwarunkowanym.

Metody rozwigzywania zadan Zle uwarunkowanych sag przedmiotem licznych
badann. N ciggu ostatnich pietnastu lat udato sie tez opracowa¢ wiele algo-
rytméw stabilnego rozwigzywania zadan tej klasy. Potrzeba takich algoryt-
méw wynika z faktu, ze wiele probleméw fizyki matematycznej, o duzym zna-
czeniu praktycznym, nalezy do Zle uwarunkowanych, m.in. wspomniane juz
odwrotne zadania przewodzenia ciepta. Wiele metod rozwigzywania zadan
odwrotnych wymaga takze rézniczkowania funkcji [153*

Spotykane w literaturze metody rozwigzywania probleméw Zle uwarunkowa-
nych w znacznej czesci dotyczg przypadkéw, kiedy réwnanie (1) jest réwna-
niem catkowym Fredholma lub Volterry I rodzaju. Zadanie rézniczkowania
funkcji moze by¢ w prosty spos6b zamienione na problem rozwigzywania row-
nania Volterry 1 rodzaju, jezeli zauwazy¢, ze j-ta pochodna funkcji f(x),
tzn.:

(5)

dX/\

jest rozwiagzaniem réwnania w postaci:

gdzie:

n=0 x=x0
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W dalszej czesci niniejszego artykudu przedstawiono wybrane metody wy-
znaczania pochodnych na podstawie rozwigzania réwnania (6), a uzyskane wy-
niki poréwnano z wynikami uzyskanymi za pomocg metod klasycznych, np. réz-
nic skonczonych.

2. PRZEGLAD WYBRANYCH ALGORYTMOW ROZWIAZYWANIA ROWNANIA Az =y

Wspomniano juz, ze w ostatnich latach opracowano liczne algorytmy roz-
wigzywania zadan zle uwarunkowanych. Szczegéty dotyczace ich teorii mozna
znalez¢ w wielu monografiach, np. B?, 3, 43* Prezentowane tam metody pozwa-
laja na uzyskiwanie stabilnych rezultatéw, ale niekoniecznie dobrze zbiez-
nych z rozwigzaniem dokdadnym. Pogladowo mozna by to opisa¢ nastepujaco:
rozwigzmy kilkakrotnie réwnanie (1), nieznacznie zaburzajac kazdorazowo
prawa strone réwnania niedokdadnosciami. Dla algorytméw niestabilnych
otrzymany w kazdym przypadku wyniki,, mogace znacznie sie réznic od sie-
bie i dla ktérych nie mozna znalez¢ prawiddowosci miedzy wartoscig zabu-
rzenia a wynikiem. Dla algorytméw stabil.nycb otrzymuje sie natomiast w
kazdym przypadku wyniki zblizone, cho¢ niekoniecznie bliskie wartosci
dok#adnej. Zwykle bledy wynikéw sa wieksze od bledéw danych.

Sposrod rozmaitych metod rozwigzywania réwnania (1) mozna wyréznicé
dwie grupy. Do pierwszej nalezg algorytmy stabilne, takie jak metoda
guasi-rozwigzania, odchydek i regularyzacji. Do drugiej grupy nalezg me-
tody, ktére tylko ograniczaja niestabilnos¢ wynikéw, takie jak metoda
rézniczkowania funkcji przez roézniczkowanie wielomianu aproksymujacego
zbiér wartosci funkcji, metody iteracyjne, Nowikowa itd. W QQ wykazano
takze wielkg przydatnos¢ rachunku wyréwnawczego w zadaniu rézniczkowania
funkcji. Rachunek wyréwnawczy wymaga jednak dodatkowych informacji o pro-
blemie.

2.1. Metoda guasi-rozwiazania

Quasl-rozwigzaniem réwnania (1) w zbiorze Mc 1 nazywa sie element
Z 8 1l, dla ktorego stuszna jest rownos¢ 4, 63:

§¢ .y = inJ 8(Az, y). ©)

xe

Jezeli zbidér Il zawiera doktadne rozwigzanie, to jest ono takze quasi-roz®
wigzaniem. Efektywne wykorzystanie tej metody wymaga jednak zdefiniowania
zbioru H. Zwykle przyjmuje sie, ze przestrzenie X, Y sa przestrzeniami
Hilberta, a zbiér H definiuje sie nastepujaco:

©))

gdzie Ik oznacza norme elementu z w przestrzeni X
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Metoda ta moze by¢ zatem stosowana w takich przypadkach, w ktérych potra-
fimy poda¢ pewne dodatkowe warunki, jakie musi spedniac¢ rozwigzanie zada-
nia (warunek (9))« Jezeli warunki te sg znane, to zadanie sprowadza sie
do minimalizacji funkcjonatu (8) z warunkiem (9), tzn. do poszukiwania
ekstremum warunkowego .

2.2. Metoda odchytek

Metoda odchydek [4, 7] polega na minimalizacji pewnego funkcjonatu
5?2 (2) przy warunku:

Sy(Az, yH< T (9. o)

gdzie: M) N & oraz B -"0 dla - 0.
Najczesciej przyjmuje sie F(H) ad .
Funkcjonat 2 (2) powinien charakteryzowa¢ sie nastepujacymi wkasSciwos-
ciami:
a) dokdadne rozwigzanie przynalezy do dziedziny operatora,

b) przeciwdziedzing operatora sa liczby rzeczywiste i dodatnie.

Jezeli przestrzen X jest przestrzenig Hilberta, to przyjnje sie:
SE@ = 1dlx - a

Metoda odchytek jest zatem takze zwigzana z poszukiwaniem minimum warun-
kowego.

2.3* Metoda recularyzao.li

Metoda regularyzacji [2] stanowi dzi$ najbardziej rozwinieta metode
rozwigzywania zadan zle uwarunkowanych. Poniewaz z dalszych rozwazan ni-
niejszego artykutu wyniknie, Zze jest ona takze metoda najbardziej efek-
tywng, oméwiono jg bardziej szczegétowo.

W metodzie tej rozwaza sie nastepujacy funkcjonat:

a @ = Az - yille éu 4K . (%))

gdzie:oC>0 zwane jJestparametrem regularyzacji, natomiast X 1 Y sa prze-
strzeniami Hilberta. Prawdziwe jest teraz nastepujace twierdzenie:

jezeli y» jest przyblizona wartoscig prawych stron réwnania (1), spet-
niajaca warunek:
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a parametr ;> 0 zostat wybranyw nastepujacysposob:
oC=0oC®) - O, dla &—»0,
L 2/0KS5) — 0, dla - O,
to
11z7>-z] 1 -— 0, dla - 0,

gdzie z(f minimalizuje funkcjonat (12) dla danego o .
Element z”~ jest szukanym, stabilnym rozwigzaniem réwnania (1).

Z teorii metody wynika, ze jezeli rozwigzanie (1) jest rownaniem cak-
kowym Volterry 1 rodzaju, a tak jest w przypadku rézniczkowania funkcji
(por. réwnanie (6)), to przestrzen Y powinna by¢ przestrzeniag Lg, tzn.
przestrzenia funkcji cigglycb catkowalnych z kwadratem, a przestrzen X
przestrzenia Wg, +tzn. przestrzenia funkcji ciagglych, catkowalnych z kwa-
dratem i majacych ciaggta pierwszg pochodng, catkowalna z kwadratem. Waru-
nek ten zapewnia np. jednostajna zbieznos¢ z* do 2z, przy <} 0. Istnieja
dwie metody poszukiwania ekstremum funkcjonatu (12): bezposrednia lub tez
przez rozwigzanie réwnania Eulera. Pierwszy spos6b jest bardziej czaso-
chtonny, natomigst drugi pozwala uzyskiwa¢ rozwiazanie szybciej i mniej-
szym kosztem, ale wymaga dodatkowych informacji. Powinny by¢ bowiem okres-
lone wartosci brzegowe niewiadomych, tzn.:

z = 19 dla X = a,
oraz

z & zN dla X s b,
przy czym:

a< x <bh.

Jezeli wartosci te sg znane, to réwnanie Eulera dla funkcjonatu (12) moze
by¢ przedstawione w postaci:

* *
A Az - A y*» +oCz -oCz” =0 , 3)

gdzie A  jest operatorem sprzezonym z A.

Héwnanie powyzsze jest réwnaniem catkowo-rézniozkowym. Najprostsza me-
toda rozwigzywania tego typu réwnan jest metoda réznic skonczonych. Z uwa-
gi jaa przyblizone wartos$ci danych nie ma potrzeby stosowania z¥ozonych
metod catkowania. Najwygodniej jest aproksymowa¢ funkcje z(x) i G(x) funk-
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cjami schodkowymi. W tym calu caty przedziak a x =sb dzielisie¢ aa H

podprzedziatéw, przy czym najprostsza postacrozwigzania otrzymuje sie
? przypadku podziatu réwnomiernego o kroku H, gdzie:

= (- byr. H)

77 ten spo30b pierwsza calka wystepujaca w réwnaniu (13) raae byé przedsta-
wiona w postaci sumy E33:

U k
xk = Z dk,i h + Y wk,i si* @5
1=1 1=1
gdzie:
Drugg catke w réwnaniu (13) oznaczmy chwilowo przez Druga pochodna
funkcji z moze by¢ przedstawiona za pomoca réznic skoriczonych:
»=*-1 -5 +,Ac,1 . @e)
H
W ten sposob réwnanie (13) przyjmuje postac:
e +<4" - dZe = - an

Rozpisujac te zaleznos¢ dlu = 1,2,..., T+1, otrzymuje sie ukkad I~1
réwnan algebraicznych, z ktérego wyznacza sio z., Zg,.-., Z3A i Wartosci

brzegowe z" =zg 1z =2z~ nalezywyznaczy¢ w odmienny sposoéb.
Wspétczynniki dE “majgposta¢ nastepujaca:

a WA Zr Ay T o add¥ iR

kK, = g-11' Z- j+r Z-. J-1-r " jtr+at+l
r=0 m=0
. [ YD)+ (1I-1D)~vET] @
dla 1 =12, =<9 1 k=1,2,..., i+l
wspotczynniki \/EE-
X1 -lioT z . a9
r=0

dla 1=1,2,...,k oraz k=1,2,...
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natomiast wielkosci

k=2 [ [0CB dkDd @& )

1=k+1

Z TRAZ @ TiHEBm KL

dla k =1,2,..., -1

M réwnaniach tych Jj oznacza rzad pochodnych- (por. réwnanie (5)), a ™
oznacza wartos¢ funkcji dla punktu:

XX = xQ + 1H
Wspotczynniki C® 1 Dfi oznaczajg wspétczynniki rozwiniecia dwumianu
Newtona:
@+ hn=71T Og an hn"a, (a-b)n =2Z D® a* h*“"™* *
m=0 m=0
Ostatecznie ukdad réwnan przyjmuje postac:

11-1

Z 21,1 + d1,1+)zl “\ wi,1 Z1 +cEL + :J)zl
1=1 a

N z2 =4 (71,1 " d1,1)z0 ¢ 2 d1,TT z:i + *0 +J1

Z
r(dk,1 + diL-,1+lJal" Z 2 Ck, 1+ VK, 1+1)zl "\ wk,k

1=1 1=1

oL
~ 1 3k-1 Zk+l =7 @Uk,i " dk,i)zo “ \ dk,u Zn+Jk>

(21)
dla k = 2,3,..
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141 H-2

211 27M1-1,1 + dH-1,1+Pzl “2Z 4#~N-1,1 +wN-1,1+1)z1 **
1=1 1=1

-2 WH-1,N-1 ZUu41 “ 72 zB2 + 7~ + ~2)zN-1 =

= #jy-1,1 " dN-1,1" -2 dN-1,H ZN + ~2 ZN + N1 =

Powyzszy ukdad réwnan jest dobrze uwarunkowany tylko w przypadku o > O.

Pozostat jeszcze"do rozwazenia problem wyboru parametru regularyzacji.
Z teorii metody wynika, ze powinien on wynika¢ z zasady odchytek £2], tza.
powinien by¢ pierwiastkiem réwnania:

9@ =1~z -lly =5 - @2)

Funkcja g (& jest monotoniczna, rosngcg dla rosngcego cC i na doktadnie
jeden pierwiastek. W praktyce nie ma potrzeby bardzo doktadnego rozwig-
zania réwnania (22), gdyz zaleznos¢ z od c jest w szerokim przedziale
dos¢ plaska.

Zwykle postepuje sie w sposéb nastepujacy: przyjmuje sie pewng wielka
liczbe a«* takg, by spedniony byt warunek:

S >5 .
Hastepne wartos$ci parametru o wyznacza sie z zaleznosci:
T
=W » 1=1,2,...,
gdzie O< |pb< 1, a jako mozna wprost przyjmowaé¢ 1,2,...

Obliczenia przerywa sie, jezeli:

SED< <T =

Mozna teraz zagesci¢ podziatk, ale jest to na ogét niepotrzebne.

Stosowanie tej metody wymaga znajomosci niedokdadnosci danych 5
W zagadnieniach rézniczkowania jest to mozliwe praktycznie przy oblicza-
niu pierwszej pochodnej. Przy braku informacji o wartosci S mozna sto-
sowa¢ metody quasi-optymalne. Do najbardziej zalecanych [Xl nalezy metoda,
w ktorej wartos¢ o dobiera sie z warunku:
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Jezeli
al_1 - = const

to warunek (23) noze by¢ zapisany jako:

@»

Warto tu jednak doda¢, ze funkcjonat (23) moze miec¢ ekstrema lokalne,
a zatem nalezy przeszuka¢ do$¢ szeroki przedziat zmiennosci et .

2.4- Inne metody

Z innych metod, ktére tylko ograniczaja niestabilnosci wynikéw, warto
wspomnie¢ o metodzie 1Jowikowa [Jj]- Moze ona by¢ stosowana do réwnan cak-
kouych 1 rodzaju typu splotowego. ldea metody jest bardzo prosta. Parametr
regularysacji ot wprowadza sig wprost do jadra réwnania, tzn. zmienia sie
posta¢ jadra z K(x-z) na K(x - 1 + ab). Jest jeszcze wiele innych metod
oytowanycb w literaturze [4], ktéra jednak nie bedg tu omawiane.

3. VA/HIKI OBLICZEN I WUIOSKI

Ma podstawie przedstav/ionych w poprzednim punkcie metod przeprowadzono
liczne obliczenie, majace na celu sprawdzenie ich przydatnosci, praktyczne
zbadanie ich wkasciwosci oraz nabranie doswiadczenia w ich stosowaniu.

Efektywnos¢ stabilnych metod quaai-rozwigzania, odchydek i regularyza-
oji analizowano na przyktadzie réwnania catkowego iredholma 1 rodzaju,
opisanego szczegétowo w [4] = Réwnanie to w postacis

(€5
gdzie:
dla 0< t< s< 1,
dla 0O<s<t<1,
rozwigzano numerycznie za pomoca metody prostokatow.

Prowadzi to do ukdadu réwnan algebraicznych, ktéry jest bardzo $Sle uwarun-
kowany. Przy podziale przedziatu catkowania na 30 podprzedziatéw i zaokrag-
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leniu wartosci y(t) do trzech miejsc po przecinku rzeczywiste wartosci
funkcji z(t) zmieniajg sie w zakresiej

0,0164, 0,0475, 0,0764...,

Wartosci uzyskane z rozwigzania zwykdego ukdadu réwnan algebraicznych sa
nastepujace:

- 0,9, 0,0, 0,9,...,
Obliczona dla tego przypadku norma:

?=1z -zl =0,12, 6)

gdzie 1g jest dyskretnym analogoneo przestrzeni Lg.

Poniewaz znane jest dok#adne rozwigzanie réwnania (25) mozna dokkadnie
okresli6 warunki dla metody quasi-rozwigzaniae Dla wynikéw uzyskanych za
pomocag tej metody norma okreslona réwnaniem (26) wynosi g = 0,057. Ana-
logiczna norma okreslona dla wynikéw uzyskanych metoda odchydek wynosi
q = 0,018.

Najlepsze rezultaty dajemetoda regularyzacji. Przy parametrze regula-
ryzacji & = 0,00025 normawynosi 5 = 0,0071, a uzyskane rezultaty sa
bardzo stabilne. Takze dla wielu innych przykdadéw cytowanych w literatu-
rze [Z] stuszny jest wniosek, Ze metods dajaca najlepsze rezultaty jest
metoda regularyzacji. W zwigzku z tym wnioskiem analize stabilnych metod
rézniczkowania funkcji ograniczono do metody regularyzacji.

Obliczenia przeprowadzono dla rozmaitych funkcji elementarnych, takich
jak sinus, oosinus, exponent. Dotyczydy one rozmaitych krokéw H (réwna-
nie (14)) i rozmaitych przedziatéw zmiennosci argumentu funkcji. Dla kaz-
dego przypadku obliczano pierwiastek oumy kwadratéw odchydek miedzy uzyska-
nym wynikiem a wartoscig dokkadna, dzielony przez liczbe punktéw wchodza-
cych w sklad sumy, jako miare odchylenia standardowegoG . Ponizej przed-
stawiono wnioski z przeprowadzonych obliczen, ilustrowane rezultatami
uzyskanymi podczas obliczania kolejnych czterech pochodnych (tzn. do czwar-
tego rzedu wikgcznie) funkcji e“x dla x = 0,0, 0,03, 0,016,..., tzn.
z krokiem H = 0,08.

W trakcie obliczen okazato sie,ze jezeli tylko przeprowadzono jo z
dok#adnosciag ograniczong doczterech cyfr znaczacych, to uzyskuje sie
poprawne wyniki, stosujac nawet zwykde réznice skoniczone. Odchylenia stan-
dardowe wynosity (dla kolejnych pochodnych): 0,0132, 0,026, 0,033,
0,05, 00 przy wartosciach pochodnych zmieniajacych sie w zakresie 1,0,
0,923, 0,852, ..., 0,670 mozna uzna¢ za rezultat zupelnie poprawny.
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Jeszoze lepsze wyniki otrzymuje sie stosujac metode rézniczkowania wielo-
mianu aproksymacyjnego; 0,0001, 0,0007, 0,0011, 0,04«

Sytuacja radykalnie zmienia 3ie, jezeli dane obarcza sie przypadkowymi
bledami. Bgdy te losowano z przedziatu Q- 0,005, 0,005 za pomocg gene-
ratora liczb pseudolosowych o rozktadzie réwnomiernym. Dla metody réznic
skonczonych odchylenia standardowe wyniosty: 0,024, 0,411, 10,3, 283,1,
a wiec wyniki bydy zupednie niestabilne, przy czym nawet dla pierwszej
pochodnej nie wystepowaty zadne prawiddowosci w jej przebiegu (powinna
to by¢ funkcja monotoniczna, stale ujemna). Lepsze rezultaty uzyskano
dla metody wielomianéw, gdzie odchylenia wyniosty 0,023, 0,22, 3,124,
36,9, przy czym dla pierwszej i drugiej pochodnej zachowane zostaky cechy
monotonioznosci. Doda¢ jednak nalezy, ze zastosowano wielomiany algebraicz-
ne 5 stopnia, oparte na 7 wezkach, co w Swietle wnioskéw przestawionych
w JiiJ jest zbyt malg liczbg. Ograniczenie to wynikato z checi poréwnania
tej metody z innymi przy tej samej ilosci informacji.

Obliczenia pochodnych przeprowadzone za pomocg metody Nowikowa potwier-
dzidy jej przydatnosé¢, ale tylko do pochodnej drugiego rzedu wkacznie. 0Od-
chylenia standardowe wyniosty: 0,0062, 0,0436, 0,161, 0,314. Zauwazonho
przy tym dos¢ staby wplyw parametru oc na wyniki obliczen. Tym niemniej
im wyzszy jest rzad pochodnej, tym wyzsze sa optymalne wartosci o .

Obliczenia potwierdzity duzg efektywnos¢ metody regularyzacji. Przede
wszystkim okazato sie, ze z uwagi na biedy numeryczne przy rozwigzywaniu
ukdadu réwnan (21) korzystniej jest wyznacza¢ pochodne wyzszych rzedéw,
jako pochodne pochodnych. Najmniej dokdadne rezultaty uzyskuje sie w po-
blizu granic przedziatu, co wynika z koniecznosci okreslenia warunkéw
brzegowych.

Niewiadome na brzegach wyznaczono za pomocg metody réznic skonczonych.
Stad tez celowe wydaje sie dzielenie przedziatu Ca, bl na podprzedziaty.
Wystgpi wtedy tylko problem wyznaczenia warunku brzegowego dla x = a
oraz dla prawego brzegu, przesuwajacego sie z kolejnymi podprzedziatami.
Obliczenia potwierdzidy duzg stabilnos¢ wynikéw. Przy wartosci ot= 1 otrzy-
mano dla pierwszej pochodnej <%= 0,07, a dla trzeciej pochodnej 5= 0,072.
Rozwigzanie jest tez bardziej czule na zmiany o niz w przypadku metody
Nowikowa. Wartos¢ optymalna oi w przypadku np. pochodnej pierwszego rze-
du wynosida (Wg (24)) C = 0,01, a pochodnej trzeciego rzedu ot= 1,0.
Odpowiednie wartosci odchylenia standardowego wyniosty: S = 0,0027, i
6= 0,072. Natomiast w przypadku ot = 0,001 uzyskano dla pochodnej trze-
ciego rzedu G = 4,61. Tak wiec problem doboru et je3t bardzo istotny.

Powyzsze wyniki potwierdzajg wniosek, ze metoda regularyzacji zapewnia
stabilne wyniki dla zadan zle uwarunkowanych, a wiec takze dla zadania
rézniczkowania funkcji. Wniosek ten zostal takze potwierdzony podczas
obliczen dla innych przykkadéw. Doda¢ jednak nalezy, ze stabilne wyniki
nie zawsze oznaczaja doktadne wyniki, gdyz nie mozna wyeliminowa¢ catko-
wicie ztego uwarunkowania problemu.
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H3EPAHHUE HPOEJIEMH HHCJIEHHOTO AHISEPEHIHPO3AHIIH HETOHHO 3AHAHHOU syHKiRIH
Pe3Kme

B paSoTe oroBopeHH pacveTHue acneKTu “HffxtepeHSHpoBaHHH: (jyHKUHH 3aflaHHoi!
b utncKpeTHbix i ovKax ¢ omnéKaMH utaHHUx. 3a”ava ora npHHajiexcsiT k njiox0 0OGy-
cjiOBJieHHUM, nosTOMy nojiyveHHe cTaOHJibHbix pe3yjibTaTOB xpeOyeT cnennajibHbtx
pacHeTHHX TexHHK. B ciaibe He ocBeigaioTcfl Bonpocu Teopna paccMaxpHBaeMux
MeTOfIOB a TOJIbKO JIHIBb BO3MOXHOCTH HX npaKTHHeCKOrO npHMeHeHHH.

HUUERICAI, PROBLEMS OF DIFFEREBTIATING INACCURATELY GIVEN FUNCTIONS

Sukmary

Calculation aspects of differentiating the function given at discrete
points and burdened with data errors have been discussed in the paper.
This problem belongs to the ill-conditioned ones and obtainment of stable
results requires special calculation technique. The paper does not deal
with the theory of the methods discussed but only with possibilities of
their practical use.

The problem of function differentiation arises, anong others, when sol-
ving the inverse heat conduction problems.



