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Streszczenie. W pracy przedstawiono metode rozwigzywania pewnej
klasy odwrotnych zadan przewodzenia ciepta z nieznanym warunkiem
poczatkowym. Rozwigzanie zostatlo przedstawione w postaci szeregu
zawierajacego ﬁochodne temperatury wzgledem czasu. Do wyznaczania
tych pochodnych zaproponowano metode regularyzaoji. W pracy zamie-
szczono przyktady, ilustrujace przydatnos¢ metody.

1. WSTEP

Odwrotne zagadnienia przewodzenia ciepta sa definiowane w rozmaity spo-
séb. Wielu autoréw (m.in. Beck [i] ) rozwaza przede wszystkim tzw. granicz-
ne zadania odwrotne, polegajace na identyfikacji gestosci strumienia ciep-
4a na powierzchni, ciakta na podstawie znajomo$ci przebiegu temperatury w
punktach lezacycb wewnatrz ciata.

Wielu innych autoréw przez pojecie ''zadanie odwrotne' rozumie szersza
klase probleméw [2, 3,4]* Kozdoba [3] definiuje zadania odwrotne jako
problemy, ktdre okreslaja przyczyny ze skutkdw.

Przypadek, ktéry rozpatruje sie w niniejszym artykule, jest troche réz-
ny od definiowanych powyzej. Zasadniczym celem jest wyznaczenie wszystkich
skutkéw, jezeli niektére z nich sg znane, a niekoniecznie wszystkich przy-
czyn. W szczeg6lnosci poszukuje sie rozkktadu temperatury wewngtrz ciata
na podstawie znajomosci przebiegu temperatury w niektérych punktach we-
wnatrz ciata. Jednoczesnie zakkada sie, ze nie jest znany warunek poczat-
kowy oraz niektére warunki brzegowe. Potozenie punktéw, w ktérych znane
sg przebiegi temperatur, moze byé zupednie dowolne dla przypadkéw jedno-
wymiarowych poél temperatury. Dla tych przypadkéw moga pozostaé nieznane
wszystkie warunki brzegowe. Jedynie dla probleméw wielowymiarowych wyste-
puja pewne ograniczenia w wyborze punktéw.

="Praca wykonana w ramach CPBP nr 02.18, kierunek 2, zad. 2.2.1.1.



100 K. Kurpisz, J. Sogj

Prezentowana metoda moze by¢ stosowana zaréwno do zagadnien sformuto-
wanych analitycznie, jak i numerycznie, do probleméw ustalonych i niesst®
lonych. niniejszy artykut dotyczy jednak wydacznie zadan nieustalonych,
sformutowanych numerycznie.

Rozwigzanie zadania zostalo przedstawione w postaci szeregéw, zawieraC
jJacych pochodne temperatury wzgledem czasu. Jest ono zatem podobne do g
nego z najwczesniej cytowanych w literaturze, a mianowicie do rozwigzani
Burggrafa C5J. Burggraf rozwigzywat jednowymiarowy problem odwrotny, w
ktérym zaktadal, ze zaréwno temperatura, jak i strumien ciepla sg znane
w jednym punkcie. Metoda Burggrafa zostaka rozwinieta przez innych autor$
m.in. Tiomkina C63, ale ostatecznie zarzucono jg z uwagi na duze trudnoSt
w uzyskiwaniu stabilnych rezultatéw. TrudnosSci te zwigzane sa ze spegyfic
ng wkasciwoscig zadan odwrotnych, a mianowicie z ich z¥ym uwarunkowaniem,
Whasciwos¢ ta powoduje, ze niewielkie niedoktadnosci danych powoduja ra
og6t duze niedok#adnosci wynikéw. Zle uwarunkowane zadania bydy nazywane
“"zle sformutowane fizycznie"™ i przez wiele lat ich rozwigzywaniem nikt 9
nie zajmowak. W ciggu ostatnich kilkunastu lat opracowano jednakze wiele
procedur, ktére umozliwiajg efektywne rozwigzywanie zadan zle uwarunkowa-
nych.

2. WEWNETRZNA ODPOWIEDZ TEMPERATUROWA

Rozwigzywanie odwrotnych zadan przewodzenia ciepta jest mozliwe, jexl
dysponujemy danymi o przebiegu temperatuiw lub gestosci strumienia ciepli
w punktach potozonych wewnatrz ciata. Innymi stowy, w tych punktach povt

no by¢ znane rozwigzanie problemu pn
wodzenia ciepta. Tego typu informacj;
nazywamy termiczng odpowiedzig udads
Dla zagadnien nieustalonych jest t
przebieg temperatury lub gestosci
strumienia ciepta w funkcji czasu di
pewnego konturu 31 (rys. 1). W niniej
szym artykule w rozwazaniach uwzgled-
dania przewodzenia ciepka nia sie tylko odpowied% temperaturorI]
Pig. 1. Geometrical parameters Wewnetrzna odpowiedZ temperaturowi
of the heat conduction inverse moze by¢ zilusxrowana na przykkadzie
problem liniowego, bezzréddowego przypadku,
ktéry opisywany jest réwnaniem Pourie
ra-Kirchhoffa w postaci:

Rys. 1. Geometria odwrotnego za-

= 3 y2 * e V a
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gdzie:
T - temperatura,
t - czas,
a - wsp6tczynnik wyréwnywania temperatury,
r - wektor - promien wodzacy punktu,
V - objetos¢ oiata.

Zaktada sie, ze odpowiedZz temperaturowa F(fpt), gdzie " e Sp
spednia warunek:

FCf.pt) — - I(f, 1), jezeli r —om fp
Zakkada sie dalej, ze warunek powyzszy jest stuszny dla catego rozpatry-
wanego przedziatu czasu, tzn.:

t 6 Co» -

Oznacza to, ze warunek poczatkowy jest rozumiany jako rozwigzanie réwna-
nia (O dla t - =0.

Zaktada sie takze, ze pochodne odpowiedzi temperaturowej wzgledem cza-
Su sg ograniczone:

F@)"(@r.© = dk F(F,t)/dtk~e° k =0,1,2,... (@)
dla0 < t<sm
Powierzchnia moze by¢ w skrajnym przypadku powierzchnig zewnetrzng

ciata. Uie jest to wtedy klasyczne zadanie odwrotne, ale problem taki moze
mie¢ duze znaczenie praktyczne.

3. OGOLMY OPIS METODY
Metoda rozwigzywania odwrotnych zadan przewodzenia ciepta, ktdéra jest

prezentowana w niniejszej pracy, wykorzystuje pewne wkasciwosci ukdadu
réwnan roézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego w postaci:

L
g =CT+~ Fi(OBi , (©)
i1
gdzie:
C - nieosobliwa macierz kwadratowa o wymiarach NxH, ktérej ele-
menty sg znane i stale,
- M-elementowe wektory o znanych, staktych elementach,
FA(t) - znane funkcje, ktére spekniaja zaleznoscé:
HIkK) (® = dk Fi(t)/dtkne, 0« t<™ , @
k =0,1,2,...

T - wektor N-elementowy, ktérego elementy sg poszukiwane.
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Metody numeryczne rozwiazywania zagadnien przewodzenia ciepta prowadza
bezposrednio do ulckadu réwnan typu (3), jezeli tylko nie dyskretyzuje sie
pochodnej temperatury wzgledem czasu. Macierze C i B zawierajg wowczas
wspodczynniki ukdadu réwnan réznicowych, a wektor T - temperatury w we-
zkach siatki réznicowej.

Rozwigzanie ukdadu réownan (3) uzyskano dwiema metodami: bezposrednig
i metodg przeksztakcen spektralnych.

3*1« Bezposrednia metoda pochodnych

Rozwigzanie ukdadu réwnan (3) jest znane i moze by¢ zapisane w posta-

CIi:

I = ect TO + ect ~

J "~(sje-03 ds , ®
i=1 0

gdzie:
T ="Tq dla t =0.

Catkujac nieskonczong liczbe razy catke, jaka pojawita sie w zaleznosci
(B), otrzymuje sie inng postaé¢ rozwigzania:

t = eCt ro + X z *K,i»i10**- eCt 2 z *Kk,i
k=0 i1 k=0 i=1
©®
gdzie wektory i sa rozwigzaniami ukdadu réwnan:
*k,i =" (C'1)k+tl Bi- @)
W rozwigzaniu (6) pominieto skdadnik:
L t
- X eCt(C_1)X ™?|K"(s)e"Cs Bjds, gdzie K— ®
i1 0

Sk#adnik ten moze by¢ pominiety, poniewaz zatozono, ze pochodne sg ogra-
niczone, a ponadto mozna dowies¢, ze wartos¢ bezwzgledna najmniejszej war-
tosci wkasnej macierzy C jest wieksza od 1, jesli cho¢ jeden warunek
brzegowy jest warunkiem brzegowym pierwszego rodzaju, tzn. jesli rozwaza
sie wykgcznie pole temperatury dacznie z temperaturg na powierzchni (mozna
to poréwna¢ z wartosciami wkasnymi odpowiedniego zagadnienia Sturma-Liou-
ville"a). Podobne szeregi pojawity sie w rozwigzaniu opisywanym W Di]

i tam problem ich zbieznosci byt szczegétowo badany.
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Mozna takze wykazaé¢, ze jezeli funkcje F~Ct) s3wewnetrznymi odpowie-
dziami temperaturowymi w sensie zatozenn podanych w punkcie 2, to stuszna
jest zaleznos¢ [7, 8 s

PO 1

*0 =~ Z  *k,ipik)©) * <9)
k=0 i=1

a zatem rozwigzanie mozna ostatecznie przedstawi¢ w postaci:

T-2z zZ 7ki - )

Wielkos¢ L zostanie okreslona w dalszej czesci niniejszego punktu.
Warte podkreslenia jest, ze rozwigzanie powyzsze nie zawiera jawnej zalez-
nosci od warunku poczatkowego.

Dla potrzeb numerycznego rozwigzywania zadan odwrotnych rozwigzanie
(10) zostanie przepisane w innej postaci, ktéra jest dogodniejsza do pro-
gramowania komputerowego i automatyzacji obliczen.

Do otrzymania ukdadu réwnan typu (3) moze by¢ wykorzystana dowolna me-
toda numeryczna. W niniejszym artykule zastosowano metode bilanséw elemen-
tarnych opisang w [.9, 10] . Dla wygody wezty siatki réznicowej podzielono
na dwie grupy: powierzchniowe i wewnetrzne. Wezdy powierzchniowe potozone
sg na konturze SM. Jezeli powierzchnia jest zewnetrzng powierzchnig
ciala, to przyjmuje sie ich pojemnos¢ cieplng réwng zero, a opdr przewo-
dzenia ciepta miedzy nimi jest nieskonczenie wielki.

Zagadnienia odwrotne, ktére sg rozpatrywane w niniejszym artykule, mo-
ga takze by¢ podzielone na dwie grupy: wewnetrzne i ekstrapolacji. Problem
nazywa sie wewnetrzny, jezeli wszystkie wezty siatki roznicowej, w ktorych
nalezy wyznaczy¢ temperature, znajduja sie wewngtrz konturu 5. W szcze-
golnosci, jezeli powierzchnia pokrywa sie z zewnetrzng powierzchnig
ciata, problem wydaje sie by¢ podobny do klasycznego zagadnienia poczatko-
wo-brzegowego z warunkiem brzegowym I rodzaju. W rzeczywistosci jest to
zagadnienie innego rodzaju, bowiem w rozwigzaniu nie wystepuje warunek
poczatkowy. Co wiecej, nawet moment czasowy rozpoczecia obserwacji zja-
wiska moze pozostac¢ nieznany. Jak sie wydaje, ten typ zagadnienia moze
mie¢ duze znaczenie praktyczne. Czesto bowiem spotykamy sie z potrzebg
wyznaczenia pola temperatury wewngtrz ciaka na podstawie znajomosci tem-
peratury powierzchni dla pewnych, czasami przypadkowych momentéw czasu.
Przyk#adem tego moze by¢ pole temperatury wewngtrz wlewka stygnacego swo-
bodnie przed walcowaniem, albo nawet ogrzewanego w piecu, jezeli nie jest
znany model matematyczny przepdywu ciepda w piecu.
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Zagadnienie nazwano zadaniem ekstrapolacji, jezeli problem polega na
ekstrapolacji rozwigzania poza kontur . Jest to klasyczne graniczne
zadanie odwrotne.

Rozwigzanie ukfadu réwnan (3) jest mozliwe, jezeli liczba réwnan jest
réowna liczbie nieznanych funkcji. Warunek ten jest dostateczny tylko dla
zadan jednowymiarowych lub wewnetrznych. Dla probleméw ekstrapolacji wy-
stepuja dodatkowo ograniczenia w doborze punktéw, w ktdrych jest mierzona
temperatura. Ha podobne ograniczenia wskazano w L3]*

11 dalszych rozwazaniach przyjeto nastepujace oznaczenias

N - sumaryczna liczba weztdéw réznicowych z wyjatkiem wezdéw potozonych

na powierzchni zewnetrznej cialka,
L - liczba wezkéw réznicowych potozonychna powierzchnizewnetrznej ciala,
M - catkowita liczba wez#éw, M = U + L.

Wezty wewnetrzne sg numerowane od 1 do N, awezdypotozone napowierzchni
zewnetrznej N+ 1, hi+2,..., U+ L.
Ponadto oznaczono:

J - wektor L-elementowy zawierajacy indeksy wezdéw siatki réznicowej, w
ktérych przebieg temperatury jest znany,

T - wektor M-elementowy zawierajacy przebiegi temperatur we wszystkich
wezdach, a wieO takze wartosci F/~t) (por. (3))] L elementédw tego
wektora powinno by¢ znang funkcja,

A - macierz HxM-elementowa, zawierajaca wspétczynniki ukdadu réwnan réz-
nicowych (takze wektory B~ .

Wprowadza sie nastepnie macierz MxM, nazwang dalej H, skladajaca sie
z dwéch podmacierzy: A i D:

K= a1)

Macierz D jest macierzg o wymiarach LxM, zdefiniowang nastepujaco:

dla m — Jn, i=1,2, .., m=1,2,...,M
(12)

D]i,m =0 dla m$ i—- 1,2, ..« L, m=1,2,...,M

Ostatecznie rozwigzanie zadania moze by¢ przedstawione w postaci

K L
(€5))
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gdzie V KT sa wektorami M-elementowymi, spedniajgcymi ukdady réwnan:

a»

oraz

Po.ii+ty = 1 i-1,2,....,L (15)

ini”~0 dla =N+ 1, N+2,««» M
i=1,2,
k=1,2,...,K

Liczba K jest réwna I dla zadan ekstrapolacji i dazy do nieskonczonos-
ci dla zadan wewnetrznych.

Wczesniej wskazano juz, ze istnieja pewne ograniczenia w doborze punk-
tow dla wielowymiarowych zagadnien ekstrapolacji. Poprawnos¢ doboru punk-
téw, w ktorych znana jest odpowiedZ temperaturowa, moze by¢ stwierdzona
przez zbadanie rzedu macierzy H. Rzad tej macierzy powinien by¢ réwny M.

3*2. Metoda dyskretnych przeksztakcen spektralnych

Metoda dyskretnych przeksztakcen spektralnych, nazywana dalej metoda
DTS, umozliwia rozwigzywanie pewnej klasy liniowych ukdadow réwnan roéz-
niczkowych dajac rozwigzanie w postaci ciaglej ze wzgledu na zmienne nie-
zalezne wystepujace w operatorze rézniczkowym.

W analizowanym przypadku metoda DTS zostata zastosowana do rozwigzania
problemu opisanego réwnaniem (3).

Istotg metody DTS Hb, 113 jest transformacja uktadu réwnan rézniczko-
wych, w wyniku ktérej otrzymuje sie zespot pojedynczych réwnan rézniczko-
wych w dziedzinie transformaty”. Kazde z réwnan rézniczkowych rozwigzuje
sie oddzielnie, po czym dokonuje sie retransformacji do dziedziny orygi-
natu.

Transformacje wyjsciowego ukdadu réwnan rézniczkowych (3) przeprowadza

sie na podstawie wektoréw wkasnych i wartosci wkasnych An kwadra-
towej macierzy C. Wynikaja one z rozwigzania nastepujacego zagadnienia
wkasnego:

€5))
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Wszystkie wektory wlkasne i, i=1,2 Il tworza tzw. macierz mo-
dalng W w postaci:

Macierz C powstata w wyniku dyskretyzacji samosprzezonego operatora
Laptaoce’a jest symetryczna. Z faktu tego wynikajg istotne wkasciwosci za-
gadnienia wkasnego (16) [12-]:

- wartosci wkasne macierzy C sa rzeczywiste,

- istnieje N niezaleznych wektoréw wkasnych 1A~ nawet w przypadku, gdy
niektére wartosci whkasne sag wielokrotne,

- macierz modalna W jest ortonormalna, tzn. zachodzi zwiazek:

gdzie:
W' - macierz transponowana.

Réwnanie (3) moze by¢ zapisane w nastepujacej -postaci macierzowej:”

=cT+ D Tg(v) a9
gdzie:
D - macierz diagonalna o rozmiarze HxH zawierajaca na gibwnej
przekatnej state wspédc/nniki,
Ts(® - wektor kolumnowy zawierajacy L znanych funkcji bedacych

odpowiedzig temperaturowa:

st ©

() = (20)

sL ©
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Transformata ¥ wektora temperatur T okreslona jest nastepujaco:

I =W-1 T=wrT @D

Podstawiajac zalezno$¢ (21) do réwnania (19) oraz wykorzystujac twierdze-

nie o diagonalizacji macierzy C j51, otrzymuje sie réwnanie macierzowe
w postaci:

= Diag X ¥(t) +D*Ts(® (2
gdzie:
Diag t - macierz diagonalna zawierajaca na gldwnej przekatnej
wartosci wkasne macierzy C ,
D* =WT D @)

Kazde z réwnan uktadu (22) moze by¢ zapisane nastepujaco:

a0 o Tt + @ TgiDA L i=1,2 li @4

Réwnania typu (24) sa niezalezne i moga by¢ rozwigzane oddzielnie. Cat
ka og6lna réwnania (24) maznang postac:

i,t,, 3t r -XX %
T.®®=e 1 Tt +el jJ e O "B@))i dX @5)
gdzie:
Toi = TO (26)
N
(ot *s(r))1 = 2 Dtj *sj(T> Q7>
j=i

Suma wystepujaca w zaleznosci (27) zawiera jedynie L niezerowych
sk¥adnikow.

Rozwigzanie klasycznego zagadnienia brzegowego polegatoby na wyznacze-
niu catek wystepujacych po prawej stronie réwnania (25), obliczeniu
wszystkich elementéw wektora transformat T, a nastepnie retransformacji
danej zaleznoscia:

(D =W T(D @3)



108 K. Kurpisz, J. Skorek

Metoda rozwiazania analizowanego zagadnienia odwrotnego polega na ta-
kim przeksztakceniu réwnan (25), aby wyeliminowa¢ z nich nieznany kieru-
nek poczgtkowy Tq. Oczywiscie taka eliminacja warunku poczatkowego moze
prowadzi¢ do celu jedynie po wykorzystaniu pewnych dodatkowych informa-
cji, jak na przyk¥ad wartosci pochodnych odpowiedzi temperaturowych wzgle

dem czasu.
Proponowane rozwigzanie zagadnienia odwrotnego opiera sie na koncepcji

metody szeregéw pochodnych C71* Catkujac wyrazenie wystepujace po prawej
stronie zaleznosci (25) nieskonczong liczbe razy, otrzymuje sie ostatecz-

k=0 j =1

(29)
k=0 j=1
gdzie:
Tg~(t) - k-ta pochodna odpowiedzi temperaturowej wzgledem ozasu.

Przyjmujac, ze szeregi wystepujace w (29) sa zbiezne, pominieto ostat-
ni skdadnik zawierajacy calke typu:

(30)
0 3=

Zbieznos¢ omawianych szeregdw wynika z nastepujacych faktow:

- udowadnia sie Q8], ze w analizowanym przypadku (wykacznie warunki brze-
gowe I i Il rodzaju) wartosci wkasne zagadnienia spelniajg warunek:

i=-1,2,...1 @D

- zaktada sie, ze pochodne odpowiedzi temperaturowej wzgledem czasu sg
ograniczone.

T/yrazenie (29) zawiera w dalszym ciggu niewiadomg warto$¢ transformaty
warunku poczatkowego Wielkos¢ ta moze by¢ wyeliminowana, jezeli do-
wiedzie sie stusznosci nastepujgcego twierdzenia:

L
(32)

DondjJ twierdzenia (32) przedstawiony jest w pracy [fG.
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Podstawiajac (32) do zaleznosci (29), otrzymuje sie ostatecznie rozwig-
zanie w dziedzinie transformaty:

2i() = - X (X I)k#l X DG ~(t) 33
0 3=1

Rozwigzanie problemu dla wszystkich wezd6w podziatu réznicowego mozna
przedstawi¢ w postaci macierzowej:

PO

T(®) = -y [(Diag A)“1] k+1 WT D rlk) (© (€D)
k=0

Rozwigzanie w dziedzinie oryginatu wynika =z zaleznosci (@)
i ma postac:
00
TE®) = -W A (Diag A)“1 k+l wT D r|k"(E) @5)
k=0

Uzyskane rozwigzanie wyraza sie jako suma szeregu, ktoérego skkadniki
zawieraja kolejne pochodne odpowiedzi temperaturowej weddug czasu.- Podob-
nie jak w zaleznosci (13) nie wystepuje w rozwigzaniu (35) jawna zaleznos¢
od warunku poczatkowego.

Zasadnicza roéznica pomiedzy rozwigzaniami (13) i (35) polega na sposo-
bie wyznaczania wspétczynnikéw odpowiednich szeregéw. W przypadku metody
DTS jest to o tyle proste, ze rozwigzanie opiera sie na znajomosci war-
tosci 1 wektoréow wkasnych wyjsciowej macierzy C, ktére obliczane sg za po-
mocg standardowych podprograméw. Unika sie w ten spos6b koniecznosci two-
rzenia i rozwigzywania dodatkowych uktadéw réwnan, jaktoma miejscew
przypadku bezposredniej metody szeregéw pochodnych.

Algorytm metody DTS daje sie bardzo prosto zaprogramowaé¢ na emc nieza-
leznie od tego, ozy zagadnienie jest jedno- lub wielowymiarowe, 00 jest
bez watpienia istotna zaletg metody.

Ha podstawie zaleznosci (35) moga by¢ rozwigzywane dowolne zagadnienia
wewnetrzne, tzn. takie, w ktérych poszukuje sie pola temperatury wewngtrz
pewnego zamknietego kontura - Kontur moze by¢ rzeczywistg powierz-
chniag zewnetrzng ciata, ale moze by¢ réwniez dowolng powierzchnig wyodreb-
niong wewnatrz ciala.

Obliczenia potwierdzidy przydatnos¢ stosowania metody DTS do rozwiazy-
wania omawianej klasy zagadnien odwrotnych. Przykktadowe wyniki obliczen
przedstawiono, w rozdziale 5>
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4 . WYZNACZANIE POCHODNYCII

Odwrotne zadania przewodzenia ciepta nalezg do Zle uwarunkowanych.

V przypadku rozwigzan prezentowanych w niniejszym artykule zde uwarunko-
wanie ujawnia sig przy wyznaczaniu pochodnyoh. Ten problem numeryczny
wymaga zatem szczegolnej uwagi.-

Wspomniano juz, ze w ostatnich latach opracowano wiele procedur, za
pomocag ktéorych mozna efektywnie rozwigzywa¢ zadania Zle uwarunkowane.
Sposréd wielu metod, ktére autorzy niniejszego artykudu testowali [.83,
najlepsza okazata sie metoda regularyzacji [10, 133- Poniewaz metoda ta
jest szczegdlnie dostosowana do rozwigzywania zle uwarunkowanych réwnan
catkowych, problem rézniczkowania funkcji zostat przetransponowany do
rozwigzywania réwnania calkowego Volterry 1 rodzaju. Pochodna funkcji:

Z = dk F/dtk

moze by¢ bowiem traktowana jako rozwigzanie réwnania catkowego:

€D}

i % ==gt r 1 Z(s)ds = V,(t)

n=0 nt dt t=tr

Powyzsze réwnanie catkowe moze by¢ rozwigzane za pomocg metody regulary-
zacji. Parametr regularyzacji, ktory wystepuje w tej procedurze, moze byé
wyznaczony za pomocg algorytmu quasi-optymalnego [13]* Obliczenia wykaza-
4y jednak, ze wpdyw tego parametru na wyniki obliczen jest w szerokim
przedziale wartosci nieznaczny. Catke wystepujaca w réwnaniu catkowym
obliczano za pomoca metody trapezéw. Jakkolwiek metoda regularyzacji poz-
wala uzyskiwa¢ stabilne wartosci pochodnych, to im wyzszy rzad pochodnej,
tym mniejsza dokdadnos¢ ich wyznaczania. Dlatego liczba wyrazéw szeregu
w rozwigzaniu [133 powinna by¢ ograniczona.

5. PRZYKLADY OBLICZENIOWE

Celem zbadania wkasciwosci prezentowanych rozwigzan pod wzgledem sta-
bilnosci i zbieznosci wykonano szereg obliczen dla rozmaitych przyktadéw.
Dane do tych obliczen czerpano z rozwigzania klasycznych zadan poc zatko-
wo-brzegowycb. Wyniki liczbowe dla tych rozwigzan zaburzane bydy nastep-
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nie pewnymi przypadkowymi bledami, ktére mialy symulowac¢ biedy pomiarowe.
Ostatecznie wewnetrzne odpowiedzi temperaturowe bydy opisywane rdwnaniem:

M) =Ti(®)) + @ - 2r)5 (€)
gdzie:
T~it) - dokdadna wartos¢ temperatury,
5 - bkad maksymalny,
r - liczba pseudolosowa, generowana wedtug rozktadu réwnomiernego

z przedziatu C-1, I~

Wyniki niektérych przyktadéw zamieszczono ponizej.

5*1le Przykfad 1

Przyktad ten dotyczy dwuwymiarowego pola temperatury w plycie, pokaza-
nej na rys. 2. Zatozono, ze powierzchnie x =0 i1 y=0 sa adiabatycz-
ne, a na pozostatych powierzchniach przy rozpatrywaniu zagadnienia proste-
go zatozono warunek brzegowy XI1 rodzaju, przy czym liczby Biota zdefinio-
wano odpowiednio:

gdzie:
hx’ hy - wsp6tczynnik wnikania ciepta na odpowiednich powierzchniach
dx’ d{— rozmiary plyty,

A, - wspodczynnik przewodzenia ciepla*

o

3
TINTTTINTTTTINT TITTTTTiR 7 77777A v X

a*/z AX

Rys. 2. Siatka réznicowa dla przykdadu 1
Fig. 2. Differential grid for the d-st example
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Przykd#ad niniejszy rozwigzywano dla réznych liczb Biota, krokéw czasu,
warunkéw poczatkowych, biedéw maksymalnych itp. Wpkyw podziatu réznicowe-
go na wyniki obliczeh takze byt przedmiotem rozwazan, ale uzyskane tu
wnioski pokrywaja sie z wnioskami uzyskanymi dla zadan prostych.

Przedstawione ponizej wyniki dotycza przypadku, dla ktérego:

N=6, 1=5, n=nm+1=11.

Problem rozwigzano metodg bezposrednia.
Dla NI wezkéw siatki réznicowej mozna napisa¢ I réwnan roézniczko-
wych, np.:

dTi
TT =A1,1 T1 +A1,2 T2 + A1,3 T3 ~

dT?
dt- = A2,1 T1 + A2,2 T2 + A2,4 T4 + A2,7 T7 ~

dTfi
TT

a6,4 T4 + A6,5 T5 + A6,6 T6 + A6,9 T9 + A6,10 T10 *

Wewnetrzna odpowiedz temperaturowa powinna by¢ znana dla 1=5 punktéw.

Jezeli odpowiedZz temperaturowa dana jest w punktach, np. 1, 2, 3, 5,
10, to zadanie odwrotne nie moze by¢ rozwigzane. tatwo zauwazy¢, ze w
takim przypadku réwnanie dla wezda siatki réznicowej nr 1 zawiera wykacz-
nie znane funkcje, a zatem rzad macierzy H jest mniejszy niz M.

Problem ekstrapolacji moze by¢ rozwigzany, jezeli odpowiedZz temperatu-
rowa dana jest dla punktéw, np. 1, 2, 7, 8, 9. Wektor J zawiera wtedy
elementy:

JT= D. 2,7, 8 93,

gdzie: JT jest symbolem transponowania wektora J, a macierz D zawiera

elementy:
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Fo
o-/A-2 0-3
Rys. 3. Rozwigzanie zadania ekstrapolacji dla przykfadu 1
Fig. 3. Solution of the extrapolation problem for the 1 st example

Wybrane rezultaty dla tak sformutowanego problemu ekstrapolacji przedsta-
wiono na rys. 3. 0Odnosza sie one do przypadku Bix = Biy = 2, poczatkowy
rozktad jest wyréwnany i réwny jednosSci, a temperatura osrodka, wystepu-
jaca w warunku brzegowym 111 rodzaju, jest réwna zero. Liczbe Fouriera
zdefiniowano nastepujaco:

Bezwymiarowy krok czasu przyjeto réwny 0.1. Obserwacje odpowiedzi tem-
peraturowej rozpoczeto zas od Fo “ 0,3* W tyra momencie czasu rozkiad tem-
peratury w plycie odbiegat juz od wyrdéwnanego.

Przebieg temperatury w wezle nr 5 przedstawiono na rys. 3* Linia cig-
gka przedstawia wyniki dok#adne dla zadania prostego. Punkty oznaczone
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Po
o -/ A -2 0-3
Rys. 4. Rozwigzania zadania wewnetrznego dla przykdadu 1
Fig- 4. Solution internal problem for the 1 st example

nr 1 odpowiadaja 0,005, nr 2 %= 0,01, nr 3 &= 0,05- Uzyskane re-
zultaty sa dos¢ stabilne i dokkadne, z wyjagtkiem przypadku nr 3» Warto
jednak zauwazy¢, ze rcéznioe miedzy odpowiedziami temperaturowymi dla ko-
lejnych punktéw sg zblizone do wartosci czbonu @ - 2r)6 w réwnaniu de-
finiujacym odpowiedZz temperaturowa, oo moze thumaczy¢ takie wyniki.

Na rys. 4 przedstawiono rezultaty dla zadania wewnetrznego przy tych
samych parametrach. Odpowiedzi temperaturowe rejestrowano w punktach
7, 8, 9, 10, 11. Na iys. 4 przedstawiono natomiast przebieg temperatury
dla wezta nr 1. Uzyskane rezultaty sa bardziej stabilne i dokkadne niz
dla zadania ekstrapolacji.

Obliczenia wykazaty, ze stabilnos$¢ i dokdadnos¢ wynikéw zalezy od wie-
lu czynnikéw. Do gtbéwnych nalezas biad maksymalnyS , liczba Biota i krok
czasu. Z obliczen wynika, ze im wieksza liczba Biota, tym mniejsza dokdad-
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nos¢ i stabilnos¢ wynikéw. Dla zagadnien dwuwymiarowych zadowalajace re-
zultaty uzyskano dla liozb Biota nie przekraczajacych 4-$.

Problem wyboru kroku czasu jest bardziej ztozony. Imwiekszy btad & ,
tym wieksze powinny by¢ kroki czasu. Z drugiej strony, im wieksze kroki
czasu, tym gorsza aproksymacja odpowiedzi temperaturowej, szczegélnie dla
duzych liczb Biota. Zadowalajace rezultaty uzyskano dla krokéw czasu z
przedziatu Co,05-0,1J

Szereg opisywany réwnaniem (13) ograniczono do 6 wyrazéw, co oznacza,
ze pochodne wyznaczono tylko do piatego rzedu. Okazato sie jednak, ze
dla zakresu parametréw, ktoéry opisano powyzej, wystarczajacg dokdadnosé
mozna uzyska¢ przy 4 lub 5 wyrazach szeregu. Nie ulega jednak watpliwosci,
ze dla wielu przypadkéw, zwkaszcza dla zjawisk przebiegajacych z duza
intensywnoscia, 6 wyrazéw moze nie wystarczy¢ dla uzyskania pozadanej do-
k#adnosci obliczen. Zwiekszanie liczby wyrazéw szeregu takze moze nie po-
prawi¢ rezultatéw z powodéw oméwionych w punkcie 4. Do tych przypadkéw
prezentowana metoda nie moze by¢ stosowana.

Wpdyw parametru regularyzacji na wyniki obliczen przedstawiono na
rys. 5 i 6. Prezentowane wyniki dotyczg problemu wewnetrznego, ktory zos-
tat powyzej opisany. Rysunek 5 dotyczy 6 = 0,05, a rysunek 6 dotyczy

&= 0,005» Linia ciagta odpowiada rozwigzaniu dokkadnemu. Punkty ozna-
czone nr 1 odpowiadaja nastepujacym wartosciom parametru regularyzacji
(dla kolejnych pochodnych):

<kl = 1002 = 100 <’<3 = 100 034 = 100
nr 2
ol = 0,001 <2 = 0,001 = 0,001 <4 = 0,001
nr 3
, 100 *3 = 0,1 <4 = 0,1
nr 4
cel = 0,1 =0,1 <3 =1,0 <4 = 1,0

Z rysunkéw tych wynika, ze wpdyw parametru regutaryzacji na wyniki
obliczen rosnie ze wzrostem btedu &, ale w szerokim zakresie jest nie-
znaczny .
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Po
o-rC-20-3X-4

Rys. 5* Wpdyw parametru regularyzacji na wyniki obliczen dla przyktadu 1
(6 =0,05)

Fig. 5* Effect of the regularization parameter on the calculation results
for the 1 st example (&= 0,05)

a-t&-20-SX-4
Rys. 6. Wpkyw parametru regularyzacji na wyniki obliczen dla przykkadu 1
(c5 = 0,005)

Fig. 6. Effect of the regularization parametr on the calculation results
for the 1 st example (<5= 0,005)
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5.2. Przykdad 2

Przyktad 2 jest szeroko dyskutowany w [1]. Traktuje sie £ jako szcze-
g6lnie trudny test dla metod rozwigzywania zadan odwrotnych. Dotyczy on
przypadku, w ktorym gestos¢ strumienia ciepta na powierzchni ciata zmie-
nia sie wedtug ksztattu tréjkata. Jest to przypadek jednowymiarowy, w kto-
rym odpowiedZ temperaturowa rejestrowana jest w punkcie 1 (por. rys. 7),

Rys. 7. Siatka réznicowa dla przykfadu 2
Fig. 7. Differential grid for the 2d example

Fa
Rys. 8. Obliczona gestos¢ strumienia cieppla dla przykdadu 2
Pig. 8. Calculated heat flux density for the 2nd example
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a wyznacza sie strumien ciepta w punkcie N + 1. Symulowane wartosci odpo-
wiedzi temperaturowej, zaburzone bledami, zaczerpnieto z LID. Wyniki obli-
czen przedstawiono na rys. 8. Przyjety w obliczeniach krok czasu jest
rowny 0,06. Z rysunku wynika bardzo dobra doktadnos$¢ uzyskanych wynikow
obliczeh. Rozwigzanie uzyskano metodg bezposrednig.

5.3« Przyk#ad 3

Wyniki obliczen przedstawione w rozdziale 51 i 5.2 zostaty uzyskane
przy zastosowaniu klasycznej metody szeregéw pochodnych. W niniejszym roz-
dziale zostang zaprezentowane wyniki uzyskane za pomoca metody dyskretnej
transformacji spektralnej.

Weryfikacje numeryczng metody przeprowadzono na przykdadzie zagadnie-
nia jednowymiarowego. W takim bowiem przypadku wpdyw analizowanych para-
metréw na dokdadnos$¢ rozwigzania jest w najmniejszym stopniu zakddcony
przez ksztalkt obszaru.

Rozpatrzono nieustalone pole temperatury w pkycie symetrycznej i1 nie-
symetrycznej. Podziat réznicowy plyty przedstawiono na rys. 9.

W kazdym analizowanym przypadku zakres zmiennosci zredukowanej tempe-
ratury w phycie wynosit T6 IIP, lU* Przyjeto do analizy trzy wartosci bez-
wzglednego bdedu pomiaru 6 : 0,005, 0,01 oraz 0,05* Odpowiada to minimal-

nej wartosci bdedu wzglednego odpowiednio: 0,5%, 1% i Sh.

Rys. 9* Podziat réznicowy plyty jednowymiarowej
Fig. 9. Differential division of one - dimensional plate

W wiekszosci przypadkéw obliczenia prowadzono dla jednego tylko punktu
pomiarowego (punkt B).

Analizie poddano zagadnienie z jednym warunkiem brzegowym 111 rodzaju
dla brzegu x = 1 (plyta symetryczna) badZz z dwoma warunkami 111 rodzaju
na brzegach x =0 1 x = 1 (pkyta niesymetryczna).

Przyjeto, ze poczgtkowa temperatura w plycie jest wyrdéwnana i wynosi
Tq = 0, natomiast temperatura pkynu Tp = 1.

Wartosci pochodnych odpowiedzi temperaturowej wystepujacyoh w rozwig-
zaniu* (33) obliczano za pomocg metody opisanej w rozdziale 4«
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Pochodne wyznaczono na podstawie stakej, wynoszacej 10 liczby punktéw
czasowych. W obliczeniach ograniczono sie do wyznaczenia pochodnych do
czwartego rzedu wikgcznie.

Ha prezentowanych rysunkach, ilustrujgcych wyniki obliczeh, przedsta-
wione jest kazdorazowo rozwigzanie dokdadne (linia ciagha) oraz uzyskane
rozwigzanie zagadnienia odwrotnego dla® trzech wartosci bledu pomiaru<s .
Przedstawione wyniki obrazujg wiec réwnoczesnie wpdyw dokkadnosci pomiaru
i analizowanego parametru na dokd#adno$¢ metody. Jak juz bowiem wspomniano
wczesniej, decydujacym czynnikiem okreslajacym przydatnos¢ metody rozwig-
zania zagadnienia odwrotnego jest jej wrazliwos¢ na biedy pomiarowe.

Przebadano wpdyw nastepujacych najistotniejszych parametréw ra doktad-
nos¢ metody:

- bkad pomiaru 6 ,

- liczba Biota BI,

- krok czasowy A Po,

- wartos¢ parametru regularyzacji et ,
- liczba punktéw pomiarowych.

Ha rysunkach 10 i 11 przedstawiono wyniki obliczen temperatury w osi
symetrii pkyty dla liczb Biota Bi = 1 oraz Bi = 3,5 (Jeden punkt po-
miarowy na powierzchni x = 1).

Dok¥adnos¢ wynikéw pogarsza sie wraz ze zwiekszaniem liczby Biota. Wy-
nika to z faktu, ze dla duzych liczb Biota moze wystapi¢ zjawisko '‘nasyce-
nia"" wynikow pomiaréw polegajace na tym, ze po uptywie stosunkowo krétkie-
go czasu od poczatku trwania zjawiska wartosci mierzonej temperatury ule-
gaja niewielkim juz zmianom.

W przypadku gdy zmiany te sg na przykdad mniejsze od wartosci bdeduS ,
obliozone wartosci pochodnych obarczone sg juz bardzo duzym bledem (jest
t wyraznie widoczne dla btedu 6 = 0,05). Dla wartosci btedud = 0,005
i 0,01 uzyskano w obydwéch przypadkach duza zgodno$¢ z rozwigzaniem do-
kdadnym.

Pomiary temperatury w wybranych punktach ciata (odpowiedZz temperaturo-
wa) dokonywane sa w odstepach czasowych AFo. Obliczenia wykazaly, ze do-
k#adnos¢ metody silnie zalezy od wielkosci kroku prébkowania AFo (dokdad-
nos¢ zmniejsza sie wraz ze zmniejszeniem wartosci AFo).

Przyczyna tego zjawiska jest nastepujaca. Jezeli rozpatrzy¢ Srednia
warto$¢, np. pierwszej pochodnej odpowiedzi temperaturowej w przedziale
AFo, to dana jest ona zaleznoscia:

dTs ,, Ts¥l + ¢k+l - TS - fk
diFo ~ AFo

gdzie:
Tg - dokd#adna wartos¢ mierzonej temperatury,
A - bkad pomiaru,
k - oznaczenie chwili czasu.



120 K. Kurpisz, J. Skorek

*4=/. dfo-.1

Pa
a *1-..006 0 dsi.0Ot X *£-,05

Rys. 10. Przebieg temperatury w osi symetrii piyty
Fig. 10. Temperature diagram along the symmetry axis of the plate

Bi=3.5 dPo=.1

Rys. 11. Przebieg temperatury w osi symetrii plyty
Pig. 11. Temperature diagram along the symmetry axis of the plate



1Jumeryczna metoda rozwigzywania. .

Bial do=&B

Add0b O Xa-GBb

Rys. 12. Przebieg temperatury w osi symetrii plyty
Fig. 12. Temperature diagram along the symmetry axis of the plate

Bi-f. do=.2

Adds 0 dha XHEG

Rys. 13« Przebieg temperatury w osi symetrii plyty
Fig. 13« Temperature diagram along the symmetry axis of the plate

121
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W przypadku gdy APo jest bardzo male, réznica Tg+l - t] staje alg ron
niez makta. Wtedy o wartosci pochodnej decyduja praktycznie wykgcznie ble-
dy pomiaru 5 i ktére w skrajnym przypadku moga sie sumowac.

Btad obliczenia pierwszej pochodnej przenosi sie z kolei na pochodne wyz-
szych rzedow.

Przedstawiony problem ilustruja wyraznie rysunki 12 i 13, gdzie przed-
stawiono wyniki obliczen temperatury w plaszczyznie symetrii plyty dla
APo = 0,05 i 0,2. Dla btedu = 0,005 i 0,01 nie obserwuje sie znacd
nego wpdywu AP0 na dok#adnos¢ obliczen (przy czym dok#adnos¢ jest wigkszs
dla wiekszej wartosci APo).

R6znice staja sie juz jednak wyrazne dla btedu ¢ = 0,05, co potwierdza
teze o przyczynie powstawania duzych bledéw przy matych wartosciach  Po.
Jalezy jednak pamieta¢, ze przyjmowanie zbyt duzych wartosci kroku prob-
kowania APo moze prowadzi¢ do utraty informacji o przebiegu mierzonej
temperatury.

Prezentowane rezultaty stanowig czes$¢ wynikéw badan dotyczacych weryfi-
kacji numerycznej przedstawionej metody dyskretnej transformacji spektral-
nej (czes¢ z nich przedstawiona jest w pracy CSU)-

Jalezy réwniez podkresli¢, ™e prezentowane wyniki w kazdym przypadku
dotyczyty punktéw, w ktdérych uzyskiwano najmniejsza doktadnos¢ obliczen.

Ha wielko$s¢ uzyskiwanych bdeddéw miat tez niewgtpliwie niekorzystny
wpdyw rodzaj generatora liczb pseudolosowych zastosowany do symulacji ble-
déw pomiaréw. Generator ten dawat w kazdym przypadku te samg sekwencje
kolejnych liczb pseudolowych (warto$s¢ r w zaleznosci (37)), co bykto ce-
lowe z uwagi na mozliwo$é pordéwnania réznych wariantéw obliczeniowych.
Jednoczes$nie jednak sekwencja pierwszych 10 liczb wykazywata silng asyme-
trie wokét wartosci Sredniej, co miato niewgtpliwie niekorzystny wptyw na
dok#adnos¢ wynikéw. Dla duzej wartosci A wyniki symulowanych pomiaréw
pozbawione juz bydy czesto sensu fizycznego.

Przeprowadzone obliczenia wykazaty przydatnos¢ stosowania algorytmu
DT3 do rozwiazywania pewnej klasy odwrotnych zagadnien przewodzenia ciepla,
Sam algorytm cechuje sie duzg zwartoscig i1 jest stosunkowo prosty do za-
programowania na EMC.

G. WHIOSKI

Dowolna metoda numeryczna moze znalezé praktyczne zastosowanie, jezeli
pozwala uzyskiwa¢ stabilne i doktadne wyniki dla danych obarczonych bie-
dami. Metody prezentowane w niniejszym artykule pozwalajg uzyskiwaé takie
rezultaty. Gkdwne ograniczenia w stosowaniu prezentowanych metod zwigzane
sa z liozbg wyrazéw w szeregach (13) lub (35), maksymalnym bdedem i dopu-
szczalnym krokiem czasu. Kolejnym ograniczeniem dla wielowymiarowych za-
dan ekstrapolacji jest rozmieszczenie punktéw pomiarowych. Prezentowane

metody moga znalezé zastosowanie takze dla przypadkéw nieliniowych.
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W tym celu nalezy rozpatrywany przedziat czasu podzieli¢ na podprzedziaty,
w ktérych wkasciwosci termofizyczne ciata mozna uwaza¢ za stake i rozwig-
zywa¢ problem niezaleznie w tych podprzedziatacb. Poniewaz prezentowane
rozwigzanie nie wymaga informacji o warunku poczatkowym, takie postepowa-
nie nie wnosi zadnych dodatkowych trudnosci.

Metoda szeregéw pochodnych moze by¢ takze stosowana w przypadku nadmia-
ru danych dzieki zastosowaniu rachunku wyréwnawczego. Ten spos6b postepo-
wania opisano szczegétowo w Q7]-
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HHCIFFIHKE METOfIti PEHEHHH HEKOTOPOrO KJLACCA OEPATHHX SAMH TEIUIONPOBOFIHOOM

Pe3iome

B paSoie npescTaBJieH Melos pemeHHH HeicoTOporo KJiacca ofipaiHHX 3a,nav
TeMonpoBOMHOCTH o Hen3BecTHHM HavaxfcHHM yclioBneM, PemeHHe saao b BH"
pHfla ¢ npOH3bOjUHhmMh no TeunepaType 0THOCHTejibHO BpeMeHH. Ann onpe”ejieHHa
3THX npOH3BO0M"HUx npefljioxeH MeTOfl peryjiHPHsapHH. B paSoTe aaioTCH npHMepu
H HINIIOCTpaiiHH npHTOfIHOCTH Meio” a.

NUMERICAL METHOD OP SOLVING CERTAIN CASES OP INVERSE PROBLEMS
OP HEAT CONDUCTION

Summary

Method of solving certain oases of inverse problems of heat oconductioj]
with unknown initial condition is presented in the paper. Solution has
been obtained in the form of series of derivatives of temperature. The
method of regularization has been suggested for determining values of te)
se derivatives. Examples illustrating usability of this method are icluj
ded iIn the paper.



