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Streszczenie. Zbudowano algorytm rozwigzywania dwuwymiarowego
zagadnienia odwrotnego przewodnictwa cieplnego, wykorzystujac sto-
warzyszone rownanie catkowe dla réwnania Helmholtza. Jako przykdad
rozwigzano pewne zagadnienia odwrotne w kwadracie. Wyniki ilustruja
przydatnos¢ takiego podejscia do tego zagadnienia.

1. WSTEP

Jednowymiarowe zagadnienia odwrotne przewodnictwa cieplnego maja boga-
ta literature, jakkolwiek poza rozwigzaniem Surggrafa [1] nie spotyka sie
rozwigzan Scistych tych zagadnien. Rozwigzania przyblizone zagadnien jed-
nowymiarowych prezentowane sg w wielu pracach, a bogatg literature doty-
czacag m.in. tych zagadnien mozna znalezé w monografiach Q2,3j czy w pra-
cach C4,5j. Zagadnienia dwu- i tréjwymiarowe rozwazane bydy rzadko i bez
wiekszych sukcesow (por. np. C.6,7]). Sktadaty sie na to zaréwno problemy
natury matematycznej (zke uwarunkowanie problemu). Jak i numerycznej (W
stosowanych metodach wymagana by#a bardzo duza pojemnos¢ pamieci operacyj-
nej komputera, jak réwniez duza precyzja obliczen). Prezentowane ostatnio
w literaturze prace 18.9] podajag rozwigzania zagadnielh odwrotnych w dwéch
1 trzech wymiarach, lecz Jest tam prezentowana szczegélna metoda rozwigzy-
wania, nie nadajgca sie do uogOlnienia na dowolny obszar. Natomiast nume-
ryczne rozwigzanie dwuwymiarowego zagadnienia odwrotnego w prostokacie,
przedstawione w pracy Ciol, to wykorzystanie dynamicznego programowania
do zagadnienia wyznaczania strumienia ciepta na brzegu obszaru.

W prezentowanej pracy przedstawiony Jest algorytm rozwigzywania zagad-
nien odwrotnych w dwéch wymiarach, oparty na wykorzystaniu stowarzyszonych
réwnan catkowych dla réwnania Holmholtza CIi] .

*~ Praca wykonana w ramach CP8P nr 02.18, Kkierunek 2, zad. 2.2.1.2.
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Algorytm ten wykorzystano do zbudowania programu testowego, za pomoce
ktérego rozwigzano pewne zagadnienie odwrotne w kwadracie.

2. PODSTAWOWE WZORY

Szczeg6towy opis metody przyblizonego rozwigzywanie zagadnien odwrot-
nych przy wykorzystaniu stowarzyszonych réwnan catkowych dla réwnania
Helmholtza przedstawiono w pracy Cli]. Tu zatem ograniczymy sie tylko do
postawienia zagadnienia i podania podstawowych wzoréw, wykorzystanych
przy Jego rozwigzywaniu.

Rozwalmy réwnanie przewodnictwa cieplnego:

[v2 - J T(x.,t) -0, (x,1)62«(0, tK), )

gdzie: ii CE2 jest obszarem regularnym, a oznacza wspétczynnik dyfuzyj-
nosci temperaturowej, zas (0,tK) jest przedziatem czasu, tR < + . T
opisuje temperature wzgledne, mierzone od pewnej ustalonej temperatury
odniesienia.

Zat6Zmy, Ze znany jest warunek poczetkowy dla temperatury w obszarze!l:

t(x.,0) - 00 X6 Si ®

W miejsce warunkow brzegowych, ktérych nie znamy, przyjmujemy Jako
znane wartosci temperatury na brzegu 3 obszaruQ=*d 51 (rys. 1):

T(S*,t) - T*(x*.t). (x*,1)S *(0,tK). ®

Funkcje T* nazywamy wewnetrzne
odpowiedzie temperaturowe (WOT).
Nie kaZda funkcja moZe opisywac
WOT. Definicje WOT podano w pracy
[12]4 tutaj powiemy tylko. Ze musi
by¢é ona funkcje odpowiedniej Kkiesy
réznlczkowalnosci .

WielkoScie poszukiwane jest po-
le temperatury w catym obszarzel!»,
a takZe na 0S oraz strumien ciep-
+a na 32

Dyskretyzujec zagadnienie po
czasie mozna go sprowadzi¢ do prob-
lemu rozwiezanla ukdadu réwnan roz-
niczkowych Helmholtza o postaci
Cli] :

Rys. 1
Fig. 1
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(V2 - P2) <K(X) * - P20k-17)< +£S] k=1 K* )

(gdzie p2»1/r, r»aAt/12, At - krok czasowy, 1 - wymiar charakterystycz-
ny obszaru2 ,Si = H /I, ek(x)« T(X,kAt), x = x/1, tk=KAt), z warunkiem:

ek(x*) - ek(x*). /eafl™ o)

(gdzie: X* * x*/l. 2*»S*/1). Oczywiscie nie kezde funkcje moze opieywec
prawg etrone zwiazku (5), nazywana dalej wewnetrzng odpowiedzig (WO). De-
finicje WO podena Jest w precy [12] .

Uktad funkcji k bedzie stanowit przyblizone rozwigzanie
zagadnienie odwrotnego.

Cleat oczywiste, ze dobdr kroku czasowego oraz wielkosci podobszsru it*
w stosunku do St bedg miaty wptyw ne to, czy przyblizone rozwigzanie za-
gadnienia, reprezentowane przez ukdad funkcji e bedzie bliskie roz-
wigzaniu Scistemu. Ola zagadnien Jednowymiarowych analize wpdywu kroku
czasowego i wielkosci obszaru 2 * ne dok#adnos¢ i stabilno$¢ rozwigzania
przyblizonego przedstawiono np. w pracach CI3,14]. W tej pracy ograniczy-
my alf do numerycznej analizy tego problemuw kwadracie i to tylkow za-
leznosci od wielkosci obszaru 2*w stosunkudo 2.

3ak pokazano w pracy Eli], aby rozwigzacuktad réwnan (4)z warunkami
(5), trzeba wyznaczy¢ pewng funkcje h(F), (6 32, 2z roéwnania catkowego
typu Fredholma | rodzaju, o postaci:

KO (plx*- §1)hk(©) ymE ek (x*) +
sil " (6)

-fjrdJd Vpl?*-vi)ek-i(Y)ds(y)-

gdzie K, (*) Jest zmodyfikowang funkcja Bessele 11 rodzaju, k=I....K.
Funkcja opisuje w spos6b przyblizony temperature w obszarze
w chwili (k-DAt.
Po wyznaczeniu funkcji h temperature w dowolnym punkcie * 6fl
w chwili KAt wyznacza sie ze wzoru:

k() « $ KO (pIx-FI) hk)dI(F) o
23r an

¢ L5 S K PbeyDe., (DASE)-

Sprawg zasadniczg Jest zatem wyznaczenie funkcji hk(]),46 8il.
Funkcje te bedziemy wyznacza¢ numerycznie.
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3. ROZWIAZANIE ROWNANIA CALKOWEGO

Wprowadzmy w obszarze I i na jego brzegu O 1l siatke punktéw. Doboér
punktéw Jest niezalezny od krzywej 32*, moze natomiast wynika¢ z geo-
metrii obszaru 51 (rys. 2). Kontur dSI mozemy teraz w przyblizeniu zasta-
pis¢ konturem S, zaznaczonym na rys. 2 linie przerywanag, sktadajaca sie

z odcinkéw prostych, Z8$ obszar ii obszarem B, zawartym wewnatrz S.
Tak wiec:
*s, & "B, ®
M
przy czym S » y . gdzie Sm Jest odcinkiem prostej i SInSQ *O0
m*1

dla a / n. Na kazdym z odcinkéw S# zaktadamy statos¢ funkcji h?, tn.
samg funkcja hk przyblizamy funkcjg schodkowg wzdfuz konturu S.

Rys. 2. Dyskretyzacja obszaru
Fig. 2. Surface discretization

Oznaczmy przez Srodek odcinka SB (rys. 3). Na mocy przyjetych za-
tozen catke konturowg mozemy w przyblizeniu zapisa¢ w postaci:

M
§ KO (P i?* F])hE()dI(8H- * hkmam () =HKA(X), (9)
ird
gdzie :
sm(®) = \ Ko(lx- gDAI(]), A(X) « [|®x(x) aMmQ)] , xeb52

S

ao

hkm a hk~-m~” Hk » Chkl.... hkMJ
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SW - m-ty element brzegowy. M Jest iloscig elementéw brzegowych. Catke

po obszarze Si aproksymowano w nastepujecy sposoéb:

M
é]iKo(pl*—yl)Ok_l(y)dS(y)!a S | Gk-1 bn() * B(-)Tk-1 ayn
n« n

gdzla:

bp() » $$ Kol x-yl dds(y), bCO«[bju) ,...,bNCY] . €Al (12)

Bn
J - Srednia (lub wyliczona w Srodku elementu) teapratura elesantu
n skonczonego Bn. . [ 0O~ _...@®k-IN]*

Rozwazajac roéwnanie (6), trzeba w miejsce punktu x we wspétczynni-
kach (10jj 1 (12~ wstawi¢ punkty lezace na Si¥*. Punktéw tych susi byc¢
M, tzn. tyle, ile Jest elementéw brzegowych (tyle, ile Jest wielkosci
h~ dla ustalonego k). Jesli punktow, w ktérych pomierzono WO, Jest
mniej niz M, to nalezy dla kazdej chwili kAt, k*I,...,K, dokona¢ aprok-
symacji WO funkcje ciegte (najlepiej klasy C*) wzdbuz krzywej Oid*

1 dobra¢ nastepnie wartosci WO w tylu punktach, aby bydo ich razem M.
Zrobi¢ to mozna np. w sposob opisany w pracy CI5] , tzn. przybllzajec
funkcje opisujece WO wzdduz konturu 3&*za pomoce skonczonej kombinacji
funkcji wyktadniczych, ktérych Jest mniej (a newet duzo mniej) nil M.
Wspoétczynniki kombinacji dobiera sie przez minimalizacje bdedu opisu WO
w punktach,, w ktérych Jest one dana. Szczegoty tej procedury podano takze
w opracowaniu QI6] co prawda w odniesieniu do opisu WOT w dany« punkcie
przestrzennym w przedziale czasu: bydto to tam nazwane “wygkadzaniem* WOT).

Rys. 3. Element brzegowy SB i element skorczony Bn

Fig. 3. Boundery element SB and finite element Bn
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Ostatecznie wiec, stosujac elementy brzegowe Sm i skonczone B”,
otrzymujemy w miejsce rownania (6) nastepujacy ukdad roéwnan algebraicz-
nych :

HKA(X*) = 2V - p2B(x*)TK I , @)

gdzie J=1,.*._,M. Po wyznaczeniu wektora z ukdadu réwnan (13) mozemy
obliczy¢ temperature w dowolnym punkcie *6 SUS ze zwigzku:

(€]

gdzie Bu R

4. SZCZEGOLOWE OBLICZANIE CALEK N i bn

Catki a i1 bn obliczano, stosujac kwadrature Gaussa. Gdy w calce aR
wystepowata osobliwos¢, usuwano jg, zastepujac w otoczeniu punktu osobli-
wego funkcje KQ(2) przez -Inz Osobliwosci moglty wystapi¢ tylko
w punktach wezdowych - wéwczas w miejsce wzoru (10" nalezato potozyc:

(€D)

gdzie: s” Jest dtugoscig elementu , 6 przyjmowano réwne 0,05 s™.

Natomiast gdy osobliwos¢ wystepowata w cakce bm> to zamiast funkcji
K , majacej w punkcie osobliwym wykres przedstawiony na rys. 4a, rozwaza-
no funkcje K. ktérej wykres przedstawiono na rys. 4b. Funkcje te dobrano
w postaci danej wzorem:

Ko (pr) dla r ~ R,
K(r) = 16)

gdzie R pokazano na rys. 4b, r=|x-y|], za$ et i (> wyznacza sie z wa-
runku, aby funkcje K i Kq byty sobie réwne w punkcie r«R wraz z pierw-
szg pochodng. Stad:

* " 2R KI1(PR)e~ i3= KO(R) + | RK1(pR)- an
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a)

kier. osi x

kier. osi x

Rys. 4. Wykres funkcji KO> 2z osobliwoscig w zerze (rys. a) 1 K, zaste-
pujacej funkcje kq (rye. b)
Fig. 4. Diagram of KQ function with singularity at zero (fig. a) and K
function which eubatitutes kq Tfunction (Fig. j)

Wartos¢ R dobiera sie tak, aby zachodzita roéwnosc:
h

>TT a8)
-h
wowczas catka po elemencie zosobliwoscig moze by¢ zapisana Jato Jego po-
le razy prawa strona zwiazku(18).
Taka procedura obliczaniacatki b" Jest bardzo “zgrubna’, »lemimo
to b#ad popedniany przy tej procedurze Jest niewielki 1 nawet przy 2h«l

i R-0.1 nie przekracza kilku (w tym przypadku 2.3) procent.

5. ALGORYTM ROZWIAZYWANIA ZAGADNIENIA 1 PRZYKLAD TESTOWY

Ponizej przedstawiony Jest algorytm rozwigzania numerycznego zagadnie-
nia odwrotnego w dowolnym obszarze #CE z Jednoczesnym zastosowaniem go
do przypadku, gdy 2 Jest kwadratem o Jednostkowym boku. Algorytm podzie-
Iono na trzy czesci: czes¢ wstepnag, obliczania wielkosci niezmiennych
w cyklu obliczeé i obliczenia prowadzone dla kazdej chwili KA t osobno.
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1. Czes¢ wstepna

1° Dobér uktadu wspédrzednych
Dla kwadratu przedstawiono ukdad wspétrzednych na rys. 5.

2° Opis punktéw x*£3il*w ktérych dane se WO 1 wprowadzenie ich
Jako danych.

3° Wprowadzenie WO Jako danych.

Poniewaz obliczany Jest przykksd testowy, wiec wartosci WO se tu ob-
liczane na podstawie wzoru, opisujecego rozwlezanie zagadnienia poczetko-
wo-brzegowego, dla ktérego t( ,0) « 0. Warunki brzegowe (te same. ktori
potem bede przedmiotem identyfikacji) przedstawiono na rys. 6. Wewnetrzni
odpowiedzi obliczono na podstawie rozwiezania Scistego, ktore w tym przy-
padku me postac:

2/2 2 as
przy czym wartos¢ e przyjeto réwne 1.
X
1 T=Tb
1
X
o Rys. 6. Warunki brzegowe w przykta-
dzie testowym = 100°C
Rys, 5. Fig. 6. Boundary conditions ina test
example.- T. » 100°C has
Fig. 5. been assumed

4° Opis punktow charekteryzujecych elementy brzegowe.

5° Wprowadzenie Jako danych ilosci elementéw brzegowych i punktéw.
ktére Je wyznaczaje.
Podzielono brzeg na 40 elementéw brzegowych, czyli M«40.
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6° Ople wszystkich punktéw zwigzanych z podziatem obszaru 5S¢ na elemen-
ty skonczone 1 numeracja elementow.
Wprowadzono kwadratowe elementy skonczone.

7° Wprowadzenie danych z punktu 6°.
1los¢ N elementéw skonczonych przyjeto réwnag 100.

8° Wprowadzenie danych charakteryzujacych rodzaj materiatu przewoaze-
cego ciepto oraz parametr 1.
Przyjeto a*l, 1*1, gdyz kwadrat ma bok Jednostkowy.

9° Wprowadzenie Kkroku czasowego.
Wprowadzono At*0.05 s.

10° Wprowadzenie uk#adu punktéw, w ktérych ma by¢ obliczana temperatu-
ra po kazdym kroku czasowym.
W rozwazanym przypadku sg to punkty w Srodku elementéw skonczonych.

11° Wydruk wszystkich wprowadzonych danych oraz obliczonych parametréow
pi Z . a takze nowych bezwymiarowych wspo4rzednych punktow.

I1. Obliczenia wielkosci niezmiennych w cyklu obliczen

12° Obliczenie macierzy Qam@j 0 wymiarach MxM (por. (101).
13° Obliczenie macierzy Lp2tn(<j)3 o wymiarach NxM (oor. (A2)").

14° Obliczenie macierzy gdzie xit i*l....,1I, s3 to
punkty, w ktérych ma by¢ obliczana temperatura.
Tutaj 1*140 (por. punkty 5°, 6° i 10°).

15° Obliczenie macierzy Cp2bn(xi)/2JT7]

111. Obliczenia prowadzone dla kazdej chwili czasu osobno

16° Obliczenie wektora E, opisujacego prawg storne réwnania (13),
tzn. :

Ej = 23T Q*(S™ -

17° Rozwigzanie ukdadu réwnan (13), tzn. wyznaczenie wektora H*.

18° Obliczenie temperatur w Chwili kAt w punktach x»,
1*1,... .1, ze wzoru (14).

19° Wydruk wielkosci 9. (), I*1..._ 1-
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Rye. 7. Rozwigzanie zagadnienia pocz~tkowo-brzegowego dla kwadratu z wa-

runkami Jak na rys. 6. Po lewej stronie - rozwigzanie Sciste (wg wzoru (I9)

po prawej - przyblizone (wg wzoru (13) i (14), gdzie 0SI*»052 ). Wykresy dla
chwil ©»0.05, 0.1, 0.15, 0.2

Fig. 7. Solution of an initial - boundary problem for a square with the

conditions as in fig. 6. On the left side - exact solution (according to

formula (19)), on the right side - approximate solution (according to for-

mulae (13) @1 (14), whereSQ* »Q2). Oiagrams for the moments t = 0 05,
0.1, 0.15. 0.2
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t=.05

t=.10

t=.15
t=.20

Rys. 8. Rozwigzania zagadnienia odwrotnego. Lewa strona: odlegto$¢ odOffi*
doOiT roéwna sie 0.05. Prawa strona: ®il* odlegte od tiO. o 0.1. Wykresy

dla chwil czaau t « 0.05, 0.1, 0.15, 0.2

Fig. 8. Solutions of an inveraa problem. Left aide: diatanca fromOC"toOC
Is equal to 0.05. Right side :£)ffi*distant fromSQ by 0.1. Diagrams for the
momenta t m 0.05. 0.1, 0.15, 0.2
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Rys. 9. Rozwigzania zagadnienia odwrotnego. Lewa strona: OSI*oddalone od

05 o0 0.15. Prawa strona:O Si* pokrywa sie z 92. na trzech bokach, a czwsr-

ty bok 32* odlegty Jest od 02 0 0.05. Wykresy dla chwil czasu t = 0.05,
0.1. 0.15. 0.2

Fig. 9. Solutions of an inverse proébie«. Left side:S5*distant fro«95 by

0.15. Right side:35*colncldes withSSI on three sides and the fourth side

of05*is distant from 052 by 0.05. Diagrams for the moaents t * 0.05,0.1,
0.15. 0.2
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6. WYNIKI OBLICZEN

Wyniki identyfikacji temperatury ne brzegu kwadratu, przedstawionego
na rys. 6, pokazano na rys. 7-9, przy czym na rys. 7 pokazano rozwlezanie
zagadnienia poczetkowo-brzegowego metode przyblizony (wg wzoréw (13) i
(4)) i1 wg wzoru (19). Mimo bardzo zgrubnego obliczania catek i malej
ilosci punktéw siatki zgodnos¢ wykreséow przedstawionych na rys. 7 wydaje
sie by¢ zedowelajece. 3ek wida¢ na rys. 8 temperatura brzegu nieco odbie-
gata od zatozonej dla t=0.05 i t«0.1; potem wyniki byty Juz zadowalaje-
ce. Rys. 9 wskazat na konieczno$¢ badania stabilnosci wynikéw przy zwiek-
szaniu odlegtosci od 05* do SR (lewa strona rysunkéw) oraz na koniecz-
nos¢ uwzgledniania osobliwosci catek brzegowych (prawa strona). W obli-
czeniach bowiem w programie testowym nie wykorzystano wzoru (15), lecz
liczono catki a~ stosujec kwadrature Gaussa. Stato sie to przyczyne
gorszych wynikéw identyfikacji temperatury brzegu w tym ostatnim przypad-
ku, cho¢ mozna sie byto spodziewa¢ rezultatow niemal idealnych (fi*i

prawie sie pokrywaje).

7. PODSUMOWANIE WYNIKOW

Przedstawiony w pracy sposéb przyblizonego rozwiezywsnla zagadnien od-
wrotnych pél temperatur w dwéch wymiarach Jest Jedne z niewielu proéb
atakowania tego typu zagadnien. Prace relacjonujece proéby atakowania po-
dobnych probleméw nie oferowaty - wg rozeznania autoréw - Jak doted meto-
dy nad8jecej sie do uogdlnienia na dowolny obszar regularny dwuwymiarowy.
Potrzeba rozwlezywania takich zagadnien sygnalizowane byka czesto przez
autoréw radzieckich, ale prace bezposrednio traktujece o tych zagadnie-
niach spotyka sie dosy¢ rzadko.

Przyjety tu model ciata przewodzecego Jest najprostszy z mozliwych.
Przyjete uproszczenia pozwolity tylko w niewielkim stopniu wykorzystaé¢ te
cechy WO, ktére wynikaje z jej definicji (por. CIIU); tym niemniej
otrzymano dla testowego przykdtadu wyniki zadowalajece. $wiadczy to o
koniecznosci dalszych badan 1 daje Jednoczesnie nadzieje na ich pozytywne
dla praktyki rezultaty.

Algorytm zbudowano dla zagadnien odwrotnych, w ktdérych dana Jest WOT.
Podczas rozwazahn dotyczecych Jednowymiarowych zagadnien odwrotnych,

a doktadniej - stabilnosci rozwlezan tych zagadnien C13,14] , stwierdzono
bowiem, ze w przypadku WOT utrata stabilnosci rozwlezania (zwiezsna, przy
ustalonym kroku czasowym, ze stosunkiem wielkosci 1 , bedecej wymiarem
charakterystycznym obszaru 5* , do wymiaru charakterystycznego 1
obszaru 12 ) nastepuje predzej niz w przypadku WO strumieniowej (por.

takze wzory (10) i (23) w pracy CI7]). Wydaje sie naturalne przeniesienie
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tego spostrzezenie ne obszary dwuwymiarowe, cho¢ wynika z niego Jednoczai-
nie (ak réwniez z rya. 9) konieczno$¢ analizy stabilnosci rozwigza¢ za-
gadnien odwrotnych.

Budujec algorytm, przyjeto znaczne uproszczenia. Mimo to otrzymano

czes¢ wynikoéw testowych w postaci wskazujecaj na "odpornos¢™ algorytmu
na uproszczenia, w dalszych badaniach poszczegblne etapy obliczen bede
uscislane, co zapewne doprowadzi do lepszych wynikéw. Przyktad testowy
wskazuje. Ze praca ta ma wszelkie szanse powodzenia.
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«ffICIffiHHOB EEfflIEHHE HEKOTOPOIi? JpyXMEPHOt

OBPATHOIit SAfIAJIH IEIUIOPOBOfIEOCTH

PeskMe

B pa6oTe nojiyiieH ajiropHTM pesreHHJi ~ByxMepHOii odpaTHoS 3a#a*iH TenjiopoBO—
BOfIHOCTH, ncnojiB3ya HHTerpajiLHOe ypaBHemie fljia ypaBHeHHH Xejibnrojibqa.
B Ka”eoise npHMepa pemeHa o"Ha odpaTHaa 3a,naua » KBa”paTe. PeajjiBTaTu
npKa3HBaioT npHroflIHOCTh TaKoro noflxoaa k pthm BonpocaM.

NUMERICAL SOLUTION OF A TWO-DIMENSIONAL
INVERSE HEAT CONDUCTION PROBLEM

Summary

An associated integral equation for Helmholtz equation has been intro-
duced to build up an algorithm for solving a two.dimensional inverse
heat conduction problem. As an exaple an inverse problem in asquare has
been solved. The results illustrate the applicability of such an approach
to the problem.



