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Streszczenie. Praca dotyczy numerycznego rozwiązywania zagadnień 
przewodzenia ciepła z przemianami fazowymi przy zastosowaniu metody 
uśrednień całkowych. Omówiono podstawy teoretyczne metody, oblicza­
nie błędów uwzględnienia cieplnego efektu zmiany fazy i niektóre 
własności metody.

1. WPROWADZENIE

Jeden ze sposobów rozwiązywania zadań przewodzenia ciepła z przemianami 
fazowymi (w tym izotermicznymi) polega na zastosowaniu metody uśrednień 
całkowych Di 2, 3. 4] przy uwzględnianiu nieliniowości związanych ze 
zmianą fazy. W ten sposób modeluje się generację lub pochłanianie ciepła 
podczas zmiany fazy oraz nieliniowe własności przewodzenia ciepła. Podsta­
wową zaletą metody jest łatwośó, z jaką można ją zaprogramować wykorzystu­
jąc istniejące programy do rozwiązywania zadań przewodzenia ciepła bez 
zmiany fazy, nie tracąc przy tym ogólności tych programów. Ta jej zaleta 
jest widoczna szczególnie przy stosowaniu metody elementów skończonych 
do przestrzennej dyskretyzacji zagadnienia przewodzenia ciepła.

Zastosowanie metody uśrednień całkowych do rozwiązywania zagadnień 
Stefana, a także i innych nieliniowych zadań przewodzenia ciepła, zapro­
ponowano w pracy CO* Istota metody polega na specjalnym sposobie wyzna­
czania uśrednionych wartości pojemności cieplnej i współczynnika przewo­
dzenia ciepła w tych elementach, w których wielkości te zależne są od tem­
peratury (w szczególności - ma miejsce zmiana fazy). Cieplny efekt zmiany 
fazy w tych elementach, tzn. generację lub pochłanianie w nich ciepła z 
tytułu zmiany fazy, uwzględnia się dzięki odpowiedniemu określeniu zastęp­
czej pojemności cieplnej właściwej.

śTI----------'Praca wykonana w ramach CPBP nr 02.18, kierunek 2, zad. 2.2.4*5.
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Podstawą wyznaczania objętościowej pojemności cieplnej właściwej c 
oraz współczynnika przewodzenia ciepła X są zależności:

c(T) = || ( 1)

1 pw (2)

gdzie:

w(T) = w (T̂  )  ̂dl’,
T,

(3)

h - objętościowa entalpia właściwa,
T - temperatura,
T1 - wybrana temperatura odniesienia.

Wartości A i o są jednoznacznie określone, jeżeli h(T) i w(T) są 
ciągłymi i gładkimi funkcjami temperatury. Dlatego metoda wymaga, aby w 
przypadku izotermicznych przemian fazowych entalpia właściwa h(T) została 
"wygładzona" w otoczeniu temperatury Tm zmiany fazy tak, aby stała się 
ona ciągłą funkcją temperatury. W tym celu wystarczy założyó liniową zależ 
nośó od temperatury entalpii h(T) w wąskim przedziale QTffl - 6, Tm +63, 
gdzie 26 jest przedziałem "wygładzania" entalpii (rys. 1).

Średnie wartości ^ i c w wybra­
nych przedziałach temperatury można wy­
znaczać zastępując pochodne we wzorach 
(1) i (2) ilorazami różnicowymi. Chcąc 
uwzględnić zmienność temperatury w ele­
mentach siatki, przekształca się zależ-
ności (1) i (2) do postaci:

Cj(x?)

 zależność obliczeniowa
Rys. 1. Przyjęty sposób "wygła­
dzania" entalpii jako funkcji 
temperatury w otoczeniu tempe­

ratury zmiany fazy
Fig. 1. Assumed method of "smo­
othing out" the enthalpy as a 
function of the temperature clo­
se to the phase change tempera­

ture

i

3h / STII

i
i 'B E J

Sw /  0T
= ev / 3Xj •

( 4)

(5)

gdzie w przypadku zagadnienia dwUwymia- 
x = £x«j, X2J * Ó 53  ̂  ̂•rowego a — | , ^ 2

Kierunkowe wartości ĉ  objętościowej 
pojemności cieplnej właściwej nie mają 
sensu fizykalnego. W pracy [i] proponu-
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je się do obliczeń przyjmować średnią arytmetyczna tak uzyskanych wartości 
kierunkowych, tzn. w przypadku dwuwymiarowym!

c = 0,5(c1 + c?) . (6)

2. WYZNACZANIE WARTOŚCI UŚREDNIONYCH STAŁYCH X i c W ELEMENTACH 
DWUWYMIAROWYCH WYBRANYCH TYPÓW

Praktyczne wykorzystywanie zależności (4)4(6) » obliczeniach numerycz­
nych wymaga przyjęcia zależności funkcji w, objętościowej entalpii właści­
wej h oraz temperatury T jakc funkcji położenia w elementach siatki.
W przypadku stosowania metody elementów skończonych temperaturę w elemen­
tach aproksymuje się zależnością:

LW
T(xT) = X I  Ti Hi(xT> • (7)

i=1

gdzie:
LW - liczba węzłów w elemencie,
T^ - temperatura w i-tym węźle,
Nł - funkcja kształtu związana z i-tym węzłem.

Funkcję w oraz entalpię właściwą h można w elementach aproksymować 
analogicznymi zależnościami. Wówczas pochodne występujące we wzorach (4) 
i (5) można wyrazić następująco:

9f
LW

= Z
i=1

ON.(xT) 
fi 9x, (8 )

gdzie: f = T, w, h.
W przypadku stosowania elementów, dla których funkcje kształtu są li­

niowe (odcinki z dwoma węzłami, trójkąty trójwęzłłowe, czworościany cztero- 
węzłowe)> wspomniane pochodne są stałe w elementaach. Stałe są więc również 
otrzymane w opisany sposób zastępcze wartości X i c w elementach DG« 
Całkowanie po takich elementach przestrzennych ceelem obliczenia wartości 
elementów macierzy zdyskretyzowanego układu równaań względem temperatur 
w węzłach realizuje się wtedy najczęściej analityyeznie. W przypadku zaś 
stosowania innego rodzaju elementów przestrzennycbh - całkowanie to wyko­
nuje się zwykle numerycznymi metodami Gaussa. Wzo:ory (4)-r(6) i (8) są wów­
czas podstawą obliczania wymaganych wartości 1 ii c w punktach Gaussa.
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Tak obliczana wartości X  i c są bowiem w tych przypadkach zmienne w 
obszarze elementów.

3 . OBLICZANIE BŁĘDÓW MODELOWANIE CIEPLNYCH EFEKTÓW ZMIANY FAZY 
W ELEMENTACH

.Jeżeli w elemencie ma miejsce zmiana fazy, to obliczane w podany sposób 
zastępcze wartości objętościowej pojemności cieplnej właściwej zawierają 
składową uwzględniającą cieplny efekt zmiany fazy. Taki sposób uwzględnie­
nia ciepła g»»em-,vanego lub pochłanianego w elementach w związku ze zmia­
ną w nich fazy jest obarczony pewnymi błędami. Błędy te rzutują również 
na błędy obliczeń pola temperatury i położenia granicy zmiany fazy (ściś­
lej, w związku z "wygładzaniem" entalpii, granic obszaru, w którym ma miej­
sce zmiana fazy). Różnica pomiędzy entalpią zmiany fazy elementu a ciepłem 
pochłoniętym lub wygenerowanym faktycznie przyporządkowanym elementowi w 
procesie obliczeniowym z tytułu zmiany w nim fazy będzie w dalszym ciągu 
nazywana błędem modelowania cieplnego efektu zmiany fazy.

Błędy te w poszczególnych elementach są z pewnością zależne od przyję­
tych parametrów obliczeniowych, jaks przedział wygładzania entalpii, krok 
czasowy, rodzaj i rozmiary elementu, a także od sposobu "wygładzania" en­
talpii. Istotna jest więc kontrola wartości tych błędów. Ich obliczanie 
zostanie omówione w przypadku wykorzystania metody elementów skończonych 
do obliczeń dwuwymiarowych płaskich zadań przewodzenia ciepła z przemiana­
mi fazowymi i przy zastosowaniu kilku rodzajów elementów.

Entalpia Hfl zmiany fazy elementu wynika ze wzorus

hm - objętościowa entalpia właściwa zmiany fazy, 
ve ~ objętość elementu o jednostkowej wysokości.

Przyporządkowana elementowi w procesie obliczeniowym ilość ciepła Qe 
pochłoniętego lub wygenerowanego w nim z tytułu zmiany fazy jest równas

gdzieś AQg  ̂ jest ilością ciepła pochłoniętego lub wygenerowanego w 
elemencie w związku ze zmianą fazy w 1-tym kroku czasowym, zaś sumowanie 
odbywa się praktycznie po tych krokach czasowych, w czasie których nastę­
puje w elemencie zmiana fazy.

(9)

gdzie:

( 1 0 )
1
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Ilość oiepła AQ0  ̂ musi być obliczana w sposób wynikający konsekwen­
tnie z przybliżenia, według którego dla danego typu elementu obliczane są 
składowe macierzy pojemności cieplnej związane z wkładem danego elementu.

W przypadku liniowych elementów trójkątnych zazwyczaj zakłada się w 
elemencie stałą (uśrednioną) wartość pojemności cieplnej właściwej i sto­
suje całkowanie analityczne. Wówczas AQ , jest równe:6 i.

A«e 1 = <°l - °0 l>Ve AT1 s
i

gdzie: c-̂ - objętościowa pojemność cieplna właściwa (zastępcza) przypo­
rządkowana elementowi w 1-tym kroku czasowym, cQ - objętościowa pojemność 
cieplna wiaśaawa, jaka byłaby przyporządkowana elementowi, gdyby nie było 
w nim afektu cieplnego zmiany fazy, AT-̂  g - przyrost średniej temperatury 
elementu w 1-tym kroku czasowym.

Stosując czterowęzłowe elementy izoparoraetryczne całkowanie realizuje 
się zazwyczaj numerycznie metodą Gaussa. Wówczas AQ0  ̂ jest określone 
wzorem:

IC 1C
A<3e 1 = 2  ¿ L  qm qn fcl 8 " cO 1 Ĝ AT1 G det J^m* ^m  ̂

m=1 n=1

gdzie: wielkości mające wskaźnik G dotyczią punktu Gaussa n, ym aj,
{^m^nj ~ współrzędne lokalne tego punktu m  układzie związanym z kwadra­
towym elementem podstawowym 05], IC - liczbea punktów Gaussa w jednym kie­
runku, AT^ g - przyrost temperatury punktu ĆGaussa w 1-tym kroku czasowym, 
det J - wyznacznik obliczanej w punkcie Gausssa macierzy Jakobiego prze­
kształcenia kwadratowego elementu podstawoweggo w rzeczywisty element czte- 
rowęzłowy, qm i qa - wagi Gaussa.

W przypadku stosowania elementów izoparameetrycznych wyższych rzędów 
(np. ośmio - lub dwunastowęzłowych elementów serendipowskich) występuje 
konieczność odmiennego wyznaczania macierzy pojemności cieplnej. Wówczas 
często wprowadza się funkcje kształtu w obszarze elementu schodkowe, 
co sprowadza się do przyporządkowywania poszczególnym węzłom pewnych częś­
ci pojemności cieplnej elementu |_5l]. Wówczas AQ0  ̂ oblicza się według 
wzoru C4j:
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gdzie: ATj 1 - przyrost temperatury i-tego węzła w 1-tym kroku czasowym,
C1 * C0 1 maJą znaczenie pojemności cieplnych i wynikają ze wzoru:

1C LC
c = 2  2  <łm ^n °G d8t J^m> V  *

m=1 n=1

w którym w miejsce cG należy wstawić wartość, odpowiednio, ci q i 
°0 1 G* zaa Si* •)est r°wr*8*

Si - %  U J -----------------
2  Sj ^ t  JKj.łj) 
d=i

gdzie ĝ , gj - części objętości elementu podstawowego przyporządkowane 
węzłowi i oraz j.

Błąd względny SHg modelowania cieplnego efektu zmiany fazy w elemen­
cie wynika w ten sposób ze wzoru:

... He “ l«eloHe = ' Tf ' "'~~ • (16j

4. REZULTATY TESTÓW NUMERYCZHYCH

W tym punkcie zostaną omówione rezultaty obliczeń zadania nieustalonego 
przewodzenia ciepła ze zmianą fazy zilustrowanego na rys. 2. Zastosowano 
metodę uśrednień całkowych i elementów skończonych oraz kontrolowano błędy 
modelowania cieplnego efektu zmiany fazy. Obliczenia testowe realizowano 
przy wykorzystaniu elementów trójkątnych oraz cztero-, ośmio- i dwunasto- 
węzłowych elementów izoparametrycznych rodziny serendipowskiej. Zagadnie­
nie takie przy warunku brzegowym I rodzaju na brzegu niezaizolowanym ciepl­
nie ma rozwiązanie analityczne. Oprócz tego takie, w istocie jednowymiaro­
we, zadanie przysparza przy stosowanej metodzie pewnych dodatkowych trud­
ności. Często bowiem podczas obliczeń istnieje możliwość wystąpienia nad­
miarów przy korzystaniu ze wzorów (4)r(6). Celem ich uniknięcia w progra­
mie przyjęto odpowiednie ograniczenia.

Obliczenia realizowano operując współrzędnymi bezwymiarowymi:
- temperaturą bezwymiarową:
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gdzieś T - temperatura w K, Tn 
tura płynu omywającego brzeg,

- temperatura zmiany fazy, - temper

BUO Bi=0 Bi=0

Rys. 2. Przyjęty do obli­
czeń obszar i jego podział 
za pomocą elementów trój­
kątnych, warunki brzegowe 
oraz rozkład procentowych 
błędów ÓH modelowania 
cieplnego efektu zmiany 
fazy przy stosowaniu wzo­

rów (4)t(6)
Fig. 2. Surface assumed 
for calculations and its 
division by means of trian­
gular elements, boundary 
conditions and distribution 
of percentage errors ¿H 
of modelling thermal effect of phase change when using 

formulae (4)f(6)

- liczbą Biotas 

Bi = —  ,

który przyjęto równy długości boku elemen­
tu kwadratowego (w ten sposób badanie wpły­
wu rozmiarów elementów na rezultaty obli­
czeń nie wymaga zmiany współrzędnych węz­
łów siatki),
bezwymiarową entalpię zmiany fazys

(16)

gdzieś ha - objętościowa entalpia właści­
wa zmiany fazy, c - objętościowa pojem­
ność cieplna właściwa, wskaźnik "1" zwią­
zany jest z fazą o temperaturze niższej, 
zaś wskaźnik "2“ będzie związany z fazą 
o temperaturze wyższej (przejściu z fazy 
”1" do fazy "2" towarzyszy pochłanianie 
ciepła),
liczbą Fourieras

Fo
â  t

(19)

gdzieś a - współczynnik wyrównywania 
temperatury, t - czas,

( 2 0 )

gdzieś oó - współczynnik wnikania ciepła, 
bezwymiarowymi liczbamis 

*A 2
2 = *7 ’ ( 2 1 )

(21)
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Obliczenia testowe wykonano przy następujących danych:
Tp = 0,6667 (bezwymiarowa temperatura początkowa, stała w całym obszarze)
h* = 13,333, *2 = 0,38235, Cg = 1,6, APo = 0,272, Bi = 29,41, 1Q =
= 0,1 m, & = m' f 'M' = 0,13332. 

m b
Przyjęty do obliczeń obszar oraz jego podział za pomocą elementów trój­

kątnych pokazano na rys. 2. Pary elementów trójkątnych tworzą kwadraty 
stanowiące elementy przy stosowaniu elementów serendipowskich. W poszcze­
gólnych elementach podano wartości procentowych błędów <5He modelowania 
cieplnego efektu zmiany fazy.

Jak widaó, błędy modelowania cieplnego efektu zmiany fazy są różne w 
poszczególnych elementach i niekiedy przewyższają nawet 40/«. Zwraca też 
uwagę przypadkowość rozkładu tych błędów. Takie wyniki oczywiście nie są 
możliwe do zaakceptowania. Można je wytłumaczyć częstym napotykaniem pod­
czas obliczeń numerycznych warunków ograniczających stosowanie wzorów 
(4)t (6) ze względu na niebezpieczeństwo występowania nadmiarów. Istnieje 
z pewnością możliwość korzystniejszego przyjęcia tych ograniczeń. W ogól­
nym programie obliczeniowym sytuacja jest jednak dość trudna do opanowania.

Przy zastosowaniu elementów serendipowskich ozterowęzłowych uzyskano 
wyniki obarczone podobnymi błędami, zaś przy stosowaniu elementów wyższych 
rzędów wyniki były jeszcze gorsze.
a) y/pływ sposobu obliczania zastępczej objętościowej pojemności cieplnej

właściwej na rezultaty obliczeń
IV związku z zaistniałymi trudnościami poszukiwano alternatywnego spo­

sobu obliczania zastępczej objętościowej pojemności cieplnej właściwej. 
Zaproponowany sposób opiera się na przekształceniu [4]:

gh /SS. , (oz)
0 Qn /  d n  ’

gdzie: in iest wersorem gradientu temperatury. Jest więo związany z fi­
zycznym przebiegiem zjawiska zmiany fazy.

Po prostych przekształceniach uzyskuje się w przypadku dzmwymiarowym 
zależność:

łatwą do uogólnienia dla zagadnień trójwymiarowych. Stosowanie wzoru (23) 
nie wymaga uśrednienia kierunkowych wartości 0 ,̂ i = 1,2 (wzór (4)) 
według np. wzoru (6) (a postępowanie to nie ma sensu fizykalnego). Oprócz



tego niebezpieczeństwo wystąpie­
nia nadmiarów przy stosowaniu 
wzoru (23) występuje tylko wte­
dy, kiedy gradient temperatury 
jest bliski zero.

Ha rys. 3 podano rozkład 
procentowych błędów ¿H0 modelo­
wania cieplnego efektu zmiany 
fazy przy stosowaniu wzoru (23) 
w elementach trójkątnych i kwa­
dratowych czterowęzłowych. Ana­
lizując te błędy, należy zwrócić 
uwagę, że w szeregu elementów 
mających punkty wspólne z brze­
giem niezaizolowanym (Bi + 0) 
uzasadnione są nadmierne błędy 
dodatnie. W krokach czasowych 
nie realizowano bowiem iteracji, 
a w pierwszym kroku czasowym 

temperatura węzłów brzegowych tej warstwy spada znacznie poniżej tempera­
tury zmiany fazy, podczas gdy pojemność cieplna właściwa nie zawiera jesz­
cze cieplnego efektu zmiany fazy.

Ti przypadku elementów trójkątnych zwraca obecnie uwagę to, że rozkład 
błędów ÓH0 jest symetryczny względem płaszczyzny symetrii siatki. Oprócz 
tego błędy w elementach tworzących kwadraty mają poza dolną warstwą różne 
znaki. W ten sposóh błędy te częściowo kompensują się. O błędach obliczeń 
pola temperatury decydują bowiem bardziej średnie wartości błędów ¿¡H0 
w parach elementów tworzących kwadraty niż w poszczególnych elementach 
trójkątnych. V/ przypadku elementów kwadratowych czterowęzłowych rozkład 
błędów jest wyrównany w poszczególnych poziomych warstwach elemen­
tów. Poza dolna warstwą błędy te są niewielkie. Można mieć nadzieję, że 
przy odpowiednim doborze parametrów obliczeniowych (<?, AFo ) możliwe jest 
dokładniejsze modelowanie cieplnego efektu zmiany fazy zarówno przy stoso­
waniu elementów trójkątnych, jak i czterowęzłowych.

0 ile rezultaty obliczeń testowych przy wykorzystywaniu elementów trój­
kątnych i czterowęzłowych elementów serendipowskich można ocenić pozytyw­
nie, nie można tego powiedzieć o przypadku stosowania elementów ośmio- 
i dwunastowęzłowych. Błędy modelowania cieplnego efektu zmiany fazy były 
przy ich wykorzystywaniu wielokrotnie większe niż w przypadkach poprzednio 
omawianych. Przy bliższej analizie problemu okazało się, że niekiedy obli­
czane wartości zastępczej objętościowej pojemności cieplnej właściwej nie 
mają fizycznego uzasadnienia, w niektórych punktach są np. mniejsze od 
zera. Fakt ten można wytłumaczyć [4] błędami stosowanej interpolacji wyż­
szych rzędów objętościowej entalpii właściwej h i temperatury I w ob­
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a) b)

3,0 30 30 3,0

2.7 2.7 2,7 2,7

3.0 3 0 30 3,0

13,4 13,4 134 134

Rys. 3. Rozkład procentowych wartości 
błędów ¿¡H modelowania cieplnego efek­
tu zmiany fazy przy stosowaniu wzoru 
(23), elementów trójkątnych (a) i kwa­
dratowych czterowęzłowych (b)
Fig. 3« Distribution of percentage va­
lues of the errors iH of modelling 
thermal effect of phase change when 
using formula (23), triangular ele­
ments (a) and square four-nodal ele­

ments (b)
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szarze tych elementów, przy czym entalpia właściwa ta jest w nieb funk­
cja znacznie silniej zmienna niż temperatura S. Problem można rozwiązać 
stosując w obszarze elementów interpolację entalpii właściwej ta i tem­
peratury 5? opartą na węzłach narożnych, czyli tak, jak robiono to w ele­
mentach czterowęzłowych. Ta interpolacja miałaby jedynie zastosowanie przy 
korzystaniu ze wzoru (2 3).
b) Wpływ doboru parametrów obliczeniowych na rezultaty obliczeń

Parametrami obliczeniowymi mającymi wpływ na rezultaty rozpatrywanych 
obliczeń numerycznych są: bezwymiarowy przedział 6 ^wygładzania entalpii, 
skok liczby Fouriera APo (bezwymiarowy krok czasowy) i rodzaj stosowa­
nych elementów.

Oi Oli

-*,4

-22.7

1.9

9,8

-6,2

-(5 ,7

-1,5

m

0,067
ny
/9.0

w
/12.0

HO/
/ u

i2,y 
/ i i

145/
/It*

16V
/*, i

219/
Ax

v<y
/hi

b)

8* * 0,0167 0,031 0,067

-0.1

-5 ,7

-Q<t

11,1

0,133

3.0

2 ,7

30

13,J)

0,133

Rys. 4. Rozkład procentowych wartości błędów ¿H modelowania cieplnego 
efektu zmiany fasy dla różnych wartości i* przy stosowaniu elementów 

trójkątnych (a) i czterowęzłowych (b)
Fig. 4- Distribution of percentage values of the errors ¿II of modelling 

thermal effect of phase change for different values of <5 *x
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Ha rys. 4 pokazano rozkład błędów procentowych ¿He modelowania ciepl­
nego efektu zmiany fazy w stosowanych elementach trójkątnych i lcwadrato- 
ijoh czterowęzłowych do obliczeń zagadnienia identycznego jak poprzednio, 
ale przyjmując różne wartości bezwymiarowego przedziału wygładzania £*. 
¡przypadku elementów trójkątnych rozkłady podano w jednej z dwóch części 
siatki, w których rozkłady błędów są identyczne, w przypadku zaś elemen­
tów oztei-owęzłowych w pionowej warstwie elementów. Istnieje wyraźna zależ­
ność rozkładu i wielkości tych błędów od szerokości przedziału wygładza­
nia entalpii. W rozpatrywanym przypadku optymalna ze względu na błędy mo- 
jolowania cieplnego efektu zmiany fazy wartość <5* zawiera się w przedzia­
le 0,O6tO,13.
Wartości 6 * optymalne ze względu na błędy obliczeń pola temperatury 

i położeń granicy zmiany fazy są zwykle inne niż optymalne ze względu na 
błędy ¿He. Jak pokazano w (4] , są one nieco mniejsze.

Ha rys. 5 pokazano rozkład ¿He 
w elementach kwadratowych uzyskany w 
obliczeniach testowych przy stosowaniu 
różnych wartości skoku liczby Fouriera 
AFo dla 6 - 0,1. Jak widać, w zakresie 
skoku liczby Fouriera AFo = 0,136t1,09 
rozkład błędów modelowania cieplnego 
efektu zmiany fazy zmienia się nieznacz­
nie (z wyjątkiem dolnych (elementów).
Przy dalszym zwiększeniu sakoku liczby 
Fouriera wyraźnie zwiększaają się błędy 
¿Hg również w drugiej od l dołu warstwie 
elementów. Rezultaty sugerjrują, że błąd 
¿IIg w elemencie zależy odod liczby zrea­
lizowanych w nim kroków w w czasie, kiedy 
występuje w tym elemencie se zmiana fazy. 
Błąd ten wzrasta, kiedy lidiczby wspom­
nianych krokóv7 jest zbyt ms mała. Biorąc 
pod uwagę, że prędkość ruchchu granicy 
zmiany fazy ku górze jest t coraz mniej­

sza, można sądzić, że w trzeciej i czwartej od dołu warstwie 1 elementów
liczba wykonanych w tych elementach kroków podczas zmiany w nnioh fazy jest 
¡ostatecznie duża, by błędy ¿Hg były w nich małe.

Hależy podkreślić, żo przedstawione w pracy wyniki są uzysskane dla jed-
jego, wybranego zespołu danych termofizycznych. Dla innych ¿danych, szcze­
gólnie bezwymiarowej entalpii zmiany fazy h , rozkłady błędców ¿H0 były­
by odmienne. Hależy 3ię wówczas spodziewać również innych optymalnych ze 
uzględu na te błędy wartości parametrów obliczeniowych.

0t<36 0,272 1,0Si 2,17b

2,2 19 0,2 -as

-1,9 -0,3 0,8 -1,3

O.i 19 2,1 10, s

16,6 19,7 5,1 -3 2,9

Hys. 5. Rozkład procentowych 
«artości błędów ¿H modelowania 
cieplnego efektu zmiany fazy 
jla różnych wartości AFo przy 
stosowaniu elementów czterowę­

złowych
fig. 5- Distribution of percen­
tage values of the errors ¿11 
of modelling thermal effect of 
phase change for different va­
lues of Af when using four-no­

dal elements
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5. UWAGI KOŃCOWE

Omówiona rezultaty i wnioski wynikające z obliczeń testowych prostego 
zadania przewodzenia ciepła ze zmianą fazy za pomocą metody uśrednień cał­
kowych w połączeniu z metodą elementów skończonych mogą być pomocne przy 
rozwiązywaniu tą metodą innych, bardziej złożonych zadań tego typu. Meto­
da uśrednień całkowych jest bowiem stosunkowo łatwa do zaprogramowania 
przy wykorzystaniu istniejących programów metody elementów skończonych do 
rozwiązywania różnorodnych złożonych zadań przewodzenia ciepła.

Przy zastosowaniu metody uśrednień całkowych ważną składową błędu roz­
wiązania zadań przewodzenia ciepła ze zmianą fazy jest błąd modelowania 
cieplnego efektu zmiany fazy. W obliczeniach testowych kontrolowano ten 
błąd i na tej podstawie przeanalizowano wpływ podstawowych parametrów 
obliczeniowych (6* APo) na jego wartości. Ha ogół możliwy jest taki dobór 
parametrów obliczeniowych, że błąd modelowania cieplnego efektu zmiany 
fazy jest dostatecznie mały. Drastycznym wyjątkiem mogą być przypadki sto­
sowania elementów wyższych rzędów. Aby uniknąć nadmiernego błędu, należy 
wówczas aproksymację temperatury i entalpii właściwej w obliczeniach za­
stępczej pojemności cieplnej właściwej oprzeć na węzłach narożnych.
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H3BPAHHHE ACHBKTH IIPHMEHEHHH HHTErPAJIbHHX OCPEJtHEHHit flJIH PEHIEHHH 
3AM1! CTEiAHA

P e 3 x> u e
Pafioia KaoaeTCH vucjieHHoro peraeims BonpocOB xeiuionpoBO^HOOTH c $a3obumh 

H3MeHeHaaMH c npHMeHe Huem MeTOfla HHierpajiBHhDC ocpeflHemift. OroBOpem Teope- 
tH^eCKHe ochobu Meio^a, npon3Be,neHbi pacveiH omn6oK, yvHTHBaiomHX TeraoBoH 
3$iJeKT h3MeHehhh $a3u. OroBOpeHM TaKxe HexoTopHe cBOttoxBa weTofla.

CERTAIK ASPECTS OP USIKG IKTEGRAI AVERAGING METHOD POR SOLVING 
STEPAN'S PROBLEMS

S u m m a r y
The paper refers to the numerioal solving of the problems of heat con­

duction with phase transitions by using the integral averaging method. 
Theoretical basis of the method, calculating the errors of allowance for 
thermal effect of phase change and some properties of the method have been 
discussed.


