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UZUPEŁNIENIA I UWAGI DO METODY WYZNACZANIA NAPRĘŻEŃ W ODLEWACH

Streszczenie. W pracy przedstawiono równania przemieszczeniowe i naprężeniowej dla zakresu narastającej warstwy termosprężystej odlewu. Na
prężenia w chwili T stygnięcia odlewu wyrażono jako sumę naprężeń o- 
kreślonych w zakresie narastania warstwy termosprężystej oraz nąprężeń 
odpowiadających stanom termicznym w chwili T i T k. Ponadto przedysku
towano problem niejednorodności materiału odlewu.

1. Wstęp

Występujące w odlewach pola temperatur t(x^,f ) obok stałych materia
łowych - modułu sprężystości podłużnej E, modułu sprężystości poprzecz
nej G, granicznej wartości odkształceń termosprężystych ćs(t) oraz współ
czynnika rozszerzalności cieplnej cc - determinują ich stany naprężenia.

Wartość granicznego odkształcenia termosprężystego £ s(t) wyraża się 
jako funkcję monotonicznie malejącą, spełniającą warunek

6 a(t; = 0 dla t > t k. (1)

Temperatura t^ zwana temperaturą krytyczną jest granicą rozdzielają
cą obszar swobodnych odkształceń termoplastycznych od obszaru odkształceń 
termosprężystych. Dla pola temperatur t(x^,f ) ujmuje się ją zależnością

t(x±, Tę.) s t^, (2)

określoną dla czasu 6 (f , T. ). Czas T jest chwilą kiedy pierwszy S P K Ppunkt względnie zbiór punktów odlewu tworzących linie lub powierzchnie o-
siągnął temperaturę t^. Czas określa ostatni punkt względnie zbiór
punktów odlewu o temperaturze t̂ .

2. Podstawy teorii

Niech w stygnącym odlewie w chwili Tg część termosprężysta zajmuje ob
jętość ograniczoną od strony formy odlewniczej powierzchnią brzego
wą r  oraz od strony narastającej warstwy termosprężystej powierzchnia
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(rys. 1). Stan naprężenia odlewu odniesiony do chwili Tg wynosi
+ A T  % następuje przemieszczenie po-Tg), dlai2|= £2gU FuTg . w chv;ili Tg
wierzchni brzegowej do IV , a na
prężenia zmieniają się do wartości
&. .(x.t T« + Atb ). Obszarem określo- ij 1 s s ^ności tych naprężeń pozostaje zbiór
xisi2|. Dla naprężenia
6 .  . (x., Ti. + A T % ) równe są zeru, 

10 1 s  »gdyż przyrost warstwy termospręzy-
stej w chwili ATg odbywa się na 
odkształconą powierzchnię brzego
wą I|.

Przyrost graniczny naprężeń
A O ^ U i .  V  = ®ij(xi’ V  A V ź ; "

i* ^4^ odniesiony do chwili At 
wynosi

gi.i(xi' + A V  " 6i-j(xi’ V  Qgj-i(xi^
i £ o  A r  ‘ **

<D6- 0x 0£T , 96-.. d<?
Biorąc pod uwagę fakt, iż można napisać w  -g^-.

Pochodną względem czasu oznacza się dalej przez kropkę nad symbolem 
różniczkowanej wielkości.

W analogiczny sposób co naprężenia określa się przemieszczenia ja
ko prędkości przemieszczeń u., odkształcenia 6.. jako 6. ., a funkcję

1  1 J  J - J
odkształcenia początkowego S .,, równą•LJ

e° = 8 cc t(x., T). (3J
X J  1 J  X

jako
¿°j = cct(x±, T ). (4}

Równania przemieszczeniowe i naprężeniowe, wyrażone odpowiednio w pręd
kościach przemieszczeń i prędkościach naprężeń, wyprowadza się biorąc pod 
uwagę D l

1) zależności prędkości odkształceń od prędkości przemieszczeń

«ij = ł (ii,j + {5<)
wraz z równaniami nierozdzielności prędkości odkształceń

¿ij,kl + ¿kl.ij " fjl.ik " ®ik,jl = °* (6)



Uzupełnienia i uwagi do metody wyznaczania.. 12

2) warunki równowagi, wyrażone w prędkościach naprężeń

eiJ - V  (7)

3) związki fizyczne, wiążące prędkości odkształceń z prędkościami na
prężeń

¿ij = ¿ij + 2G (®ij “ T ^ T  5ij

®ij = 2Gfcj ~ * h  + t 4 t v  V 1 ' Ś° J ’

gdzie 0 = 8'ii, e = i e° = 6?±.

Po uwzględnieniu związku (4 ) i odpowiednim podstawieniu zależności (5r 
8), analogicznym do stosowanych podstawień w teorii naprężeń cieplnych^, 
2, 3], otrzymuje się równania przemieszczeniowe wyrażone w prędkościach 
przemieszczeń:

ui,jj + 1 - ¿V Uj,ij = 2 11-+2V 

oraz równania naprężeniowe wyrażone w prędkościach naprężeń

®ij,kk + T  + V ®ij + 1°°+V (i»ij + 1 -V 5ij\kk^ = °* (10i

Do równań tych dołącza się warunki brzegowe i początkowe.
Warunki na powierzchni Ig , przy prędkości obciążenia równej zeru, wy

noszą

Ia  jnJ xi(6 = °.

[(ili,j + S , i ;n3 + \ , k ni] Xi6r§ = °* {11;
Ograniczając się do swobodnego przemieszczenia powierzchni odlewów,wa

runki brzegowe na powierzchni F  są analogiczne do warunków (11 i:
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Równania (9) i (10) uraz z warunkami brzegowymi (11) i (12) określają 
w sposób jednoznaczny prędkości przemieszczeń i prędkości naprężeń

Prędkości przemieszczenia (L podstawione do (5) a następnie do (82) 
wyznaczają prędkości naprężeń 0 ^ ,  równe prędkościom naprężeń otrzymanym 
z równań naprężeniowych (10).

Naprężenia dla dowolnej chwili V stygnięcia odlewów określa się w za

li warunku tym przyjęto, że swobodna część termoplastyczna odlewu nie od- 
działywuje na jego obszar termosprężysty. Istnieje również możliwość ści
ślejszego ujęcia warunku początkowego (14), na przykład przyjmując część 
termoplastyczną odlewu jako ciecz nienewtonowska (ciało binghamowskie [7]).

Czas przejścia dowolnego punktu odlewu w zakres termosprężysty oraz war
tość narastającej warstwy termosprężystej odlewu określa się z zależności 
(2), po jej rozwikłaniu względem t i x±. Odpowiednio otrzymuje się

leżności

przy czym warunek początkowy przyjmuje się w postaci

(14)

T j j = s £ ' ( x ^ ,  tję),

= l i i r ,  t k ) .
(15)

Rozpisując formułę (13) w sposób następujący:

(17)

gdzie t oznacza krytyczny rozkład temperatur t = t(xif t"k ) odlewu.
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Warunki brzegowe w tym przypadku wynoszą!

[ ^ “j] xi6J,= °*
fis;

[fui.d + ud,i^ nd + 1 - V2V uk,kni] xier = 0.

Równania (17; pokrywają się z równaniami końcowymi prac [5, 6j. Pozwa
lają one wyznaczyć naprężenia zasadnicze dla chwili T stygnięcia odlewu. 
Naprężenia dopełniające, przez które się rozumie naprężenia dla chwili Tk 
określają równania (9; i (10;. Całkowite naprężenia w chwili f  stygnięcia 
odlewu, w myśl (1 6 ;, są sumą naprężeń zasadniczych i dopełniających.

Naprężenia własne w odlewach wyznacza się jako naprężenia chwilowe 
określone dla czasu, w którym odlew osiąga temperaturę otoczenia. Są one 
sumą naprężeń cieplnych dla krytycznego rozkładu temperatur (równania (17;; 
oraz naprężeń dopełniających (chwila T k ; wyznaczonych z (9; lub (1C>;.

3. Uwagi dotyczące niejednorodności materiałów odlewów

W równaniach opisujących stan naprężenia w odlewach przyjęto stałą war
tość E, G i oc. Założenie niezmienności E, G i oc upraszcza w sposób za
sadniczy analityczne ujęcie zjawiska, odbiega jednak od stanu faktycznego.

Uwzględnienie w równaniach (9; i (I0j zmienności współczynnika rozsze
rzalności cieplnej oc * cc(t(x^, tr ;; nie przedstawia większej trudności.
W miejsce odkształcenia początkowego (3; i prędkości odkształcenia począt
kowego (4; pojawiają się bowiem zależności

£ij " ^ i j ^ ^ i .
(19;

® i j  =  <3i j [ 0 C +  I i t ( x i , r ; ] t ( x i , - i r ; ,

które nie zmieniają charakteru równań różniczkowych (9; i (10 ;, kompliku
ją co najwyżej człony zawierające t.
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Uwzględnienie zmienności modułu sprężystości podłużnej E i modułu sprę
żystości poprzecznej 8 prowadzi do skomplikowanych równań różniczkowych. 
Na przykład równania przemieszczeniowe wyrażone w prędkościach przemiesz
czeń, dla stałej wartości oc , przyjmują postać

ui,jj + 1 -12V Uj,ij " 2 11-+2V0C\ i  + Z ff *(ui,jj + 1 - 2V uj,ij +

- 2 T ^ ^ i )  + i i  tfi(uitj + u.fi + ^  u.fj - 2 ^ c C t )  +

+  *  \ i + 1  ś i ^ - i . j  ♦  - j . i +  t - H v  « j . j  - 2  -  ° -

(20)

Rozwiązanie równania (20) czy choćby właściwa jego interpretacja jest 
ogromnie trudna. Na obecnym etapie badań nie wydaje się stosowne takie sfor
mułowanie zagadnienia. Musi ono bowiem obok swej ścisłości uwzględniać 
możliwość korzystania z istniejących rozwiązań,na przykład z x~ozwiązań teo
rii naprężeń cieplnych. Jednakowoż w celu uniknięcia większych rozbieżno
ści rozwiązań liczbowych z praktyką proponuje się uwzględnienie zmiany E,
G i cc w sposób jak uczyniono to w pracach [5, 6]. Odpowiadałoby to pomi
nięciu w równaniu (20) wszystkich członów zawierających -j* ■jp jako zni
komo małych w porównaniu z jednością. Równania przemieszczeniowe (20) i 
odpowiadające im równania naprężeniowe przyjmują zatem postać równań (9) 
i (10). Uwzględnia się w nich tylko zmianę stałych materiałowych. Na fakt 
możliwości takiego podejścia do zagadnień ośrodków niejednorodnych zwró
cił uwagę J. Nowiński (końcowa część pracy [4]).
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flOHOJlHEHMH K 3AMEHAHHH K METOfly OUPĘHEJIEHMS 
HAlIPHJKEHlflii B OTJB1BKAX

P e 3 x> m e

IIpejCTaBJieHHaii p a 60Ta JiBJiaeTca npoAOJixeHHeM paboT [5, 6]. 3 He0 j a e T c a  
$opuyJiHpOBKy ynpaBHeHHii nepeMeueHHH u HanpazceHMM .hjih n p e a e a o B  H apacT anm e- 
ro  c j io a  oTiHBKa» HanpajceHze b MOMeHTe T  ocThiBaHwa oTMBKa BupaaceHU e y u -  
łioii HanpaaceHHii onpeaeJieHHHX b n p e a e a e  H apacT aH M  TepMoynpyroBO c a o a ,  a  
Taasce HanpaaceHHH cooTBeTCTByuuax TepuasecKMM co cT oaH nau  b MOMemax f  a  f K- 
Kpoue T oro  oScyamaeTCa npodJieMa HeoaaopoaHOCTa M aT epaaaa  o t j i k b k h .

SUPPLEMENTS AND REMARKS CONCERNING THE 
METHOD OP DETERMINING STRESSES IN CASTINGS

S u m m a r y

The present paper is a continuation of former publications Q>, 6], and. 
contains equations for the displacement and stress in the accumulating 
thermo-elastic layer of a casting. The stress at the moment of cooling
down X has been expressed as the sum of stresses within the range of the 
accumulation of a thermo-elastic layer and of the stresses which corres
pond to the thermal states at the moment V and Moreover,the problem
of the heterogeneity of the casting material has been dealt with, too.


