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PLYTA PIERSCIENIOWA OBCIAZONA NA BRZEGU MOVENTEM

Streszczenie. Wpracy zajeto sie wyznaczeniem przemiesz-
czen sprezystej izotropowej cienkiej ptyty pierscieniowej.
Przyjeto nastepujace warunki brzegowe. Na brzegu wewnetrz-
nym ptyta jest sztywno utwierdzona, na zewnetrznym zamo-
cowana przegubowo. Zewnetrzny brzeg ptyty obcigzono momen-
tem. Rozwigzano zagadnienie prowadzgce do wyznaczenia funk-
cji wplywu. Na podstawie zaleznos$ci wyprowadzonych w cze-
§ci teoretycznej pracy utozono program obliczen na elek-
troniczng maszyne cyfrowg GIER w jezyku GIER-ALGOL. Pro-
gram ten z racji swej ogo6lnosci stuzy¢ moze do obliczen
wytrzymatosciowych ptyt pierscieniowych o réznorodnych
wymiarach i wykonanych z dowolnego materiatu. Wprzykia-
dzie rozpatrzono przypadek obcigzenia konturu ptyty mo-
mentem skupiony-..

1, Zagadnienie ugiecia ptyty pod wplywem momentu obcigzajacego
brzeg

Podstawg rozwazan jest teoria cienkich ptyt izotropowych [i]. Zew-
netrzny brzeg ptyty pierScieniowej, podparty przegubowo, obcigzo-
ny jest momentem zginajacym, ktérego wektor jest styczny do kon-
turu. Brzeg wewnetrzny jest sztywno zamocowany. Ze wzgledu na geo-
metrie zagadnienia wprowadzono uktad wspotrzednych biegunowych
r,«p.

Rownanie réwnowagi ptyty przyjeto w postaci [i]
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Zamocowanie ptyty wymaga spetnienia kilku warunkéw brzegowych.
Na brzegu wewnetrznym (sztywne utwierdzenie)

ynb - 0 (2)
rwoo (2b>

na brzegu zewnetrznym (zamocowanie przegubowe)

yr-a "o oox

r=a <2a)

Warunek (2d) reprezentuje rownowage sit wewnetrznych i zewnetrz-
nego obcigzenia na zewnetrznym konturze ptyty. Wrdwnaniach powyz-
szych przyjeto nastepujgce oznaczenia»

y - przemieszczenie poprzeczne ptyty,

M - zewnetrzny moment zginajacy,

M - moment zginajacy w ptycie,

D'm ER3 sztywno$¢ ptyty na zginanie,
12(1-n)

E - modut Younga,

\% - uftamek Poissona,

a, b, h, - wymiary geometryczne ptyty (rys. 1).

Ogolne rozwigzanie rownania (1) ma postac¢ |j]
00 00

y - RO(r) + Rn~r) 008 nf+ Rn™r ”sin nAf A
n*1 n*1
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Wstepnie zatozono, ze moment zewnetrzny jest funkcjg parzysta
wzgledem kata <f. w dalszej cze$ci pracy uwolniono sie od tego
zatozenia obliczajgc funkcje wptywu. Ze wzgledu na parzysto$¢ ob-
cigzenia mozna je rozwing¢ w szereg kosinusow

@

My cos (4)
n»0
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gdzie»
K'm 1 n>1
oraz %
“n -I / M(«f)cos n«>d<p. (5)
0

Rozwigzanie bedzie réwniez funkcjg parzystg wzgledem kata

czyli
00
y »j RQ(r) + )cos n *P» (3a)
sl
gdzie$
RO(r) - A0 + 30r2 + Coln r Dor2ln r
A 1 /
Ri(r) m Alr + B)rr + CL " " +~r Inr (7)
Rn(r) - A,rn+Brr'™ +0nr“2+Dnr'" 2 (8)
n>1
State A, B, On, (n=0, 1, 2, 3,.*.n) okreslamy na podsta-

wie warunkéw brzegowych (2). Kazdy z warunkéw 2a t 2d rozpada sie
na nieskofAczenie wiele réwnan, przez poréwnanie wspotczynnikéw od-
powiednich wyrazéw szeregéw. Otrzymujemy w ten sposéb 3 ukiady
rbwnan (n=0, n»1, n >1) o czterech niewiadomych kazdy. Ponizej
przytaczamy jedynie ostateczne rozwigzania.
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gdzie:

WO - jin ~ [1+V)In § + 2] - (a2-b2) (~ + ~P)|»

Ri<r >m S 7{f[(ir<*2-3b2)t SbhtaW ))"~! ¢« ~<t2(8 U.f - 5)-ar]

SN B2 t f-(2 onf - 13ji-J, (7.)

gdzie:

WL - 4bjin | [4<3+V) +£ 1-*] + 2(1+V) -V A " A 24V

v { rnlknfl)b’nfl(a’2Df2°b"2w2) * (a2“i,2)b*3nfl

n(a”2n - b*211~ 3] - r*nJoDfl@*2nt2 - b A 2) +

+

(a-1 )b-DfL (a2“b2)J - r” '2[nb*“**1(a“20* 2 - b_2IVf2) +

+

(a“2n - b”2n)(I-n)b”nfld + ~ [n b “I1(a2-b2) +

‘Efih'lfa'zn i b-ZnSiIk (8a)

+

gdzie:
IHL (I-n)p"*?
a-2n_b-?.n 222 a-2»f2_\é-2»f2

n(1-V)an"2 (2ntl+v)s -n
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Wprowadzajagc funkcje KO(r), K, (r)t Ku(r) przy pomocy zwigz-
kow

Ro(r) - MKo(r), (6b)

Ri(r) = MK (r)f (?b)

Ri(r) m n>1» (8b)
réwnanie (3a) przyjmie postac
@

y(r,«p) » XnKn(r)Mncos nf. (9)
n=o0

Rozwazania przeprowadzone powyzej sg wazne dla parzystego mo-
mentu obcigzajgcego. Dla wyznaczenia przemieszczen przy dowolnej

postaci momentu M<p) nalezy wyznaczy¢ funkcje wplywu. W tym ce-

lu obcigzamy ptyte momentem skupionym w punkcie =%, czyli
\<f) - (1°)
(6 - dystrybucja Diraca). Korzystajac z réwn. (5) wyznaczany

wspoétczynniki rozwiniecia w szereg

n -aSTacos n X st Xa (11 )

Wstawiajac (11 ) do (9) otrzymujemy przemieszczenie ptyty pod
wptywem momentu jednostkowego

}“sz c (-1 (r) 003 a (12)
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PrzenieSmy moment M« 1 z potozenia «*Jt do potozenia okre-
Slonego wspdirzedng tp . Zauwazmy przy tym, ze

cos n(5T + «p-ip) m (-1 )n cos n(ip-JT). (13)

Uwzgledniajgc (13) i (12) wyznaczamy funkcje wptywu
a
y~ L1, Tp»<fO KjjCr) cos n(<p-ip). (u)
n=o

Przemieszczenie ptyty pod wplywem dowolnego momentu li(ip) przyto-

zonego na brzegu ptyty obliczamy za pomocg zaleznosci

Yi><p) a B} y1 *Gp)*Pt (15
lub
B
y(r,«f) - JFX N. K»(r)\] cos n(«p-Tp) M(ip)dip. (15a)
n»0 0

Ze wzgledu na fakt, ze M(tp) jest zadana analitycznie lub ta-
belarycznie, obliczenie catki w (15a) jest mozliwe przez kwadra-
tury lub numerycznie. Korzystajagc z oznaczenia

\Y
FQ(™*p) \] cos n(f-ip) M(ip)dip, (16)
0
wyrazenie (15a) przyjmie postac
a

(n>
n=o
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2. Program obliczeniowy

Wzér (17) stanowi punkt wyjscia dla utozenia algorytmu i programu
obliczeniowego na maszyne cyfrowg GIER w jezyku GIER Algol H I [3]
rozwigzujgcego numerycznie postawione zagadnienie.

Dane wejsciowe nalezy wprowadzi¢ do maszyny w nastepujacej ko-
lejnosci» a, bf h,M,E, fo, S (liczba punktéw obliczeniowych na
obwodzie ptyty), T (liczba punktow obliczeniowych na promieniu),
V (liczba wskazujgca wg jakiej metody oblicza sie Fn(«p)* jezeli
v mO0 to uzytkownik programu winien na podstawie znanego mu wzoru
utozy¢ odpowiedni fragment progi*amu, jezeli v m 1 to catkowanie
odbywa sie 10 punktowg metodg Gaussa [2], a wartosci momentu Mp]
w odpowiednich punktach x obwodu ptyty réwniez nalezy umiescic
na tasmie danych wejsciowych).

begin comment Programme for computation of the displacements
of the elastic isotropic thin ring-shaped plate xoaded on the
outline with a moment. On the data tape must be next numbers in
the subsequent succesion»

a «external radius of the plate,

b internal radius of the plate,

h thickness of the plate,

ni Polssons ratio,

E Youngs modulus,

psi angle of loading with an external moment,

S number of calculation points on the edge of the plate,

number of calculation points on the radius.
Upper limit SxT following from the execution speed is
equal 200|

% number choosing method of calculation FnJ[jJ,

if vmO then special block of the program evaluate
Fn[jlon the basic of known theoretical formula, if wv-1
necessary integration is done by a 10-points Gaussian
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quadrature in the interval O-psi. In this case external
moment must be known in 10-points of the external edge,
M[1] Values of the moment in the points x*fi(psi - 0.01304673»
0.06746831, 0.16029521, 0.28330230, 0.42556283, 0.57443716,
0.71669769, 0.83970478, 0.93253168, 0.98695326,
real a, b, h, ni, E, R, kO, k1, k2, k3, k4, k5, k6, k7, k8, k9,
k10, k11, k12, r, psi, eps, w0, wil, w2, W3, w4,
integer i, j, 1, m, n, p, S, T, v, w|
Ps input (a, b, h, ni, E. psi, S, T, v)j
begin
array yfliS. 1xT], Fn[l:S], m[1|10J, x,a][lj5],
integer array Er[ljS, 11 |
if vwl then
begin input (m), x[ij: o 0.01304673 x psi, x[2]t - 0.06746831 x
X psi, x[3]t - 0.16029521 x psi} x[4j: - 0.28330230 x psi,
x[5]x - 0.42556283 x psi, A[I]j » 0.03333567, A[2]t - 0.07472567,
A[3]t * 0.10954318, A[4]: « 0.13463335, A[5]:= 0.14776211
end!
for i=1 step 1 until S do
for j»1 step 1 until T do
begin y[i, ¢Jt « 0,
Erf[i,jlt . 1
end,
kIO - In(a/b), kS « exa, k11 - bxb, k12 = k9 - k11, k4 = k9/k11,
k7 =3 + ni, k6 - 1+ni, k5 - 1.-ni, h - Exh 3/(I2xk6xk5),
E - 6.233ie54/S, P =(a-b)/(T+'i),
WO = (k1Qx(k6xk10+2)-k12x(k5/k9+kr//k11 ))x2xh,
WL » 4xbx(k10x(k4xk7+k5/k4)+2xk6-ni/k4-kdx(k6+1 ))xh,
kO . 2xk9x(k9-3xk11)/b+3xbx(k9+kil),
kI * k9x(k11x(8xk10-5)-k9)/b, k2 - bx(k9-k11x(5-2xk10)),
k3 = (k11+k9x(2xk10-1 )/4 )xk9/b, ni=k5,

M
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for n » 0, 1 do
begin
if tbO then begin comment Block computing Fn[j] composed
by the userj
end
else
begin
for j»1 step 1 until S do
begin r b 0] kb . EXj|
for 1 »1 step 1 until 5 do
r = r+(cos(nx(k5-x0] ))xM[I]+ cos(nx(k5-psi+x][I] ))
XM [I11-17 )xA[l]] PnJj] =>r
end

for i =1 step 1 until T do
begin r=b+Rxij k5=r/bj k7*»In(k5)| k8=rxrj
k5-(2xkl Oxk7x(k9-kS )+k12xIn(r/a)x(k5xk5-1 ) )M>*
k6=r/aj
if =l then k5=(W3x(kGxk?+kl )+-k2/k8-k8f3xk3 )/w1lj
for j-1 step 1 until S do
y[i.i]= y[ifi]+ k5xPn[j]
end
end;
kd=b{ ké=af
Ent n»n+lj w=Cj k4-«kdxb| ko=k6xaj k5=*b/k4| k7«alkE]j
ntonj-1j p«i-ny wOa-nxk5/k11l wisd,xk4| w2*pxk5)
w3=1(k6xk6 )-1/(kdxk4 )j wa*;K7xk7-1Exk5»
k1 =wlxw4-k12xw2| k3=wQxk12-w3xwll k2nwOxv.'4-w3xw2|
kO-mxk5xw4-k12xk5t3/k11-nxw3xk7xk11]j
wO*(nxnixkl /( k6xkS)-(2xm-ni )xk6xk2+pxnixk3/k6 )xh;
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if vmO then begin comment Block computing Fn[j] composed
by the user}
end

else
for j-1 step 1 until S do

begin r=0} kb5=EXxj}

for 1*1 step 1 until 5 do

r=r+(cos(nx(k5-x[I] ))xM[I] +cds(nx(k5-psi+x [I] ))

xmlh -it)xali]ll Pn(j]-r

for i*1 step 1 until T do
begin r*b+Rxi| k8*rxr} Kk7=rxnj
k5=(k7xkO-k1/k7+k2xkBxk7+k3/(k8xk7) )/wOQj
for j=1 step 1 until S dc
begin
if Er[jj,i] - 1 then
begin eps=k5xPn[jJ| y[j,i]=yQ),i]+eps}
if ep3<C.001 then Erl|jj,i]=0 else w*l
end
end
end}
if w1l then go to Bn}
for j*1 step 1 until S do
begin r=exj} outtext(outcr, *<(fi 2>, output(<E£n.dddJ>,r),
outer)} 1*0}
for 1*1 step 1 until T do
begin 1-1+1} if 1*7 then begin 1=0} outer end}
output(e”-d.ddd10+d)}> *y[j»i3/3.1415927, outsp(3))
end
end
end array}

33
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if kbon then go to P

end programie|

3. Przyktad

Rozpatrzmy przypadek momentu skupionego na obwodzie ptyty. Przyj-
mujac poczatek uktadu wspotrzednych w punkcie dziatania momentu,

obcigzenie zapisujemy w postaci

mv) - i MW *

Korzystajgc z réwnania (15a) i wykonujac catkowanie, uzyskujemy
wynik dla tej szczegdlnej postaci obcigzenia

X A Kn (1) 003

n=0

Poréwnujac powyzsze wyrazenie z (17) stwierdzamy, ze "n(«p) =
= cos n<p, a zatem v»0 i cze$d programu obliczajgca Fn(<>) ma na-
stepujgcg postac

begin for jol step 1 until S dc

Fn[jj=cos(nxjxE)

endt
Do obliczen przyjeto nastepujgce wartosci liczbowe a*»1, b=0.3.
V =0.3, S=16, T=6, h oraz E tak dobrano aby IW1l. Przebieg od-
ksztatcen poprzecznych ptaszczyzny Srodkowej piyty pokazuje rysu-
nek 2.

Z punktu widzenia zastosowan inzynierskich bardziej interesu-
jace sa rozktady sit i momentow wewnetrznych. Uzyskanie przebiegu
tych 'wielkos$ci na drodze czysto analitycznej jest bardzo trudne,
np. momentu gngcego ze wzoru
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Rys.

2. Wykres odksztatcen poprzecznych ptaszczyzny Srodkowej
ptyty y(rt®)
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gdy rézniczkowanie ostabia i tak juz wolng zbiezno$¢ szeregow.
Wcelu ominiecia tych trudnosci postuzono sie graficznym réznicz-
kowanie wykresu funkcji y my(r,”>). Wynik om6éwionego postepowa-
nia przedstawia rys. 3.
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KOJIREOBPAZHAH 1UIaRCTMHKA HAXOflIOAHCH nofl fIEffCTBHEM MOVEHTOB
PASNPEIOEIIEHHHX 1JO KOHTypy

Pe 310 me

B paO®0OTe o06cyKjreHO npoOjieniy nepeMemeHHit ynpyroft H30TponHOfl toh-
KOtt KOXbueo6pa3HoW njiacTHHKK. Ha bHyTpeHHem Xpae njiacthhks 3a-
meMJteHHaa HenoaBHXHO, Ha bHemHem cboOosho onepia. Ha BHemHHft
KOHTyp lefICTB.ynr pacnpeseaeHHLie momchtu. 5>opMyjiu nojiyieHHue b
TeopeTKHecKoW wscth paOOTU aanporpaMMupoBami b H3buce GIER
ALGOL Ha 3JieKTpoH>meciryn un$>pOByi) BELMHCjiHTeJibHyn ManJHHy GIER.
HpcrpaMua oTa Ha ocHOBe CBOefl oOiuhocth nojie3Ha j;ih pacneTa
npo»iHOCTH Kojibueoépa3HHXx njiacTHHOK C npoH3BOJibHHMH pa3Mepaiin,
CjeJiaHHX H3 pa3XMHHMX MaTepHaJIOB .
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RING - SHAPED PLATE LOADED ON THE OUTLINE WITH A MOVENT

Summary

The paper Bets about doing calculations of the displacements of
the elastic isotropic thin, ring shaped plate. On the internal
edge the plate is rigidly fixed. On the external edge the plate

is fixed jointly. The external edge is leaded with the distribu-
ted moment. On the basic of theoretical relations a program for
electronic numerical computer (HER in (HER ALGOL is composed. This
program can be used for strength calculations of different ring
shaped plates. In the particular case a solution for an outline
loading of plate with a moment is obtained.



