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PŁYTA PIERŚCIENIOWA OBCIĄŻONA NA BRZEGU MOMENTEM

S tre s z c z e n ie . W pracy  z a ję to  s i ę  wyznaczeniem przem iesz­
czeń s p rę ż y s te j  izo tropow ej c ie n k ie j  p ły ty  p ie rśc ie n io w e j. 
P rz y ję to  nas tęp u jące  w arunki brzegowe. Na brzegu wewnętrz­
nym p ły ta  j e s t  sztywno u tw ierdzona, na zewnętrznym zamo­
cowana przegubowo. Zewnętrzny b rzeg  p ły ty  obciążono momen­
tem . Rozwiązano zagadn ien ie  prowadzące do wyznaczenia funk­
c j i  wpływu. Na podstaw ie z a le ż n o śc i wyprowadzonych w czę­
ś c i  te o re ty c z n e j p racy  ułożono program o b liczeń  na e lek ­
tro n ic z n ą  maszynę cyfrową GIER w języku GIER-ALGOL. Pro­
gram te n  z r a c j i  swej o g ó ln o śc i s łu ży ć  może do ob liczeń  
wytrzym ałościowych p ły t  p ierśc ien io w y ch  o różnorodnych 
wymiarach i  wykonanych z dowolnego m a te r ia łu . W p rzy k ła ­
d z ie  rozp a trzo n o  przypadek o b c iążen ia  kon turu  p ły ty  mo­
mentem skupiony-..

1 , Z agadnienie u g ię c ia  p ły ty  pod wpływem momentu obciążającego  

brzeg

Podstawą rozważań j e s t  t e o r i a  c ie n k ich  p ły t  izotropow ych [ i ] . Zew­
n ę trzn y  b rzeg  p ły ty  p ie rś c ie n io w e j, podparty  przegubowo, obciążo­
ny j e s t  momentem zginającym , k tó rego  w ektor j e s t  s ty czn y  do kon­
tu r u .  Brzeg wewnętrzny j e s t  sztywno zamocowany. Ze względu na geo­
m etrię  zag ad n ien ia  wprowadzono uk ład  w spółrzędnych biegunowych 

r,«p.
Równanie równowagi p ły ty  p rz y ję to  w p o s ta c i  [ i ]
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Zamocowanie p ły ty  wymaga s p e łn ie n ia  k i lk u  warunków brzegowych. 

Na brzegu  wewnętrznym (sztywne u tw ie rd z e n ie )

y „ b -  o, (2 .)

r W 0'  (2 b >

na  brzegu  zewnętrznym (zamocowanie przegubowe)

yr - a  "  °*

< 2 a )r=a

Warunek (2d ) re p re z e n tu je  równowagę s i ł  wewnętrznych i  zewnętrz­

nego o b c ią ż e n ia  na zewnętrznym kon tu rze  p ły ty .  W równaniach powyż­

szych p rz y ję to  n a s tę p u jąc e  oznaczenia»
y -  p rzem ieszczen ie  poprzeczne p ły ty ,

M -  zewnętrzny moment zg in a jący ,

M -  moment zg in a jący  w p ły c ie ,
1 Eh3D ■   sztyw ność p ły ty  na z g in an ie ,

1 2 ( 1 - ^ )
E -  moduł Younga,
V -  ułamek P o issona ,
a , b , h , -  wymiary geometryczne p ły ty  ( ry s .  1 ).

Ogólne ro zw iązan ie  rów nania (1 ) ma p o s ta ć  | j ]

oo oo

y -  R0( r )  + Rn^r ) 008 n f + Rn^r ŝ in  n ^‘ ^
n*1 n*1
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W stępnie za łożono , że moment zew nętrzny j e s t  fu n k c ją  p a rz y s tą  
względem k ą ta  <f . W d a ls z e j  c z ę ś c i  p racy  uwolniono s i ę  od tego  
z a ło ż e n ia  o b l ic z a ją c  fu n k cję  wpływu. Ze względu na p a rz y s to ść  ob­
c ią ż e n ia  można je  rozw inąć w sz e re g  kosinusów

OO
Mq cos n«p,

n»0
(4 )
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g d z ie »

K  mi

o raz

■l/
o

1 n > 1

%

“ n “ 5f /  M(«f)cos n«f>d<p. (5 )

Rozw iązanie b ęd z ie  rów nież fu n k c ją  p a rz y s tą  względem k ą ta  , 

c z y l i
OO

y » j  RQ( r )  + )cos n *P» ( 3 a )
n*»1

gdzieś

R0( r )  -  A0 + 3or2  + Coln  r  Dor 2 l n  r

^ 1 /
R1 ( r )  ■ A1r  + B.)r r + C1 r "  + ^ r  In  r  (7 )

R n (r)  -  A„ r n  + Bn  r ' "  + 0n  r “ 2 + Dn  r ' " 2, (8 )
n  >  1

S ta łe  An , B , Cn , (n=0, 1, 2, 3 , .* .n )  określam y na p o d s ta ­
wie warunków brzegowych ( 2 ) . Każdy z warunków 2a t  2d rozpada s ię  

na n iesk o ń czen ie  w ie le  równań, p rzez  porównanie współczynników od­
pow iednich wyrazów szeregów . Otrzymujemy w te n  sposób 3 uk łady  

równań (n=0, n»1, n  > 1 )  o c z te re c h  niewiadomych każdy. P o n iże j 

przytaczam y jed y n ie  o s ta te c z n e  ro zw iązan ia .
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gdzie:

WQ -  j l n  ~  [(1 + V )ln  §  + 2 ]  -  (a2-b 2 ) ( ~  + ^ P ) |»

R1<r > ■ S 7 { f [ ( i r < * 2- 3 b 2 ) ł  S b t a W ) ) ^ !  ♦  ^ < t 2 ( 8  U . f  -  5 ) - a ^ ]  

♦ f  b[a2-b 2(5 -2  U> f  )] -  ( f  )[b2 t  f - (2  On f  -  1 J ji- J , ( 7 . )

gdzie:

W1 -  4 b jln  |  [4 < 3 + v )  + £ 1 - * ]  + 2(1+V) - V ^  " ^ 2+V)}*

‘  v { r n L(n f1 )b ’ n f1 (a ’ 2Df2‘ b" 2 w 2 )  ‘  ( a 2 “ i ,2 ) b ‘ 3 n f1  -

-  n (a ” 2n -  b“211̂ 3]  -  r*"n JbDf1 (a"*2nł’2 -  b ^ 2 ) +

a“21* 2 -  b_2lVf2) ++ (a-1  )b-Df1 (a 2“b2 )J -  r ” "2 [nb“**1 (

+ ( a “ 2n -  b” 2 n ) ( l -n ) b ”nf1J  + ^ [ n b “1̂ 1 (a2- b2 ) +

vih-1 / -2 n  . -2 n fiI+ b (a  -  b ) k (8a )

gdzie:

-2 n  -?.n a -b

.IH-1

2 v2 a -b

( l - n ) b -n + 1

-2» f2  v-2»f2a - d

n( 1 -  V)a_n" 2 (2nt1 + v)s -n
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Wprowadzając fu n k c je  K0( r ) ,  K , ( r ) t Kn ( r )  p rzy  pomocy związ­

ków

Ro( r )  -  MoKo( r ) ,  (6b)

R1 ( r ) = M, K, ( r ) f (?b )

Rn( r ) ■ 11 > 1» ( 8 b ) 

rów nanie (3 a )  p rzy jm ie  p o s ta ć

OO
y(r,«p) » XnKn(r)Mncos n f .  (9)

n=o

Rozważania przeprowadzone powyżej są  ważne d la  pa rzy steg o  mo­
mentu o b c iąża jąceg o . Dla wyznaczenia przem ieszczeń p rzy  dowolnej 

p o s ta c i  momentu M(<p) n a leży  wyznaczyć fu n k cję  wpływu. W tym ce­
lu  obciążamy p ły tę  momentem skupionym w punkcie = % , c z y l i

\ < f )  -  ( 1° )

( 6  -  d y s try b u c ja  D ira c a ) . K orzysta jąc  z równ. (5 )  wyznaczany 

w spółczynnik i ro z w in ię c ia  w sze reg

^  • a  COS n  X  st ( 1 1  )3Ta X a

W staw iając (11 ) do (9 )  otrzymujemy przem ieszczen ie  p ły ty  pod 

wpływem momentu jednostkowego
OO

}  “ ¿ T  Z  * n ( - 1  } \ ( r )  0 0 3  n ^ -  ( 1 2 )

r=o
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Przenieśm y moment M « 1 z p o ło że n ia  «p * Jt do p o ło że n ia  okre­

ślonego w spółrzędną tp . Zauważmy p rzy  tym, że

cos n(5T + «p -ip ) ■ (-1 )n  cos n(ip-JT). ( 1 3)

U w zględniając (13 ) i  (12 ) wyznaczamy funkcję  wpływu
OO

y^1 (̂r,Tp»<fO KjjCr) cos n(<p-ip). ( u )
n=o

Przem ieszczen ie  p ły ty  pod wpływem dowolnego momentu Ii(ip) p rz y ło ­

żonego na b rzegu  p ły ty  obliczam y za pomocą z a le ż n o śc i

y(r»<p) a BJ ŷ 1 *Gp)*Pł (15)

lub
TPr0

y (r,« f)  -  JF X  N . K» ( r )  J  cos n(«p-Tp) M(ip)dip. ( l5 a )
n»o o

Ze względu na f a k t ,  że M(tp) j e s t  zadana a n a li ty c z n ie  lu b  t a ­
b e la ry c z n ie , o b lic z e n ie  c a łk i  w ( l5 a )  j e s t  możliwe p rzez  kwadra­

tu ry  lu b  num erycznie. K o rzy sta jąc  z oznaczenia
V

FQ(*p) -  J  cos n (f-ip ) M(ip)dip, ( l6 )

o

w yrażenie ( l5 a )  przy jm ie p o s ta ć
OO

( n >
n=o
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2 . Program obliczen iow y

Wzór ( 1 7 ) stanow i punkt w y jśc ia  d la  u ło ż e n ia  algorytm u i  programu 

obliczeniow ego na maszynę cyfrową GIER w języku GIER A lgol H I  [3] 

rozw iązującego num erycznie postaw ione zag ad n ien ie .
Dane wejściowe n a leży  wprowadzić do maszyny w n a s tę p u ją c e j ko­

le jn o śc i»  a , b f h , Vt , E, f o , S ( l i c z b a  punktów obliczeniow ych na 
obwodzie p ły ty ) ,  T ( l ic z b a  punktów obliczeniow ych na p rom ien iu ), 

V  ( l i c z b a  w skazująca wg j a k ie j  metody o b lic z a  s i ę  Fn («p)* j e ż e l i  

v m 0 to  użytkow nik programu w in ien  na podstaw ie znanego mu wzoru 
u łożyć  odpowiedni fragm ent progi*amu, j e ż e l i  v  ■ 1 to  całkow anie 
odbywa s i ę  10 punktową metodą Gaussa [ 2 j ,  a  w a rto śc i momentu M p] 

w odpowiednich punktach x obwodu p ły ty  rów nież n a le ż y  um ieścić  
na taśm ie  danych w ejściow ych).

b eg in  comment Programme f o r  com putation  o f  th e  d isp lacem en ts 
o f  th e  e l a s t i c  i s o t r o p ic  t h i n  r in g -sh a p e d  p la te  xoaded on th e  

o u t l in e  w ith  a  moment. On th e  d a ta  ta p e  must be nex t numbers i n  
th e  subsequent succesion»

a  « ex te rn a l ra d iu s  o f  th e  p l a t e ,
b i n te r n a l  ra d iu s  o f th e  p l a t e ,
h  th ic k n e ss  o f  th e  p la te ,  
n i  P o lssons r a t i o ,
E Youngs modulus,

p s i  ang le  o f  lo ad in g  w ith  an  e x te rn a l  moment,
S number o f  c a lc u la t io n  p o in ts  on th e  edge o f  th e  p l a t e ,
T number o f  c a lc u la t io n  p o in ts  on th e  r a d iu s .

Upper l im i t  SxT fo llo w in g  from  th e  e x ecu tio n  speed  i s  
equa l 200|

v  number choosing method o f  c a lc u la t io n  F n [ jJ ,
i f  vmO th e n  s p e c ia l  b lock  o f  th e  program e v a lu a te  
Fn [j]  on th e  b a s ic  o f known th e o r e t i c a l  fo rm ula, i f  v-1 
n e c e ssa ry  in te g r a t io n  i s  done by a  1 0 -p o in ts  G aussian
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q u ad ra tu re  i n  th e  i n te r v a l  O -p s i. I n  t h i s  case  e x te rn a l  
moment must be known in  1 0 -p o in ts  o f th e  e x te rn a l  edge,

M[1] V alues o f  th e  moment in  th e  p o in ts  x * f i ( p s i  -  0.01304673»

0.06746831, 0.16029521, 0.28330230, 0.42556283, 0.57443716,
0.71669769, 0.83970478, 0.93253168, 0.98695326, 

r e a l  a , b , h , n i ,  E, R, kO, k1, k2, k3, k4, k5, k6, k7, k8, k9,
k10, k11, k12, r ,  p s i ,  eps, wO, w1, w2, w3, w4,

in te g e r  i ,  j ,  1 , m, n , p , S, T, v , w|
Ps inpu t ( a ,  b , h , n i ,  E. p s i ,  S , T, v ) j  

beg in

a rra y  y f l iS .  1xT], F n [ l:S ] ,  m[1 |1 0 J , x , a [1j 5 ] , 
in te g e r  a r ra y  E r [ l jS ,  11 |  
i f  v»1 th en

beg in in p u t (m), x  [ i j : o 0.01304673 x p s i ,  x [2 ] t  -  0.06746831 x 
x p s i ,  x [3 ] t  -  0.16029521 x p si}  x [ 4 j :  -  0.28330230 x p s i ,  

x[5]x -  0.42556283 x p s i ,  A [ l] j  » 0.03333567, A [2]t -  0.07472567,
A[3]  t * 0.10954318, A[4] :  « 0.13463335, A[5] :  = 0.14776211
end 1

fo r  i=1 s te p  1 u n t i l  S do 
f o r  j»1 s te p  1 u n t i l  T do 

beg in  y [ i ,  ¿Jt « 0,
E r [ i , j ] t  .  1 
end,

klO -  l n ( a /b ) ,  kS « exa, k11 -  bxb, k12 = k9 -  k11, k4 ■ k9/k11, 

k7 = 3 + n i ,  k6 -  1+ ni, k5 -  1 .-n i, h  -  Exh 3 /(l2 x k 6 x k 5 ),
E -  6 .233 ie54 /S , P. = (a-b)/(T+'i ),
wO = (k1Qx(k6xk10+2)-k12x(k5/k9+kr//k11 ))x2xh,

w1 » 4xbx(k10x(k4xk7+k5/k4)+2xk6-ni/k4-k4x(k6+1 ))xh,
kO .  2xk9x(k9-3xk11)/b+3xbx(k9+ki1 ) ,

k1 * k9x(k11x(8xk10-5)-k9)/b , k2 -  bx(k9-k11x(5-2xk10)), 

k3 = (k11+k9x(2xk10-1 )/4 )xk9/b, n i=k5,
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f o r  n  » 0 , 1 do 

beg in
i f  tbO th e n  b eg in  comment B lock computing F n [ j]  composed

by th e  u s e r j  . . .

end
e ls e

beg in
f o r  j»1 s te p  1 un t i l  S do 

be g in  r  b 0 | k5 .  E x j| 

f o r  1 »1 s te p  1 u n t i l  5 do 
r  = r+ (c o s (n x (k 5 -x 0 ]  ))xM [l]+ co s(n x (k 5 -p s i+ x [l]  )) 

xM [l1-l] )x A [l] | P n [ j]  => r
end

f o r  i  => 1 s te p  1 u n t i l  T do
b eg in  r=b+Rxij k5= r/b j k7*»ln(k5 ) | k8=rxrj

k5-( 2xkl 0xk7x( k9-kS )+k12xln(r/a)x(k5xk5-1 ) )M>*

k6= r/a j
i f  rb=1 t hen k5=(W3x(kGxk?+k1 )+-k2/k8-k8f3xk3 )/w1j 

f o r  j-1  s te p  1 u n t i l  S do 

y [ j , i ] =  y [ j f i ] +  k5xPn[j] 
end 

end; 
k4=b{ k6=af
Ent n»n+1 j w=Cj k4-«k4xb| ko=k6xaj k5=*b/k4| k7«a/k£j 

ntonj-1 j p« i-ny  wOa-nxk5/k111 w1sd,xk4| w2*pxk5) 

w3=1- (k6xk6 )-1 /(k4xk4 )j w4*;K7xk7-l£xk5» 
k1 =w1xw4-k12xw2| k3=wQxk12-w3xw11 k2nw0xv.'4-w3xw2| 
kO-mxk5xw4-k12xk5t3/k11 -nxw3xk7xk11 j 

wO*(nxnixk1 / (  k6xkS)-(  2xm-ni )xk6xk2+pxnixk3/k6 )xh;
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i f  vmO th e n  beg in  comment B lock computing F n [ j]  composed

by th e  user}

end

e ls e
f o r  j-1  s te p  1 u n t i l  S do 

b eg in  r=0} k5=Exj} 

f o r  1*1 s te p  1 u n t i l  5 do
r= r+ (c o s (n x (k 5 -x [l]  ) )xM[l] + cds(nx(k5-psi+ x  [l]  ))  

x m [h - i ! ) x a [i ] |  P n ( j ] - r

f o r  i*1 s te p  1 u n t i l  T do
b eg in  r*b+R xi| k8*rxr} k7=rxnj 
k5=(k7xkO-k1/k7+k2xkBxk7+k3/(k8xk7) )/wOj 
f o r  j=1 s te p  1 un t i l  S dc 

b eg in

i f  E r [ j j , i ]  -  1 th en
b eg in  eps=k5xPn[jJ | y  [ j , i ]  =y Q), i ]  +eps} 

i f  ep3<C.001 th en  E r |j j , i ]= 0  e ls e  w*1 

end 
end 

end}
i f  w*1 th e n  go to  Bn} 
f o r  j*1 s te p  1 u n t i l  S do

b eg in  r=exj} o u t te x t( o u tc r ,  ^< (fi =)> , o u tp u t(<£ n . dddJ>,r), 

o u te r)}  1*0}

f o r  1*1 s te p  1 u n t i l  T do
b eg in  1-1+1} i f  1*7 th e n  b e g in  1=0} o u te r  end} 
o u tp u t(•^ -d .d d d 10+d)J> * y [ j» i3 /3 .1415927, o u tsp (3 ))  
end 

end 
end array}
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i f  kbon th e n  go to  P 

end program ie |

3 . P rzyk ład

Rozpatrzmy przypadek momentu skupionego na obwodzie p ły ty .  P rz y j­

mując począ tek  układu  w spółrzędnych w punkcie d z ia ła n ia  momentu, 

o b c iążen ie  zapisujem y w p o s ta c i

m(v ) - i  M0W *

K o rzy sta jąc  z rów nania ( l5 a )  i  wykonując całkow anie, uzyskujemy 
wynik d la  t e j  szczeg ó ln e j p o s ta c i  o b c iążen ia

=  X  ^  K n ( r )  0 0 3

n=o

Porównując powyższe w yrażenie z (17 ) stw ierdzam y, że ^n («p) =
= cos n<p, a  zatem v»0 i  częśó  programu o b lic z a ją c a  Fn(<f>) ma na­

s tę p u ją c ą  p o s ta ć

b eg in  f o r  jo l s te p  1 u n t i l  S dc

Fn [ j j  =cos ( nx jx E )
endt

Do o b lic z eń  p rz y ję to  n as tęp u jące  w a r to ś c i  liczbow e a*»1, b=0.3.
V = 0 .3 , S=16, T=6, h o raz  E ta k  dobrano aby IW1. P rzeb ieg  od­
k sz ta łc e ń  poprzecznych p łaszczy zn y  środkowej p ły ty  pokazuje ry su ­
nek 2.

Z punktu  w idzen ia  zastosowań in ż y n ie rs k ic h  b a rd z ie j  in te r e s u ­
ją c e  s ą  ro zk ład y  s i ł  i  momentów wewnętrznych. U zyskanie p rzeb iegu  
ty c h  'w ie lkośc i na drodze czy sto  a n a li ty c z n e j  j e s t  bardzo tru d n e ,
np. momentu gnącego ze wzoru
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R ys. 2 . Wykres o d k s z ta łc e ń  poprzecznych  p ła sz c z y z n y  środkow ej
płyty y ( r t*P)
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gdy różniczkow anie o s ła b ia  i  ta k  ju ż  wolną zb ieżność szeregów .
W c e lu  om in ięc ia  ty ch  tru d n o śc i  posłużono s ię  graficznym  ró ż n ic z ­

kowanie wykresu fu n k c ji  y  ■ y (r,^> ). Wynik omówionego postępowa­

n ia  p rze d s taw ia  r y s .  3 .
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KOJIREOBPA3HAH IUIaCTMHKA HAXOfliOAHCH nofl flEftCTBHEM MOMEHTOB 
PA3nPEJOtEJIEHHHX IJO KOHTypy

P e  3 ro m e

B p a Ö O T e  o ó c y K j r e H O  n p o O j i e n i y  n e p e M e m e H H i ł  y n p y r o f t  H 3 0 T p o n H O f l  toh- 
KOtt K O X b u e o 6 p a 3 H o W  n j i a c T H H K K .  Ha b H y T p e H H e m xpae n j i a cth h ks  3 a -  

m eM J teH H a a  H e n o a B H X H O ,  Ha b Hem He m cboÖoäho o n e p i a .  Ha BHemHHft  

K O H T yp l e f l C T B . y n r  p a c n p e s e a e H H L i e  momchtu.  5> o p M y jiu  n o j i y i e H H u e  b 
T e o p e T K H e c K o W  wscth p aÓ O T U  a a n p o r p a M M u p o B a m i  b H 3buce GIER 
ALGOL Ha 3 J i e K T p o H > m e c i r y n  u n $ >p O B y i)  BŁ M HCjiHTeJib H y n  ManJHHy GIER. 
H p c r p a M u a  o T a  Ha o c H O B e  C B O e fl  oÓiuhocth n o j i e 3 H a  j ;ih  p a c n e T a  

n p o» iH O C T H  K o j i b u e o ö p a 3 H H x  n j ia c T H H O K  c np oH 3B O Jib H H M H  p a 3 M e p a i i n ,  

C j e J ia H H X  H3 pa3XMHHMX M aT epH aJIO B  .
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RING -  SHAPED PLATE LOADED ON THE OUTLINE WITH A MOMENT 

S u m m a r y

The p ap er B ets about doing c a lc u la t io n s  o f  th e  d isp lacem ents o f 
th e  e l a s t i c  i s o t r o p ic  th in ,  r in g  shaped p l a t e .  On th e  in te r n a l  
edge th e  p la te  i s  r ig id ly  f ix e d .  On th e  e x te rn a l  edge th e  p la te  
i s  f ix e d  j o i n t l y .  The e x te rn a l  edge i s  leaded  w ith  th e  d i s t r ib u ­
te d  moment. On th e  b a s ic  o f  th e o r e t i c a l  r e l a t i o n s  a  program f o r  
e le c t r o n ic  num erica l computer (HER i n  (HER ALGOL i s  composed. This 
program  can be used  f o r  s tr e n g th  c a lc u la t io n s  o f  d i f f e r e n t  r in g  

shaped p l a t e s .  I n  th e  p a r t i c u l a r  case  a  s o lu t io n  f o r  an o u tlin e  
lo ad in g  o f  p la t e  w ith  a  moment i s  o b ta in e d .


