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ZAGADNIENIE (JJASISTATYICE LETPKOSPRJgŻYSTEGO 
BĘBNA OBCIĄŻONEGO RUCHOMĄ SIŁĄ PROMIENIOWĄ

S tre s z c z e n ie . W pracy  n in ie j s z e j  rozw iązano w p rzem iesz­
czen iach  problem  q u a s is ta ty k i  lepkospręży3 tego  bębna ob­
ciążonego ruchomą s i ł ą  prom ieniow ą. Modelem rozważań j e s t  
uk ład  powłoka -  t a r c z e .  Rozwiązanie otrzymano ze s ta n u  
sp rę ż y s te g o  p rzez  an a lo g ię  sp rę ż y s to - le p k o sp rę ż y s tą  Lee- 
-A lfre y * a  [1j , [2]. W o b lic z e n ia c h  uwzględniono wpływ 
sz tyw nośc i ta r c z  na ob ro ty  brzegów pow łoki. P rz y ję to ,  że 
ta r c z e  oddziaływ ują na p ła s z c z  bębna ty lk o  momentem z g i­
nającym i  n ie  pozw alają  na p rzem ieszczen ia  promieniowe 
i  s ty czn e  brzegu pow łoki. Do o b lic z eń  szczegółow ych p rzy ­
ję to  model V o ig ta-K elv ina  p rzy  z a ło żen iu  n ie ś c i ś l iw o ś c i .  
Rozpatrzono przypadek o b c ią ż e n ia  bębna w p o s ta c i  c h a ra k te ­
ry s ty c z n e j d la  w spółpracy bębna z l i n ą .

1 . Zagadnienie w spółpracy uk ładu  pow łoka-ta rcza  

Pracę o p a rto  na n as tęp u jący ch  za ło żen iach j

1 ) Tarcza r a  obwodzie q  ** a  zamocowana j e s t  przegubowo ( r y s .  1 ),

2 ) W ęzeł łączący  powłokę z ta r c z ą  p rz y ję to  jako  sztyw ny,

3) Na obwodzie q  » b ta r c z a  j e s t  sztywno zamocowana.

Punktem w y jśc ia  s ą  warunki n ie ro z d z ie ln o ś c i .  Zgodność przem ie­
szczeń wymaga, aby na s ty k u  ta rc z y  z powłoką zach o d z iła  n ie ro z d z ie l-  
ność obrotów

1 Qw(&.
R

d la  x1 = 0 o raz = 1,
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gd z ie :

w(4f<f0 J e s 't przem ieszczeniem  promieniowym p ła sz c z a  bębna [3 ] ,

k*»1 n»0

*°ł

%=R-X.

L=RL

jLk

Wyraża s ię  ono wzorem

oo °Q r  2 kJDC 1

wte.<p) = X i  S  V  Bkn!qloi ” f Z  Mnj T ^ 0S ^ J sin  ^ o s n ^ ,
• '  “ j-1

(1 .2 )
g d z ie t

Xkn mX- n ~Ln
f— n  = 0
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x | l z ą A i  + „2,2 + „2(Jł £  + ^  n2 )[2( , - v ) ^  * n2] } .

Kąt obrotna j - t e j  ta rc z y  ®.(<f) można wyznaczyć w o p arc iu  o p racę
t)

[4j# d e s t on równy

OO

2 _ ,  * * %  003 ^  (1 *3)
n«=0

g d z ie t
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wo 3 ln  ^  + 2]  -  (R2-b 2 ) ( - ^ +
L -J R b

7̂ ‘ «7'([jE<R2'3b2) + 3 s<a2*b2)](lnt 113 + t[b2(a ln  b ‘ 5,_R1 

- 1 R 2 - b2(5-2 §>] - ir [ v|b2 + R^(2  ^  -  1 )
f

W = 4 b ( ln  f í V 3* -'’) + 2 (1 + v) -  i ( 2 + M ) l ,
L Lb R J R b J
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Po podstaw ien iu  (1.2) i  (1.3) do (1.1) otrzymano

-  —  *—  -  IdDCj

X  Z  x k=> - !  E  Mn i r 003 t 1 ]“ 003 ° 03"  f
k=1 n= i ‘ j - 1

kXKfIkJC
1 r

r —i m .

y  A-n — ^  cosn <p ( 1 .5 )
n=0 n

Porównując odpowiednie w sp ó łczy n n ik i szeregów w równaniu ( 1 . 5 )

otrzymano d la  = 0

OO jyj

£  B k » [ v  -  ^  ł  %  < - 1 >“ ]  f  ■  I T 1  ( 1  • 6 a )

i  d la  x2 =» 1

£  Bk n [qkn ~ ^2 ^ n ,  + %  ( ~1 )* 3 ^  ( 1 -6 t )
k=1

2. Wyznaczenie przem ieszczeń pow łoki bębna

Należy p o d k re ś l ić ,  że w yrażenie ( 1 .2 )  na w(%,tp) j e s t  s łu szn e  jedy­
n ie  d la  o b c ią ż e n ia  q(£,» <f) p a rzy s teg o  względem k ą ta  <p . W c e lu  
wyznaczenia przem ieszczeń p rzy  dow olnej fo im ie  o b c iążen ia  rozw ią­
zano zagadn ien ie  prowadzące do w yznaczenia fu n k c ji  wpływu. Obcią­
ża jąc  powłokę s i ł ą  skupioną P * 1 d z ia ła ją c ą  w punkcie £,= x , 
tp ■% p ro s to p a d le  do pow ierzchni środkowej pow łoki, otrzymano po 
ro zw in ięc iu  w sz e re g
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Y/prowadzając oznaczenie

" k n «  '  31,1 ¥  -  + \  4  <2 ' 2 >

przesuw ając s i ł ę  jednostkową z p o ło że n ia  = 5T do p o ło że n ia  okre­
ślonego w spółrzędną y  o raz uw zględn ia jąc  (2.1 ), równanie (1 -2 ) 
sprowadza s ię  do w yrażenia

P 2. -00, °° t
w °  W » £ . « f )  = ~  4 eT " ' '  X  S  )D Gwkns i n ł f ^ o s

k»1 n=0
(2 .3 )

Równanie (2 .3 )  p rzedstaw ia  przem ieszczen ie  promieniowe w punk­
c ie  §, , pod wpływem s i ł y  jednostkow ej p rzy łożonej w m iejscu  
x,ip  .

P o z o s ta łe  3kładowe p rzem ieszczen ia  (s ty czn e  v i  wzdłużne u )  
wyznaczono w ana log iczny  sposób.

u (1 \ x , y , ^ y )  = J  ̂  ^  Gukn cos ^ os
k=1 n=0

(2 .4 )

v( 1 \ x ty ,% ,^ )  = 2 .  £  Kkn(x)(_1 > \ k n  s in  “ N
k=1 n»0

(2 .5 )

g d z ie :
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G . vKn

- V ^ n ,

S tan  przem ieszczeń powłoki bębna d la  dowolnego o b c ią ż e n ia  no r­
malnego można o k re ś l ić  p rzy  pomocy następ u jący ch  form uł całkowych

w(£, <f) 

u (£ , ?) 

v(£»«p) j

’f V 1 ) (x ,y ,|,« p )

R^ l l  u<“ 1

<p)

q(xfi(j)dxd'ip. (2.6 ;

W d a ls z e j  c z ę śc i p racy  założono o b c iążen ie  sym etryczne, c z y l i  
we wzorze (2 .1  ) n a leży  podstaw ić x = 1/2

2(-1  )n . k5T
qkn Ł ~ l a t  S ln  “ (2 .7 )

Po podstaw ien iu  ( 2 .7 )  do ( 2 .2 )  Kjm (x ) redukuje  s ię  do

I « x [ n £ , i * ® ' ^ , * V ' ' 4  ( 2 - 8 )

W ykorzystując (2 .7 )  w ( 1 .6 )  otrzymano

s 3kn
2(-1 f

5EIP.
k-1
O CSkr=1

Bkn
f 2 ( - 1  )

3CIR

M
. ^ ( 1  k jr J i i

( 2 . 9 )



R o z b ija jąc  sumy we wzorach (2 .9 )  na dwie c z ę ś c ij  osobno po 

wskaźnikach p a rzy s ty ch  i  n iep a rzy s ty c h  i  wykonując up ro szczen ia  
uzyskano

©o r 1 I / .n 1
k jc
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k -1 ,3 ,5  h 1 2
OO

.  y  ,  a  „  > s .  J i ,
X  ' kn L n, n„ \L k  * 

k -2 ,4 ,6  ' 2 ^

L ł

(2 . 10)

kX
r  +

k=1,3 ,5
P o. y  . i » ,  łM j h

X  , kn L Dj 1
k3T Mn2

k«2 ,4 ,S
kn

Dodając rów nania (2 .1 0 )  s tro n am i oraS w yłączając  przed  znak su ­
my Mn1 + M ^ , otrzymano p ro s ty  związek

k *2 ,4 ,6

Suma w rów naniu (2.11 ) za leży  jed y n ie  od g e o m e trii i  w łasnośc i 
f izy k a ln y ch  m a te r ia łu  pow łoki, na tom iast j e s t  fu n k c ją  własno­
ś c i  ta r c z y . Wobec powyższego są  to  w ie lk o śc i od s ie b ie  n ie z a le ż n e , 
za toń  aby równanie (2.11 ) było sp e łn io n e  m usi zachodzić warunek
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Wynik te n  j e s t  in tu ic y jn ie  oczyw isty  ze względu na sym etrię  bę­

bna i  o b c ią ż e n ia  zew nętrznego. Po podstaw ien iu  (2 .1 2 )  do (2 .1 0 )  

obliczono 00

W te n  sposób wyznaczono w spółczynnik i ro zw in ię c ia  momentu z g i­
nającego w ystępujące w równaniu ( 2 .8 ) .  Równania (2 .6 )  p rzy

uw zględnieniu  ( 2 .3 ) ,  ( 2 .4 ) ,  ( 2 .5 )  i  ( 2 .8 )  o k re ś la ją  s ta n  przem ie­
szczeń powłoki bębna sp rę ż y s te g o .

3 . W yznaczenie p o la  przem ieszczeń powłoki bębna lepkosprężystego

Po wykonaniu na równaniach (2 .3 )  + (2 .6 )  tra n s fo rm a c ji  L a p la c e 'a , 

p rzy  jednoczesnym zastosow aniu  a n a lo g i i  s p n ę ż y s to -le p k o sp rę ż y s te j,

[ i ]  , [ 2] ,  otrzymano

(2 .1 3 )
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o raz

w(£»«P*p )

u & f t p }

v ( £ , f ,p ) j

W1' 1 ) (x ,ip ,£ ,f ,p )  

U^1 \ x , T p , ^ ttf , p )  

V^1 \ x , T p , ^ , p )

q(x,Tp,p)dx dip. ( 3 .2 )

Wprowadzając oznaczenia

\(x,ip,Ł,<rtt)  = \x,y,l,<f,p) j

Gu U , t p , £ , f , t ) = oC“ 1|u ^ 1 V x ,^ ,S .< p .p ) | ( 3 .3 )

o raz  wykonując odwrotną tra n sfo rm ac ję  Laplace*a na rów naniach
(3 .2 )  p rzy  w ykorzystaniu  tw ie rd z en ia  o s p lo c ie ,  otrzymano rów nania 
przem ieszczeń ważne d la  bębna lep k o sp ręży steg o

(3 .4 )

Równania ( 3 .4 )  mogą służyć  jako  podstawa zastosowań o b lic z e n io ­
wych. Otrzymanie wyniku w form ie zam kniętej j e s t  możliwe po p rzy ­
ję c iu  konkretnego modelu reo log iczr.ego  m a te r ia łu  bębna (e (p ) i  

V (p ) )  o raz  ro d z a ju  o b c iążen ia  q(£,<f, ^  ).

w(£,<p,t) t
cc/ c

c ■■

\
u (4 ,« f , t )

’ '  Ril c^(*fVf S » f» t-r ) , q (x , f  T)dT k

v(£,<p,t) J J V
s  0 Gv( x ,^ ,S , f , t - T ) /
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4 , P rzy k ład . Zagadnienie w spółpracy bębna z l in ą  

Z ałożen ia:

a )  P rz y ję to , że bęben j e s t  wykonany z m a te r ia łu  n ie śc iś liw e g o  

V(p) = 1/2 p rzy  uw zględnieniu  modelu V oig ta

b) O bciążenie zm ienia swoje p o ło żen ie  ze s t a ł ą  p ręd k o śc ią  k ą to ­

wą u> .

c )  Bęben poddany j e s t  o b c iążen iu  charakterystycznem u d la  współ­

p racy  bębna z l in ą  ( ta k  zwane o b c iążen ie  E u le ra ) .

d ) Pom inięto s i ł y  t a r c i a  l in y  o bęben.

W stępnie o b c iążen ie  zew nętrzne p rz y ję to  w p o s ta c i

q (x ,ip ,r)  » (4 .1  )
2R

to  j e s t  jako  s i ł ę  P promieniową w ędrującą po obwodzie bębna.
O b liczen ia  p rzem ieszczen ia  promieniowego, stycznego  i  wzdłużne­

go p rz e b ie g a ją  w analog iczny  sposób, d la teg o  w d a ls z e j  c z ę ś c i  p rzy ­
kładu z a ję to  s i ę  ty lk o  wyprowadzeniem wzoru o k re ś la ją c e g o  przem ie­

szcz e n ie  promieniowe o raz przy toczono o s ta te c z n e  w yniki p o z o s ta ­

łych  składowych p rzem ieszczen ia .
K orzysta jąc  z z a ło ż e n ia  a )  w równaniu (3 .3 )  otrzymano
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Fodstaw ia jąc  (4 .1 )  i  ( 4 .2 )  do (3 .4 )  i  w ykorzj-stując w łasn o śc i dy­
s t r y b u c j i  8 D iraca  uzyskano

2 0-31 ° ° [ p t —’iC

) 10 4 i 1 e “  X X (_1 ^  W w k n  sin*rJe ^  cosn(<f -oi^dT
k=1 n=0 q

(4 .3 )

Ostatecznie, po wykonaniu całkowania i uporządkowaniu, otrzymano

o OO OO

X / - 1 )n *1» “« k ,  s iB  T *
    *  x-w + 1

■r

x j ^  cos n(«p- u it)  -  s in  n(tp-cut) -  e ^ " (^ ~  cos n tę -  s in  n <p )|-.

(4 ,4 )



J e ż e l i  s i ł a  P przy łożona j e s t  do powłoki w c h w ili  t=0 w 

punkcie if? ( ry s .  2 ) , a n ie  y  = 0 , ja k  we wzorze (4< 4), to  wyra­

żen ie

Zagadnienie g u a s is ta ty k i  lepkosp rężystego  b ę b n a ..._______________ 5}

oo ooO  ̂ WUJ
[ \  \  1 / „ \n „  „ . k3Cé Xcun

w ( 4 , f ,y , t )  = 4£ ^ e  X !  X !  ^; X , / . k i: Gw k n  S JJ1  1  , 2 2 2 *
^ w n + 1

t
1 ' / ~ ł. "lx cos n ( y - y -  o» t) -  s in  n(ep-ip- cut) -  e 003 n ('f“ V) “

-  s in  n(<f -  f  )J ( 4 .? )

p rzed s taw ia  o d k sz ta łce n ie  powłoki bębna w m ie jscu  , «f i w  cza­
s ie  t  pod wpływem s i ł y  skup ionej P p rzy łożonej w punkcie ip , 

zatem j e s t  to  fu n k c ja  wpływu. K orzysta jąc  z w yrażen ia  ( 4 .5 )  p rze ­
m ieszczen ie  promieniowe powłoki pod wpływem dowolnej p o s ta c i  ob­
c ią ż e n ia , zarówno w fo n n is  c ią g łe j  ja k  i  d y sk re tn e j można wyzna­

czyć przy  pomocy form uły

VYu

*0o»<p,t) = + j w (£,<P,y .t) P(ip)dip. (4 .6 )
o

W przypadku o b c iążen ia  dyskretnego P(ip) w yrazi s ię  formą
d y stry b u cy jn ą , a  c a łk a  we wzorze ( 4 .6 )  p rz e jd z ie  w sumę.

U w zględniając za ło ż e n ie  c )  we wzorze (4 .6 )  przem ieszczen ie  
promieniov e p ła sz c za  bębna w yrazi s i ę  następ u jąco

Vro

w (£ ,if ,t )  = -  J w (£ ,f,T |J ,t) Po e ^ d i p .  (4 .7 ''

Wykonując całkow anie otrzymano składowe p o la  p rzen ieśzczeń .
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P rzem ieszczen ie  promieniowe

■ W ) -  r a f e -  Ł  Z  <-1 > \ n
0 to.1 n=0 ^ w n + u  •

-  s in  n(<f-ait)- e s in  n(^ )|—̂2— . |”e ^°(ocoos mpQ+n s in  mpo Voc|
iJn J  oc"+n «■ 0  ->

s in  n(<P- u i t ) t , ■\ -  X/-sin n<p _ \
+ L f e   + 003 n ( f '  w t} '  e (‘ w T ^  + C 0 3 n , p ) J x

—1 ■ 'g j e ^ ^ C o e s in  r.Tpo -  n  co3 m p o ) + h | l  x (4 .8 )
cc +n L J j

Przem ieszczen ie  wzdłużne

3r2p  _o» -

ufe*‘P*t   ̂ = 4 L ^ o X !  X  ' " 1 ^  ' W  Kkn 003 1 J ?2(̂ n2+1
ks=*1 n=0

c.° 3....̂ ^ r ,-^ L l  _ 3^  n («p- out) -  e *•(-££■- $  -  s i n  n<f>)
A.um 7 v Awn T _

. - ™ --̂  e00"^  (oc cos n ^  + n  s i n  n-u?Q) -oc  + 
oc +n  *- J

t

J  P iŁ B fr^ g Ł l  + cos n(«>- c o t ) -  e ' X( ^ ^ + cos  n « f ) l  .L Kojti T ' A.cjn T/J

*i r* ocTp ~ i
. —s— ^1  e o (oesin m j;o -  n  co s  n  npo ) + n  ^ , ( 4 . 9 )

oc +n L -Jj
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P rzem ieszczen ie  s ty czn e

3R2P
p o  o o

) -  4 l5xe~  Z _,  ̂ **3 Gvkn s in  \2 2 !
k»1 n*0 A. w n +1

-  -  * - - * >  -  • ’ *  +  -  » ^ ]

, - ~ 2  (cccos n f o -s- n  s in  n ^ o ) -cC +
ct +n L J

- 1222- ^ 1 1  - * *  - >  -  • '  *  8l“ » ♦  >] 

e01̂ 0 (oc s in  n ip o -  n  cos m p Q) + n  l .
oc +n L -< J
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a e j i n  o C c y s c ^ e K M H  H B i a e r c a  cncTetta o 6 o j i o w i c a  -  j h c k h .  P e m e H H e  11c -  

. T y w e H O  j j r a  y n p y r o r o  c o c t o h h k h  n p H M e H a a  y n p y r o  -  B a 3 K o y n p y r n  

a t t a a o r m .  B B b m n c j i e H H H X  n p H H H T O  b o  B H a u a H n e  B J i H H H H e  x e c t k o c t m  

3 a  k  p a  B a n  m a x  j h c k o b  n a  o f i o p o T h i  a p a a  c < 5 o j i o h k h .  B a 3 K 0 y n p y r a e  o n o p u  

p a o c u a T p a B a a a c b  x a a  a i a p H a p H O  -  n e p e K B H X H u e , » o a a e t t c T B y n m H e  H a  

o 6 o j i O H i c y  C a p a f i a H a  T O J i b x o  H 3 r H 6 a n ¿ h u m  u o i k h t o u ,  h  ^ e a a n R H e  H e s o a -  

m o x h u u h  p a f l H a a b H b i e  h  r . a c a T e a b H b i e  n e p e u e m e H H H .  f l a a  s e T a j i b H u x  

p a c a e T O B  n p H M e a a a a c b  u o j s J i b  $ o x T a  n p n  n p e j y i o x e H m i  necxuuaeuo-  
c t m .  ^ a c c M O T p e H O  H a r p y a K . y  6 a p a ( 5 a H a  b x a p a K T e p H O u  b h j c  j a a  c o b -  

u e c T K o f t  p a f i O T b i  6 a p a 6 a H a  c x a H a T O M .

QUA3ISTATIC PROBIEM VISCOELASTIC DRUM LOADED WITH A WAKDERHJG 
RADIAL FORCE

S u  ra m a  r  y

The p a p e r d isc u sse s  a  q u a s is ta t io  phenomena p re s e n t in  a  v isc o ­
e l a s t i c  drum loaded  w ith  a  w andering r a d i a l  f o rc e .  The system  
s h e l l  -  p l a t e s  i s  th e  model o f  th e  c o n s id e ra tio n . The s o lu t io n  
has been o b ta in e d  from  e l a s t i c  s t a t e  by th e  a p p lic a t io n  o f  th e  

e l a s t i c  -  v i s c o e l a s t ic  analogy . The a n a ly s is  ta k e s  in to  account 
th e  in f lu e n c e  e x e rte d  by th e  d o s in g  d isk s  s t i f f n e s s  on th e  r o ta ­

t i o n  o f  th e  edge o f  th e  s h e l l .  The v i s c o e la s t ic  su p p o rts  a re  t r e a ­
te d  l ik e  rem oving j o in t s  r e a c t in g  on th e  drum only  by a  bending 
moment and not a llow ing  any r a d i a l  and ta n g e n t ia l  d isp lacem en ts .
I n  d e t a i l  s o lu t io n s  V o ig t 's  body has been assumed. The a n a ly s is  
has been a p p lie d  to  th e  p a r t i c u l a r  case  o f th e  drum -  rope system .


