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ZAGADNIENIE (JJASISTATYICE LETPKOSPRIGZYSTEGO
BEBNA OBCIAZONEGO RUCHOVA SItA PROMIENIOWA,

Streszczenie. Wpracy niniejszej rozwigzano w przemiesz-
czeniach problem quasistatyki lepkosprezy3tego bebna ob-
cigzonego ruchomg sitg promieniowg. Modelem rozwazan jest
uktad powitoka - tarcze. Rozwigzanie otrzymano ze stanu
sprezystego przez analogie sprezysto-lepkosprezystyg Lee-
-Alfrey*a p[1i, [21- Wobliczeniach uwzgledniono wplyw
sztywnos$ci tarcz na obroty brzegéw powtoki. Przyjeto, ze
tarcze oddziatywujg na ptaszcz bebna tylko momentem zgi-
najacym i nie pozwalajg na przemieszczenia promieniowe

i styczne brzegu powtoki. Do obliczen szczegdtowych przy-
jeto model Voigta-Kelvina przy zatozeniu niescisliwosci.
Rozpatrzono przypadek obcigzenia bebna w postaci charakte-
rystycznej dla wspotpracy bebna z ling.

1. Zagadnienie wspipracy uktadu powtoka-tarcza

Prace oparto na nastepujacych zatozeniachj
1) Tarcza ra obwodzie q *a zamocowana jest przegubowo (rys. 1),
2) Wezet taczacy powloke z tarczg przyjeto jako sztywny,

3) Na obwodzie q » b tarcza jest sztywno zamocowana.

Punktem wyjscia sg warunki nierozdzielnos$ci. Zgodnos$¢ przemie-
szczen wymaga, aby na styku tarczy z powloka zachodzita nierozdziel-
nos¢ obrotéow

1 QW(&.
R

dla x1 =0 oraz =1,
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gdzie:

w(4f<f0 Jest przemieszczeniem promieniowym ptaszcza bebna [3],

*OI.
%=R-X.
L=RL
jLK
Wyraza sie ono wzorem
00 °Q r 2 KDC 1
wte<p) =Xi S V Bknlgoi ”fZ Mj TA0S ™ J sin “osn”,
K1l n»0 j-1
(1.2)
gdziet f— n =0

Xkn mXkn ~
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Kat obrotna j-tej tarczy ®t)(<f) mozna wyznaczy¢ w oparciu 0 prace
[4j# dest on rowny
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2 _,**% 003 ~ (1*3)
=0

gdziet
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Po podstawieniu (1.2) 1 (1.3) do (1.1) otrzymano

— RXK fc 1dDCj

X Z xk> -1 E Mir 0Bt11]* o03 °03" f
k=l n=i ‘ j

y An —”" cosn (1.5)
n

Pordwnujac odpowiednie wspotczynniki szeregéw w réwnaniu (1.5)

otrzymano dla =0
0o M
£ Bk » [v - A b % <-1>]1 f wIT1 (1 +6a)
i dla x2 »1
£ Bkn[gkn ~"2 ~n , +% (~1 )>* 3/ (1-61)
k=1

2. Wyznaczenie przemieszczen powtoki bebna

Nalezy podkresli¢, ze wyrazenie (1.2) na w(%,tp) jest stuszne jedy-
nie dla obcigzenia q(E»<f) parzystego wzgledem kata <. Wcelu
wyznaczenia przemieszczen przy dowolnej foimie obcigzenia rozwig-
zano zagadnienie prowadzace do wyznaczenia funkcji wptywu. Obcig-
zajagc powtoke sitg skupiong P * 1 dziatajacg w punkcie £= X,
tpm% prostopadle do powierzchni $rodkowej powtoki, otrzymano po
rozwinieciu w szereg
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Y/prowadzajgc oznaczenie

"kn« ' 31,1¥ - +\ 4 <2'2>

przesuwajac site jednostkowg z potozenia =5 do potozenia okre-
Slonego wspotrzedng y oraz uwzgledniajagc (2.1 ), rownanie (1-2)

sprowadza sie do wyrazenia

P 2 -0 °°t
we°® Wx»E . «f) =~ 4 """ X S )D Gwknsintf ~ os
k»1 n=0

(2.3)

Roéwnanie (2.3) przedstawia przemieszczenie promieniowe w punk-
cie § , pod wplywem sity jednostkowej przytozonej w miejscu
X,ip .

Pozostate 3kladowe przemieszczenia (styczne v i wzdiuzne u)

wyznaczono w analogiczny sposob.

J N Gkn cos 2 0s

u(l\x,y,"y) =
k=1 n=0
(2.4)
v(1\x ty,% ) = 2. £ Kkn(x)(_1 >\kn sin “N
k=1 n»0
(2.5)

gdzie:
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ci/Kn

Stan przemieszczen powtoki bebna dla dowolnego obcigzenia nor-
malnego mozna okresli¢ przy pomocy nastepujgcych formut catkowych

w(E, <) TV 1)(x,y,|,«p)
u (E, ?) RAIL ueet Q(Xfl(j)dXd'Ip (2 6 Y
V(Ex)] 9P

W dalszej czesci pracy zatozono obcigzenie symetryczne, czyli
we wzorze (2.1 ) nalezy podstawi¢ x = 1/2

2(-1)n . keT

gkn £~ lat Sin *“ (2.7)
Po podstawieniu (2.7) do (2.2) Km(x) redukuje sie do
£ @ v 4 (2 8 )
Wykorzystujagc (2.7) w (1.6) otrzymano
M
2(-1 f ML kjro i
S 3kn  SHIP.
K1 (2.9)

f2 (-1 )
Bkn LR

k=1
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Rozbijajgc sumy we wzorach (2.9) na dwie cze$cij osobno po

wskaznikach parzystych i nieparzystych i wykonujac uproszczenia

uzyskano
©o1 I/ on 1 .
kjc
L ¢
k-1,3,5 h 1 2
€))]
) a » >s . Ji,
% kn L n, n,\L "~k '* (2.10)
k-2,4,6 ' 2 A
kX
r +
k=1,3,5
Po . -
Y, M e
, kn L Dj“ 1 k
k«2,4,5 n

Dodajgc rownania (2.10) stronami oraS wytgczajagc przed znak su-
my M1l + M7, otrzymano prosty zwigzek

k*2,4,6
Suma w rownaniu (2.11 ) zalezy jedynie od geometrii i wtasnosci
fizykalnych materiatu powtoki, natomiast jest funkcjg wtasno-

§ci tarczy. Wobec powyzszego sg to wielkos$ci od siebie niezalezne,
zaton aby réwnanie (2.11 ) byto spetnione musi zachodzi¢ warunek
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Wynik ten jest intuicyjnie oczywisty ze wzgledu na symetrie be-
bna i obcigzenia zewnetrznego. Po podstawieniu (2.12) do (2.10)
obliczono 00

(2.13)

W ten spos6b wyznaczono wspoétczynniki rozwiniecia momentu zgi-
najgcego wystepujace w rownaniu (2.8). Rownania (2.6) przy
uwzglednieniu (2.3), (2.4), (2.5) i (2.8) okreSlajg stan przemie-
szczen powtoki bebna sprezystego.

3. Wyznaczenie pola przemieszczen powtoki bebna lepkosprezystego
Po wykonaniu na réwnaniach (2.3) + (2.6) transformacji Laplace'a,
przy jednoczesnym zastosowaniu analogii spnezysto-lepkosprezystej,
[i1 , [4, otrzymano
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oraz
WEXP D ) wi1)(x,ip.£ f.p)
u& ftp} UM \x, Tp,ttf,p)  q(x,Tp,p)dx dip. (3.2)
V(E,f,p)j VAMAX,Tp,N,p)

Wprowadzajgc oznaczenia

\(x,ip,t,<rtt) \x,y,l1,<f,p) ]

QU ,tp,£,f,t) = CYur1VX,",S.<p.p)l (3.3)

oraz wykonujac odwrotng transformacje Laplace*a na rdwnaniach
(3.2) przy wykorzystaniu twierdzenia o splocie, otrzymano réwnania

przemieszczen wazne dla bebna lepkosprezystego

(o [
£.<p, t
W= e/ ¢ \
u(4,«f,t) RI cA(*FVE S»f»t-r) , q(x,fT)dT k (3.4)
/

V(£,<p,t) G/ (x,n,S,f,t-T)

s 0
Rownania (3.4) moga stuzy¢ jako podstawa zastosowan obliczenio-
wych. Otrzymanie wyniku w formie zamknietej jest mozliwe po przy-
jeciu konkretnego modelu reologiczr.ego materiatu bebna (¢ ) i
V(p)) oraz rodzaju obcigzenia q(£,<f, * ).
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4, Przyktad. Zagadnienie wspo6ipracy bebna z ling
Zatozenia:

a) Przyjeto, ze beben jest wykonany z materiatu niescisliwego
V(p) = 1/2 przy uwzglednieniu modelu Voigta

b) Obcigzenie zmienia swoje potozenie ze statg predkoscig kato-
wg >

c) Beben poddany jest obcigzeniu charakterystycznemu dla wspoét-

pracy bebna z ling (tak zwane obcigzenie Eulera).
d) Pominieto sity tarcia liny o beben.

Wstepnie obcigzenie zewnetrzne przyjeto w postaci
q(x,ip,r) » (4.1)
2R

to jest jako site P promieniowag wedrujgcg po obwodzie bebna.
Obliczenia przemieszczenia promieniowego, stycznego i wzdtuzne-
go przebiegajg w analogiczny sposéb, dlatego w dalszej cze$ci przy-
ktadu zajeto sie tylko wyprowadzeniem wzoru okres$lajgcego przemie-
szczenie promieniowe oraz przytoczono ostateczne wyniki pozosta-
tych skiadowych przemieszczenia.
Korzystajgc z zatozenia a) w réwnaniu (3.3) otrzymano
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Fodstawiajac (4.1) i (4.2) do (3.4) i wykorzj-stujagc whasnosci dy-
strybucji 8 Diraca uzyskano

t—iC

2 03 °° i} p
) Ddile* )é X (1™~ Wwkn SWFJG A cosn(<f-oirdT

k=1 n=0 q
(4.3)

Ostatecznie, po wykonaniu catkowania i uporzadkowaniu, otrzymano

o O @

X /-1)n *1» “«k, siB T *
*  Xw o+ 1

[}
X j ™ cos n(«p- uit) - sin n(tp-cut) - e ~"("~ cos nte- sin n P)|-.

(4,4)
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Jezeli sita P przytozona jest do powtoki w chwili t=0 w
punkcie i? (rys. 2), a nie y =0, jak we wzorze (4<4), to wyra-

zenie

0 oo™ W

[ v v1/ ,\n, . k3Cé Xcun
w (4, fy,t) =4ENe X! ¥ ! i ewkn sw1 1,2 2 2 *

~wn+1
t
1 ' . ( . ~t P

X cos n (y-y- o»t) - sin n(ep-ip- cut) - e 003 n('f“V)
- sin n(<f-f )J (4.7)
przedstawia odksztatcenie powiloki bebna w miejscu , «f iw cza-

sie 't pod wptywem sity skupionej P przytozonej w punkcie ip ,
zatem jest to funkcja wptywu. Korzystajgc z wyrazenia (4.5) prze-
mieszczenie promieniowe powitoki pod wptywem dowolnej postaci ob-
cigzenia, zaréwno w fonnis ciggtej jak i dyskretnej mozna wyzna-
czy¢ przy pomocy formuty

Mu
*Qo»<p,t) =+j w(£,<P,y.t) P(ip)dip. (4.6)
0
W przypadku obcigzenia dyskretnego P(ip) wyrazisieforma
dystrybucyjng, a catka wewzorze (4.6) przejdzie w sume.
Uwzgledniajagc zatozenie c) we wzorze (4.6) przemieszczenie
promieniov e ptaszcza bebna wyrazi sie nastepujgco

Yo
w(E,if,t) =-J w(Ef,TI3t) Po erdip. 4.7"

Wykonujac catkowanie otrzymano skladowe pola przenies$zczen.
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Przemieszczenie promieniowe

m W )-rafe-t Z <-1>\n

0 to.l n=0 Awon+ou .
- sin n(<f-ait)- e . sin n(®)|—22—. [’e ~°(ocoos mpQrn sin mpo Vog
K Joc"+n a 0o >
sin n(<P- uit) t , - X/-sin n<p _ \
+L fe + 003 n(f* wt} " e (wT” +C03n,p)J x
—img je~”rCoesin r.Tpo - n co3 mpo) + h| I x (4.8)
cc+n L Jj

Przemieszczenie wzdtuzne

3r2p _o» -

ufe*Pxt "=4L~oX ! X "IN 'W Kkn 003 1] ?2("n2+l
k=1 n=0

ced.Anrr AL 3" n(«p-out) - e *e(-Ffm $- sin n<f>
A.um - (P )7 \(/Awn T)

. -™.A  e00"N (occos n M+ n sin n-u?Q) -oc +
oc +n * J

t

J LPiL Ekf&’;jg L1+ cos n(«-r-cot) - e 'X(AI.\cjnA + cos n«-l‘-)j .

* r* ocTj ~i
. —s—"l e OCop (oesin mj;0 - n cos nnpo) + n " , (4.9)

oc +n L -Jj
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Przemieszczenie styczne

3rRP
) - 415xe~ Z_, N **3 Qrkn sin ! ¥
ol o7 Avin
LA I A + - » N
, -~ 2 (cccos nfo sn sin n*o) -cC +
ct+n L J
- 1222- ~ 11 - ¢ x> - el ¥ 8l“ »e

e 0 (ocsin nipo - n cos mpQ) + n |.
oc+n L <

UTERAIRIRA

[1] Bland D.R.j The theory of linear viscoelasticity, Pergamon
Press Oxford 1960.

[2] Nowacki W.t Teoria petzania, Arkady Warszawa 1963.

[3] Skalmierski B,t Problemy statyki i dynamiki powtok walcowych
uzebrowanych, Zesz. Nauk. Pol. $§1, Mechanika 17, 1963»

[41 Tylikowski A., Czogata E.j Ptyta pierScieniowa obcigzona na
brzegu momentem, Zesz. Nauk. Pol. SI, Mechanika 32, 1968«



54 Ernest Czogala, Andrzej Tyllkowaki

KBA3SMCTATMARjCKaJl CPOEJ1ELla BH3KOyriPJTOr0 EaPAEAHA
Mrpy>; EHHoro ncfIBMKHOfi PAfIHAJitHol! chi oft

Pe 3 IKk=Me

B paCSoTe peiceso 3 nepewenjeHKax KBaancTaTHHecKy» npoOjieMy bh3ko—
ynpyroro CapadaHa HarpyxeHnoro nosBHXHOft pajtHajibHoii cmioft. Mo-
aejin oCcyscreKMH HBiaerca CNCTetta osojiowica - jhckh. PemeHHe 1lc-
.TyweHO jjra ynpyroro coctohhkh npHMeHaa ynpyro - Ba3Koynpyrn
attaaorm . B BbmncjieHHHX npHHHTO bo BHauaHnNe BJiHHHHe xectkoctm

3akpaBanmax jhckob na ofiopoThi apaa c<5o0jiohkh. Ba3KOynpyrae onopu

paocuaTpaBaaach xaa aiapHapHO - nepeKBHXHue, »oaaettcTBynmHe Ha
060jiOHicy CapafiaHa TOJibxo H3rH6anihum wuoikhtou, h ~eaanRHe Hesoa-
moxhuuh paflHaabHbie h r.acaTeabHbie nepeuemeHHH. flaa seTajibHux

pacaeTOB npHMeaaaachb wuojsJib $oxTa npn npejyioxeHmi NECXUuUaeuo-
ctm. "~accMOTpeHO HarpyaK.y 6apa(5aHa b xapaKTepHOu bhjc jaa cob-

uecTKoft pafiOTbi 6apa6aHa C xaHaTOM.

QUASISTATIC PROBIEM VISCOELASTIC DRUM LOADED WITH A WAKDERHIG
RADIAL FORCE

Suramary

The paper discusses a quasistatio phenomena present in a visco-
elastic drum loaded with a wandering radial force. The system
shell - plates is the model of the consideration. The solution
has been obtained from elastic state by the application of the
elastic - viscoelastic analogy. The analysis takes into account
the influence exerted by the dosing disks stiffness on the rota-
tion of the edge of the shell. The viscoelastic supports are trea-
ted like removing joints reacting on the drum only by a bending
moment and not allowing any radial and tangential displacements.
In detail solutions Voigt's body has been assumed. The analysis
has been applied to the particular case of the drum - rope system.



