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ANDRZEJ TYLIKOTSKI
K atedra Dynamiki Układów M echanicznych

0 DRGANIACH POWŁOKI CYLINDRYCZNEJ 
POD WPŁYWEM WYMUSZENIA IOSCWEGO

S tre s z c z e n ie . W pijacy omówiono w aspekc ie  liniowym f i 
zyczn ie  i  geom etrycznie zagadn ien ie  drgań tłum ionych  sp rę 
ż y s te j  o tw a rte j pow łoki walcowej pod wpływem o b c ią ż e n ia  
będącego fu n k c ją  losową czasu  i  w spółrzędnych. W ramach 
t e o r i i  k o re la c y jn e j uzyskano w yrażenie na ś re d n i kwadrat 
u g ię c ia .  Do o b lic z eń  szczegółow ych p rz y ję to  o b c iążen ie  
pow łoki szerokopasmowym szumem.

1 . Rozw iązanie problem u dete rm in istycznego

Podstaw ą rozważań j e s t  równanie różniczkow e równowagi te c h n ic z n e j

t e o r i i  powłok [ i ] ,

+ c V ]  w fcf f i t )  = R'  ̂ )* )

g d z ie :
w -  p rzem ieszczen ie  promieniowe pow łoki,
R -  promień krzyw izny pow łoki,

8 -  grubość pow łoki,
3  -  moduł Younga m a te r ia łu  pow łoki,
V -  l ic z b a  P o isso n a  m a te r ia łu  pow łoki,

-  bezwymiarowe w spółrzędne punktu  na pow ierzchn i pow łoki, 
q* -  o b c ią ż e n ie  r a d ia ln e  pow łoki, 

t  -  c z a s ,
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2 Qć : ■ —
12R2*

2 Q2 ( ł
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U w zględniając tłu m ie n ie  i  3 i ły  bezw ładności ob c iążen ie  n a leży  

p rz y ją ć  w p o s ta c i

^ w (2)

gd z ie j
q  -  g ę s to ść  pow ierzchnio

wa
(3 -  w spółczynnik tłu m ie 

n ia ,
q -  o b c iążen ie  zew nętrzne 

pow łoki.
Rozwiązaniem rów nania (1 ) 

j e s t  n a s tę p u jąc e  w yrażenie

OO o o

« & .* .» )  ■ 2 J 2 J k »  ' J ' » 1« 8 '
mol n»0

(3 )

p rzy  czym ze względu na przegubowe zamocowanie brzegów powłoki 

( r y s .  1 )

(4)

P o d staw ia jąc  (2 ) ,  (3 )  i  ( 4 ;  do ( 1 ) ,  mrożąc o b ustronn ie  o trz y 
mane równanie p rzez  Vf (£ , <p) o raz  w ykorzystu jąc  warunek o rto g o - 
n a ln o śc i otrzymano równanie różniczkow e zwyczajne
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d2f  ( t )  d f  ( t )  ,  ..
- 5 - * 2P - l - “ L ' J * » i v W .  (5 )dt

gdz ie :

,  0 - ^ ) ( " ) 4 ■* C2 [ ( f ) 2 4 (§ )2] ‘2a) mn „2
*2( 1 - ^  [ (B )2 .  < & f]‘

j e s t  c z ę s to ś c ią  w łasną powłckl o raz

c e l

( O

qmn t̂  ̂ J J  )s in  (7 )
o o

P rzy  z a ło ż e n iu  zerowych warunków początkowych, rozw iązan ie  rów

nanie (5 )  p rzed staw ia  s ię  n astęp u jąco  [2] ,  [3 ]

f «n( t > - ¿ 7 j f  (8 )
— OO

g d z ie j g _ ( t ) j e s t  impulsową fu n k c ją  p r z e jś c ia  to  j e s t  p rzebieg iem

czasowym f  ( t )  pod wpływem zabu rzen ia  w p o s ta c i  f u n k c j i  8 D i- rrm
ra c a

e ^ i t )  1 e ' 1*  B i n f t ^ F T p 2 ^ ! ) .  (9 )

r L - f

w powyższym wzorze H (t)  j e s t  fu n k c ją  Heaviside* a .
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2 . Zastosow anie t e o r i i  k o re la c y jn e j do o p isu  s ta c jo n a rn y c h  dr^ań 
wymuszonych

W d a ls z e j  c z ę ś c i  p racy  założono, że o b c iążen ie  q(%,«p,t) j e s t  

s ta c jo n a rn ą  ergodyczną fu n k cją  losową czasu  i  dowolną fu n k cją  lo 
sową w spółrzędnych o w a rto śc i oczekiw anej równej 0 , Czasowa funk
c ja  k o re la c y jn a  (kow ariancy jna) tak ie g o  p ro cesu  z a le ż y  ty lk o  od 
ró żn ic y  czasu  tg - t .j  m T  i  wyraża s i ę  wzorem

E t g ) )J m Kq(&,’̂ ,<^,Tp,‘C). ("I0)

Znajomość fu n k c ji  k o re la c y jn e j o b o iążen ia  (10 ) pozwala jed y n ie  
wyznaczyć fu n k cję  k o re la cy jn ą  u g ię c ia .  J e ż e l i  q (4 ,< p ,t) j e s t  
procesem  o normalnym ro z k ła d z ie  prawdopodobieństwa, to  znajomość 
fu n k c ji  k o re la c y jn e j pozwala o k r e ś l ić  ponadto ro zk ła d  prawdopodo
b ieństw a u g ię c ia ,  k tó re  zu p e łn ie  c h a ra k te ry z u je  p roces d rg a n ia .

Na podstaw ie (7 )  i  (8 )  ok reślono  fu n k c je  k o re la cy jn e  q , t )

i  v >  W ’ W '
oC L cc i

\ w  - (fe>2 IW  Kq(4»7, <e,Vtv ^pr^’
“ n ,P I‘ ‘0 0 0 °  (11 )

i 2

Kf  ir)m77fif fnm#p r  Q?ÓJ J  J  ąm i^pr
-oo «oo

(12)



O d rg an iach  pow łoki c y lin d ry cz n e j pod wpływem w ym uszenia.. 59

Wprowadzając nowe zmienne , &2 ■ t 2~^2 do ( 1 2 )» z a s 
a la ją c  g ra n ic e  całkow ania o raz  k o rz y s ta ją c  z w łasn o śc i ( 9 ) o trz y -

mano

OO OO

V p r ( r ’ '  Wij  ̂  < ’ 2 ‘ >
-OO -OO

Wprowadzając tran sfo rm ac ję  całkową F o u rie ra  zdefiniow aną wzo

ram i: Oo

S (x ) K (t)  e_ ljr td t (13)
— OO

00

K (t)  o ^  s ( x )  e ^ d x ’

-OO

po zastosow aniu  j e j  do fu n k c ji  kow arianoyjnej uzyskano n a s tę p u jąc e  
w yrażenie zwane g ę s to ś c ią  widmową

OC L oc L

S
cW ,p r 0 0 0 0

\ r('7 .1f7M«pd£>dydi?, (1 4 )

Przy  wyznaczaniu fu n k c ji  k o re la c y jn e j f ^ t ) n a leży  skorzy
s ta ć  z tw ie rd z e n ia  o sp lo c ie  w tra n s fo rm a c ji  F o u rie ra

0 0  0 0

J ‘g(x)t(y-x)ćx ■ 2% J  o ( t ) F ( t )  eii:y  d t ,  (15 )
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g d z ie : G (t)  i  P ( t )  są  odpowiednio transform atam i. F o u rie ra  f ( x )  

i  g (x ),
OO

W  = 7 ^ 2  J Gmdk~ĉ  ( 16)
xn n ,p r  (<o<5) OO

G (o>) otrzymano po wykonaniu tra n s fo rm a c ji  F o u rie ra  na im pulso

wej f u n k c j i  p r z e j ś c ia  g ^ ( t )

< W w > -  y i ■ 2 _j  ^  ( 1 7 )
mn '

O s ta te c zn ie  ś re d n i kwadrat u g ię c ia  wyraża s i ę  n astęp u jąco

r  OO OO O o OO

Z  Z  E v y ‘ i y w
J3t»1 n»0 p»1 r»0

(18)

Wykonując mnożenie sum i  w y łączając  czynn ik i d e te rm in is ty czn e  
p rzed  znak w a rto śc i oczekiwanej w (1 8 ), uzyskano ważny z punktu 

w idzenia zastosowań wzór

  ________  OÔ OO ̂ OO OO ^

w2(4,7,f,T,‘0  - Y, Z Z X V V nKf
p«1 r-aG nfc*1 ru*0 ® n,pr

(19)

W yrażenie ( i 9)  może s łu ż y ć  za  pcdszawę o b lic z eń  numerycznych.
9

Znajomość w‘ d la  “r= 0  w a ria n c ja  pozwala o k re ś l ić  lub  p rz y n a j
mniej ocenić prawdopodobieństwo zd a rz e n ia  po lega jącego  na tym, że 
u g ię c ie  n ie  p rzek roczy  zdanego poziomu. W przypadku, gdy wymusze
n ie ,  a zatem i  u g ie c ie  (uk ład  j e s t  lin io w y ) s p e łn ia  dodatkowo wa
runek norm alności, o b lic z e n ie  w a r ia n c ji  pozwala ca łkow ic ie  3oha-
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rakteryzow ać p rzeb ieg  drgań . M ianowicie prawdopodobieństwo zdarze

n ia ,  że u g ię c ie  k -k ro tn ie  p rzek roczy  y w^, j e s t  równe

? I  w >  k f ?  } n  1 -  erf — ( 20)
1 J

W przypadku gdy zaburzen ie  n ie  ma c h a ra k te ru  normalnego korzy
s ta j ą c  z n ierów nośc i Czebyszewa [4]  otrzymano oszacowanie

Odwrotnie z a k ład a jąc  prawdopodobieństwo, że u g ię c ie  n ie  p rz e 
kroczy danej w ie lk o śc i (co  do w a r to śc i bezw zględnej), uwarunkowa
no w spółczynnikiem  bezp ieczeństw a, stopniem  pewności i  odpowie

d z ia ln o ś c i  k o n s tru k c ji ,  o k r e ś l ić  można dopuszczalne n a tę ż e n ie  szu 
mu lub.w ym iary geometryczne pow łok i. Tak więc zastosow anie  metody 
k o re la c y jn e j a n a liz y  s ta c jo n a rn y c h  procesów sto ch as ty czn y ch  pozwa
l a  uzyskać wskazówki konstrukcy jne  w przypadkach, gdy n ie  ma do

s ta te cz n y c h  danych, aby móc zastosow ać zwykły a p a ra t  matematyczny 

t e o r i i  d rgań .

3 . O bciążenie pow łoki szerokopasmowym szumem o s t a ł e j  in tensyw ności

Założono, że powłoka pobudzana j e s t  do drgań normalnym s ta c jo n a r 
nym szumem z obciętym  widmem ( r y s .  2 ) .  Jego ro zk ład  widmowy i  funk
c ja  k o re la cy jn a  p rzed s taw ia  s i ę  n astęp u jąco

Sq(^ ,7 ,f ,'« P ,^ )  -  So<5(£-7) <$(<p- tp)[h(cu+Wo ) -  H(cn-aJc )J

s in  uj0T
*V1(§,,t?,<ć,.W. T) = 2S03 (£ ,-p )i(4  -v )  V ’

(22a)

(22b)
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g d z ie i SQ intensyw ność szumu, ujq c z ę s to ść  o b c ię c ia . I n te r p r e 

tu ją c  f iz y c z n ie  wzory (22)  można zauważyć, że n ie  na z a le ż n o śc i 
( k o r e l a c j i )  pomiędzy obciążeniam i w dwu różnych punktach  pow łoki.

iSys. 2

Po p odstaw ien iu  (22b) do (11 ) w ykorzystu jąc  w łasn o śc i dystrybu

c j i  8  otrzymano

ujgT
K (z) ■ 2S ------8 <5 ,

Snn p r  00 ^
(23)

gd z ie : symbol Kroneckera <5^ * i  “

Wykonując na równaniu (23 ) odwrotną tra n sfo rm ac ję  F o u r ie ra , 
g ęs to ść  widmowa wyraża s ię  n as tęp u jąco

Sq (a,) "  h  So [H^ c  } 8r x ‘ (24 )
rankp r



Podstawiając ( 24 ) i  (T7) do ( 1 6 ) i  wykorzystując fakt, że funk
cja podcałkowa jest równa tożsamościowe 0 dla |o»|>oj, otrzymano
zależność , .c

8S C
K_ ( r )  -  — ^  /  r  C *  <2 5 1
~mn,pr oCl(£<5) J  \-tJŁ rT L̂ ~\ +4£^w

o
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Dla celów praktycznych szczególnie ważne znaczenie ma (o),
mn,pr

Całkowanie (25) wykonane przy założeniu, że (3 jest małe. Można w
tym przypadku przy obliczaniu całki ograniczyć s ię  do obszaru b lis -  

2kiego npi
Dla u> <  ui otrzymano mn c

83ES

urn ocl(£Ó) |3w

natomiast dla o) >• w można otrzymać oszacowanie f5 l, [6J mn “*

3 s

‘mn ocl'
K- ( o ) « :  §—5- .  ( 26b)

mn

Podstawiając równania ( 26) do (19) uzyskano wyrażenie na średni 
kwadrat -ugięcia
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4 . Przykład liczbowy  

Danei L « R ■ 0,4 u 

E -  1.962 x 1011 H

m
c 2 -  2,083 x 10“6

q  » 7800 &  
m

V -  0 ,3  

cC » 1
U) = 4000 1 / s .

C

Do ob liczeń  przyjęto  w ielkość zredukowaną

s in 2 Ł *  W  * £ $1 cc *

gdzie s

Q mn
0-^)(“-)4 ♦ C2[<!> * (S) ]f *

I[<!>2 * f|)2J
I 2
I

d la  małych m i n  zebrano w ta b lic y  1 .
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Tablica 1

m

n
1 2 3 4 5 6

0 0.5102 0.912 0.926 0.961 1.051 1.173

1 0.228 0.587 0.750 0.861 0.993 1.138

2 0.037 0.240 0.470 0.663 0.858 1.06

3 0.0294 0.120 C.291 0.500 0.734 0.996

4 0.062 0.117 0.244 0.430 0.686 0.985

5 0.138 0.138 0.298 0.480 0.739 1.07

6 0.278 0.332 0.447 0.636 0.914 1.278

7 0.507 0.576 0.701 0.911 1.22 1.628

8 0.856 0.941 1.094 1.336 1.683 2.148

9 1.367 1.468 1.624 1.928 2.320 2.860

S ta ły  współczynnik we wzorze (6 )  po podstawieniu danych równa 

s ię

A « -  1 ,73 .  I0e  ~ .
R (i—V )̂) 8

Sumowanie we wzorze (27 ) na leży  przeprowadzić d la  m i n
p  p  p

tak ich , ż e  co < u )  lub £2 < (w /A ^  -  0 ,0 9 2 . Jak łatwo zauważyćmn c ~mn c •
na leży  ograniczyć s i ę  do£2^ zakreślonych w t a b lic y .

—T" s in 2 X«psin23T&+ s in 2 3XV s in 2 X & +
K ~2 13

+ s in 2 4JC<Paln23C& 

>4
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O stateczn ie otrzymano do w y liczen ia  następujące wyrażenie po 

wykorzystaniu w artości cyfrowych z ta b lic y  1

6-(4,<p) . s in x £ ,y 2 7 ,0 2  s in 2 2X<ę + 34 s in 2 3X<f+ 16,15 sin2 4JCf

Zależność od (p pokazuje rys. 3. Wykres ten służyć możesin3C£, *
za podstawę zastosov/ań konstrukcyjnych przy jednoczesnym wykorzy

stan iu  ( 2 0 )  3ub (21 ).
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0 KOJIEBAHMHX UHJiHHflPMRECKOll OEOJIOxaM 
nofl B03flEftCT3MEM CJIYRAtfHblX CMJI

P e 3 n  u e

B pafiOTe p accuaT pH B aeT C H  b $ n 3 im e c K H  h r e o u e T p i w e c K H  JiHHettHott 

nocTaH O B xe a a T y x a a H u e  KOJie6aHna y n p y r o f t  o t k p h t o H  u h j ih  H jp  HHe — 

citoft odojro'iKM yTBepxjeHHOfl mapHupKO Ha icoHType n o *  BOSxeflCTBH- 
8 M CHJI, KOTOpUe BB.THDTCa CJiyHaflHblMH (JiyHKUHHUH BpeMeHH H KOOp- 

jH H a T .  UpH nojiomH icoppeaaiiHOHHott TeopHH o u p e x e a a e T c a  BupaaceHae 
» a a  c p e j H e r o  K B axpaT a n p o r m 5 a .  fljia noxpofiHbtx o6cyx,neHHft n p H H a-  

t o  H a rp y x eH H e  ksk myu c o r c e n e H H o t t  cne itTpajibHOfl n ji o t  ho  c tbid •
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VIBRATIONS OF THE CYLINDRICAL SHELL 
UNDER RANDOM EXCITATION

S u m m a r y

This work contains a d iscu ss io n  o f  the lin e a r  (both p h ysica l and 
geom etr ica l) problem o f  the damping v ib ra tio n s o f  th e  c y lin d r ic a l  
s h e l l  boundary j o in t ly  f ix e d . They are developed by loading that 

i s  a random fu n ctio n  o f  both coordinates and tim e. Using the cor
r e la t io n  theory th ere  was carried  out an expresión fo r  average 
square o f  th e  d e f le c t io n . As an example there has been considered  
cut n o ise  power spectrum as a loading o f  the c y lin d r ic a l s h e l l .


