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0 PBWNYM PROBLEMIE DRGAN PRETA KOXOAEGOD
PRZY WYMUSZENIU STOCHASTYCZNYM

Streszczenie. Przeanalizowano liniowe zagadnienie drgan
preta kotowego przy wymuszeniu stochastycznym.

Zagadnienie rozwigzano postugujgc sie teorig korelacji.
Otrzymano S$rednie kwadratowe odchylenia i funkcje korela-
cji przemieszczenia promieniowego i momentu gngcego przy
zatozeniu "biatego szumu™.

1. Drgania wymuszone harmonicznie w ujeciu deterministycznym

Wazniejsze oznaczenia:

- promien krzywizny preta,
- dtugos¢ katowa preta,

- pole przekroju preta,

- modut sprezystosci,

- m>»8 2

.. moment bezwtadnosci przekroju preta wzgledem
osi obojetnej,

q - gesto$¢ materiatu preta,

w(«f,t), v(«p,t) - promieniowa i styczna skiadowa wektora prze-

mieszczenia,

g*(«f,t), p*(<f,t) - promieniowa i styczna skiadowa obcigzenia.
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Rownaniami wyjsciowymi dla powyzszych rozwazan beda rozniczko-

we réwnania réwnowagi preta kotowego

AE/0> . Qw*  Elffe™w  (vh -

Efw Q%A aelov  » - (U1)
"7V on T® ft t° ?

wyprowadzone dla pretéow stabo zakrzywionych o przekroju zwartym
i statej krzywiznie 1/R.

Przy pewnych zatozeniach upraszczajacych [3], W oraz pomija-
jac obcigzenie styczne (p* = 0) ukfad (1.1 ) sprowadza sie¢ do jed-
nego réwnania

~E~!I' —CQ /Q29 + 1|,l2 wo» 0 *I%]** fl .
R

o

Jezeli zatozymy, ze pret spoczywa na podtozu sprezystym (o dzia-
taniu obustronnym i wspotczynniku k) oraz uwzglednimy liniowe ttu-
mienie drgan (ze statg h), to obcigzenie promieniowe okreslone
jest wzorem

q* = q - kw- - 2hlj, a3

gdzie$ g(”,t) oznacza obcigzenie zewnetrzne (czynne).
Wykonujac transformacje Laplace*a na ostatnim réwnaniu otrzy-
muje 3ie

SI d2 /d2 ., N-  ,dow 2 dAw d2w
—S<—§- + 13 WH k—mp+ “7 + 2hp —2=
R4 -dy oY d oK

*~~ SR + KED) + 2h D) + q | .9
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gdziei
w(f,p) — w(<f>1) q((ptP) g(f»t)

f(tp) . m(<f) mw(<p,0) g(tp) - ISR

Nastepnie wykonano na réwnaniu (1*4) skornczong transformacje
Fouriera z pominieciem dodatkowych cztonoéw transformaty.

Pominiecie to jest uzasadnione w dwoch przypadkach zamocowania
koncéw pretaj zamocowanie przegubowe (transformacja sinusowa) i
sztywne z mozliwos$cig przesuwu bez obrotu (transformacja cosinu-
sowa)

AN(P) + M(Pfn + Sn)+ 2W® /5 =\

Wi(P) " KT 3 2 *
ANITL) k4 NP+ 2he

Dla n-tej formy drgan otrzymano:

ar(p) + ¢g(pfn+gn) + 2hsB
"»CFP) - £172 . , R+ N p2+ 2Ap {fomp.jf

gdzie:
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fsin/yp
Symbol iznacza, ze dla zamocowania przegubowego na-
[cos 1

lezy we wzorze przyja¢ sin™x zas dla sztywnego utwierdzenia
cos

W dalszym ciagu rozpatrujemy drgania ustalone preta. Z uwagi na
zatozong liniowos¢ ukdadu warunki poczatkowe nie majg wpbywu na
charakter drgan ustalonych, dlatego mozna przyjac

fn =gg=m, = 0.

Ponadto podstawiamy Kk 4ecE.
Obcigzenie zadozono jako zmieniajgce sie w czasie harmonicznie

Dla obcigzenia jednostkowego zapisanego przy pomocy dystrybucji
$ - Diraca

(1.8)

otrzymuje sie funkcje wphywu Greena} uwzgledniajac, ze dla obcia-
zen harmonicznych p-— itu mamy

eiwt-2_isin”l

yo 1€O3& M a2 W \ (1.9)
n(oy ) ~» Y+HI -AuF+12hi00s™n
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lub i
it 2 PSP
& » [oosfn ]
A28 ax (1-10)
n Ag
gdzie:
wn " -1+ 1>

Dla dowolnego obcigzenia harmonicznego n-ta foima przemieszcze-
nia promieniowego okreslona jest nastepujaco

fo

Wn (<F,€) =J (L )an (F<FL , £ )L . (1.11)
(0]

2. Wariancja przemieszczenia promieniowego
Wyznaczenie funkcji korelacji dla nrtej formy drgan

Obliczajac modut wyrazenia (1.11) otrzymuje sie charakterystyke
amplitudowg dla n-tej formy drgan. Obcigzenie przyjeto jako sta-
cjonarng, ergodyczng funk-
cje losowg czasu o wartosci
oczekiwanej rownej O.
Przyjmujac obcigzenie
umiejscowione w punkcie

™ =Tt bedzie

)= 20 Kl 2.1)

gdzie: ?O jest stakym de-
terministycznym wspodczynni-
kiem uwzgledniajacym “wymiar-.
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Oznaczajac charakterystyke czestotliwosciowg przez H (10<)
n
menty
sin"Tfj)
sin™l
[cos

oS [ (2.2)

Postugujac sie znang formulg dla wariancji przy znanej gestosci
spektralnej [i]
mfo +°°

%(<?) - //SN n(a],<r)dN = 7/|hwn @<Dj 2 S ii(w)do* @.3)

otrzymano
2 (2.4)
cos™ 1

gdzie %n o hWAOHA

Przyjmujac wymuszenie w postaci "bialego szumu'” tzn. stalg ges-
oS¢ widmowg w pewnym zakresie czestotliwosci [),, cuj cakka

(2.4) sprowadzi sie do postaci
Hbr-
P Jsin2” ) 1isin r Sg (w) dw

N1V Yy (W svp )/ S (z-5)

Zakkadajac, ze thumienie w ukladzie jest make, ukdad ton spel-
nia role filtru waskopasmowego (“(charakterystyka czestotliwos-
ciowa ma ostre maksimum w poblizu czestosci drgan wlasnych) w prze-
dziale gpthAaj](rys. 2).
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Rys. 2

Decydujacy wkiad w caltke (2.4)wnosi obszar bliski oy, zatem
granice gomag calkowania mozna rozszerzy¢ do «>, gdyz funkcja po-
za przedziatem [ain +Ank -Ad) jest prawie rowna O.

Wykonujac catkowanie otrzymano

- S
/p e sSIn2®  Sin2Mn<F3c Jn
(7 O teos? 2 IV (2.6)
91 Cos P cos™M n<fF

Srednie kwadratowo odchylenie przemieszczenia promieniowego
wynosi

alnuy sezonyo

02 W "sin?v:

% COS™Ip) cos~nf

@.n

Funkcje korelacji dla n-tej formy drgan wyznacza sie wykonujac
na gestosci spektralnej przemieszczenia promieniowego transforma-
cje Fouriera [5] +00

«. B f w (9,0 eMdcu. .
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Przy zatozeniu "bialego szumu™ jak wyzej i wykonaniu w ostatnim
wzorze transformacji Fouriera otrzymuje sie

-te)

Podstawiajac
sin N sin /XTF
fM 34
S A Va*/ Zar{% 008V n¥> o8y m

otrzymuje sie

Kw (f) »0-2 e”’°Cros(3r+"™ sin”™lrlj (2.10)

i ostatecznie

4 fSinor S0 .

mo(laf i M
n v t"g/&%} g«nv>0 r w J COSZV\'I r
velrl
x e ' (cos r+ -5=31In 1), (2.11)

tatwo zawazyC, ze przyjmujac w (2.11) v »0 otrzymujemy za-
leznos¢ (2.6), co jest sprawdzeniem zaleznosci

K* (0) - W2(F) *S2,

gdzie§ <2 jest rowniez wariancjg w (2.10),
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3, Wariancja momentu zginajacego 1 jego funkcja korelacji

Przy zatozeniu warunku niescisliwosci preta moment zginajacy wyra-
za sie wzorem

M- - EVYEGY (3.1)

Wobec powyzszego dla it-tej formy momentu zginajacego przy wymu-
szeniu harmonicznym otrzymuje sie
\0

s in ~ s in ™|
Cae 20T W meos cos ¢ypJ
AN eCE [O |-l >* ok 1] 2h0> : -0,2
+AF
(3.2)
Podstawiajac o) = s (=) otrzymuje sie funkcje Greena
sin ™'
El el**
¥ N * H
RNCF<f, ) - M<1)(Pef't logs A I

wR2 (W2-0F) 4

J
(3.3)
Oczywiscie przy dowolnym umiejscowieniu obcigzenia
ge
MAep.t) .J aC™ ) Ra(Atpl td<pl . (3.4)

Zaktadajac, jak poprzednio, wymu$zenie w miejscu

A(HL) " pO (5
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i biorgc modut wyrazenia (3*4) otrzymuje sie

(2 i
~ N\ A N
PO EI n olcos~ A cosW | (3.5)
r2 V (N-2)2 +4
Poréwnujac wyrazenia (3.5) oraz (2.2) otrzymano zaleznosé
IHi™ (i) - “27n*“1) |HN Qu»f)[* (3.6)

Wobec powyzszego wyrazenia na wariancje i funkcje korelacji réz-
nig sie tylko wspotczynnikiem (EI)™ . ( o w rezultacie,
przy zatozeniu jak poprzednio "biatego szumu™, otrzymuje sie

~2, , lo i -i81" iSID- ¢VPI (Bil2, 2 .\2y gn 71
~ ¢ 100" ftyit»* (“iiP * ° 2 A 0

oraz Srednie kwadratowe odchylenie momentu

 Z° 2 Si, 2 ,i\|*% K /f\ tl—_| 8111n
Vo A T2 Coosrrag 1608 fve (3.8)

Dla funkcji korelacji otrzymano wyrazenie
[cos ~nlp)[cos ¢yej r4 n

xe N (cos r +-~-eiru?iinirl). (3.9)

H
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Jezeli wzajemna korelacja miedzy poszczegdlnymi formami drgan
jest réwna zeru lub mata [i], [2] to ostateczna warto$¢ wariancji
jest rowna sumie wariancji n-tycb form drgan zaréwno dla przemie-
szczen jak i dla momentu

" (p>*Gt ty) N A A (3,10)

sin- sin M

CO Uy (€082 LN

(3.11)
4. Przykiad
Do obliczeh przyjeto pret kotowy o diugosci katcwej i masie jednost-
kowej Ag - 1.
Przyjeto

Zalozono stata gestos¢ spektralng wymuszenia w zakresie czesto-
§ci od -300 (rad/sek) do +300 (rad/sek)t

S m1l.
Ze wzgledu na niemozliwo$é obliczenia wspoétczynnika ttumienia

dla kazdej formy osobno ze znanych witasciwosci materiatu, przyjeto
wartos¢ tej liczby dla kazdej formy jednakowg 4n * 0,01.
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Wyniki dla pierwszych 5 form drgan zestawiono w tablicy

n 1 2 3 4 5
% h 2 -m7] 10,0 31,6 80,5 1501  240,0
3
to 2 | 31,6 1772 715 1800 3700
V»»(fVP.O 792 oo - h il griw A DOOL
sin ™
Q5:1J) cos /xn«
VE(«p)/por2
U 13,8 A A 6,5 5,05

sin ¢xjp sinl/yp

ooe” COSLYp

Jak wynika z przytoczonych wynikéw tablicy dla przyktadu cyfro-
wego Srednie kwadratowe odchylenie przemieszczen maleje dos$¢ szyb-
ko ze wzrostem numeru formy drgan. Wyzsze formy wplywajg wiec juz
bardzo mato na catkowite Srednie kwadratowe odchylenie, ktére
jest sumg Srednich kwadratowych odchylen (przy pominieciu korela-
cji miedzy poszczeg6lnymi formami drgan).
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O NpOEJIEME kojiebahmA rjioro ctepotw
n?M CTOXAUTVPiIECKOM BOZ?F{E#iC'I'BI-H

B paOore paccsaTpeHLi JiHHellHMe 3aTyxanz»e KOJiedaHHH npa CTOxa-
CTKwecsoM BO03jeftcTBMH citji. ripofijieua pecjena npa nouozK KOppe”a-
Ukohho# TeopHH. OnpezeaeHO cpe”Hnit KEaxpaT nporada h H3m6aK>-
mero iioueHTa npa ycagbhh "decoro Jiyaa".
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PROBLEM OP VIBRATIONS OF THE CIRCULAR BAR BY THE RANDOM
FORCING

Summary

A linear damping vibrations of the circular bar under the random
excitation by loading have been presented in this paper.

The problem has been solved by using the correlation theory.
The mean square deviation and the correlation function for radial
dislocation mid bending moment by "white noise" assumption have
been obtained.



