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RYSZARD GRYBOS

METODY OBLICZEN WYTRZYMALOSCICWYCH PRZY OBCIAZENIACH
UDK ROIFYCI

Streszczenie. O»6wluno ogolnie zaloty i braki
klasycznej teorii uderzania Newtona oraz qua-
sistatycznej teorii Hertza.

Bardziej szczegotowo przedstawiono zarys teorii
stanow nieustalonych dyskretnego ukdadu mecha-
nicznego . Zdefiniowano wspétczynnik uderzenia
oraz pojecie widaa uderzenia. V szczegolnosci
oa6wloao ujednolicone widmo uderzenia.

1. Charakterystyka ogdlna rotnych teorii uderzenia dla uktadéw

ciagtych

Owalny czytelnik licznych publikacji z zakresu teorii ude-
rzenia dostrzega wielka rozmaitos¢ metod rozwigzywania podsta-
wowego zagadnienia wytrzymatosciowego wspomnianej teorii. Za-
gadnienie to polega na okresleniu maksymalnych naprezen dyna-
micznych w ciatach ulegajacych zderzeniu.

Proces uderzenia charakteryzuje sie wystepowaniem sit+ od-
dziatywania, ktdore stajg sie zrodiem intensywnej fali naprezen.
Fala ta rozprzestrzenia sie po catej objetosci -zderzajgacych
sie ciat. poczea ulega wielokrotnym odbiciom od powierzchni
granicznych. Procesom tym towarzyszy dysypacja energii i "roz-
mywanie” czota fali naprezen. Dlatego w teoretycznym ujeciu
zagadnienia wyodrebniamy tzw. efekty lokalne, ktére powstaja

w obszarze bliskim miejsca styku, a ktore dos¢ istotnie roéz-
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nig sie od reakcji ciat w p»»»ktach oddalonych od tego miejsca.
W zwigzku z ty« rozrézniamy odksztalcenia lokalns 1 ogélne.

Odksztatceniem lokalnym towarzysza stosunkowe duze napreze»
nia powierzchniowe, ktorych wypadkowg jest tzw. sida uderzenia,
Ha ogét jest ona powigzana z odksztatceniem lokalnym zaleznos$-
cig nieliniowg. Jest to przyczyng zasadniczych trudnosci mate-
matycznych, wobec ktdérych stajemy przy rozwigzywaniu wiekszo-
Sci zagadnien teorii uderzenia.

Dla pokonania tych trudnosci przyjmuje sie roézne zatozenia
upraszczajagce, ktére polegajag a.ia. na linearyzacji charak-
terystyki podatnosci lokalnej, na redukcji ilosci stopni swe-
tody do kilku (lub do jednego), czyli na zastepowaniu ukdadu
ciggtego odpowiednio dobranym modelem dyskretnym itd. Oprécz
tego rézne typy uderzenia (podtuzne, poprzeczne, skretne)
opisane sg rozmaitymi ukdadami réwnan rézniczkowych i alge-
braicznych, dla rozwiazania ktérych stosujemy metody mniej
lub wiecej dokdadne i o réznym stopniu pracochdonnosci.

W tej sytuacji nie mozna dzis mowi¢ o istnieniu jakiejs
og6lnej teorii uderzenia, a co najwyzej potrafimy wyodrebnicé
pewne grupy zagadnien dynamicznych, dajgce sie opisa¢ okreslo-
nym réwnaniem lub ukdadem réwnan, ktére mozna z kolei rozwig-
za¢ albo w sposob zamkniety, albo czesciej za pomocg jednej
z licznych metod przyblizonych.

V klasycznej teorii uderzenia, ktérej podstawy dat jeszcze
Galileusz i Newton, operuje sie modelem ciata sztywnego, a
samo uderzenie traktuje sie jako proces chwilowy (“'besczaso-
wy'). Przy takich ograniczeniach mozna wyznaczy¢ jedynie pred-
kosci ciat po zderzeniu oraz wartos¢ impulsu (co na ogot ma
znaczenie drugorzedne), przy czym dokdadnos¢ tych obliczen
uwarunkowana jest jeszcze trafnoscig oceny wspoédczynnika re-

stytucji.
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Haiosiast ai® mozna ta drogg wyznaczy¢ tak waznych wielko-
Sci, jak sita i diugotrwatos¢ uderzenia, ktéra sa nieodtgcz-
nie zwigzane z wystagpieniem odksztalcen lokalnych. Dlatego
Hertz zastosowat swag statyczng teorie zagadaisn stykowych do
teorii zderzenia zaktadajgc, i* rozktad (lecz nie wartos¢) od-
ksztatcenn lokalnych podczas uderzenia jost analogiczny jak przy
statycznym nacisku ciat.

Poniewaz w teorii Hertza pomija sie efekty falowe (a wiec
odksztakcenia og6lne), przeto odnosi sie ona tylko do ciat o
budowie zwartej, czyli do tzw, ciat kulistych, Teoria Hertza
opiera sie na aodelu ciata, ktore bedziemy nazywa¢ dalej cia-
isa Qra«i3>atywnya. Jast to ciato, ktére pod dziataniem zew-
netrznych sit skupionych doznaje wytgcznie odksztatceri lokal-
nych. Ponadto w omawianej teorii rozpatruje sie wydkgcznie zda-
rzenia sprezyste ciat swobodnych.

Mimo tych ograniczen teoria Hertza byta niewgtpliwym kro-
kKi®» naprzéd w rozwoju teorii uderzenia, ty® bardziej, ze wy-
nikajace z niej wzory na site i dtugotrwatos¢ uderzania zna-
lazty potwierdzenie w licznych eksperymentach.

Drugi skrajnie przeciwny punkt widzenia polega na wydacznym
rozpatrywaniu efektéw falowych wywodtanych uderzeniem, z catko-
witym pominieciem efektow lokalnych. Pierwsze, rozwigzane przez
de Saint Venant» zagadnienia tego typu dotyczyty kolinsarnego
zderzenia pretow prostych o ptaskich powierzchniach czotowych
oraz poprzecznego uderzenia w belke swobodnie podpartg. Oba te
rozwigzania posiadaja dzis juz tylko historyczne znaczenie.

Podtuzne zderzenie pretow z poétkuliscie zaokrgglonymi konh-
cami rozwigzat Scisle J.E. Sears w 1908 r., a poprzeczne Srod-
kowe uderzenie ciata kulistego w belke sprezysta rozwigzat
S.P, Tiaoshenko w 1912 r.
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Ob» wspomniane zagadnienia, cho¢ o duzym znaczenia prak-
tyczny** stanowig zaledwie drobny fragment probicabw dynamicz-
nych, na jakie natrafia projektant wspédczesnych konstrukcji

»»szynowych lub budowlanych.

2» Zarys teorii stanéw nieustalonych w dyskretnych ok#adach

eechanicsnyeh

Rzeczywiste konstrukcje stanowig zwyk#a bardziej skompliko-
wany ustrdj sprezysty niz prosty pret lub belka. Dodatkowg ko*-
plikacje stanowi fakt, ie obcigzenia udarowe bardzo czesto wy-
wodtuja sprefysto-pla3tyczny stan odksztatcen ogélnych.

Zauwainy, ze nowe konstrukcja narazone na sporadycznie dzia-
+ajace obcigzenia udarowe powinny by¢ z reguty projektowano
wed4ug warunku nosnosci granicznej.

W tej sytuacji w rozwigzaniach teoretycznych rezygnujemy
przede wszystkim z traktowania ustroju jako ukd#adu ciggtego i
zastepujemy go odpowiednio dobranym modele» dyskretny«. Model
ten sktada sie z jednej, dwoch lub Kkilku aas skupionych (tzw.
zastepczych), potaczonych niewazkimi wiezami sprezystymi.
Oprocz tego niekiedy zachodzi potrzeba wprowadzenia wiezéw da-
jJacych dysypacje energii, przy czy» najczesciej przyjmuje sie
thumiki liaiowo-wiskotyczaa.

Kastepnio taodei obcigzamy sidtg uderzania o znanym przebiegu
czasowy», lub — jak moéwimy - o znanyw ksztakcie impulsu. W ty®
celu musimy uprzednio rozwigza¢ odpowiednie zagadnienie lokalne
teorii uderzenia. Najczesciej korzystamy w ty» wzgledzie z
teorii Hertza (dotyczacej uderzenia sprezystego) lub z pdéle«pi-
ryczne.l teorii uderzenia sprezysto-plastycznego. Oczywiscie
przy taki* postepowaniu saréwno w jednya jak i w drugim przy-

padku kryje sie przyblizone zatozenie, iz podatnos¢ ogolna
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ustroju nie wptywa na przebieg czasowy sidty uderzenia. Zato-
zenie to jest tym blizsze rzeczywistosci, is wieksza jest po-
datnos¢ ogodlna od podatnosci lokalnej.

W dalszym ciggu omawianej metody badamy ruch modelu wymu-
szony sidg uderzenia, a nastepnie ruch swobodny, przy czym
stan kinematyczny przy koncu uderzenia okresla warunki poczagt-
kowe dla drugiej fazy ruchu. W tym ujeciu teoria uderzenia ko-
rzysta przeto z rozwigzah znanych w teorii standw nieustalonych
dyskretnych uktadéw mechanicznych.

Oméwimy teraz pokrotce to zagadnienie z uwzglednieniem spe-
cyfiki obliczen wykonywanych w teorii uderzenia.

Kiechaj na ukdad mechaniczny posiadajgacy n stopni swobody
dziatajg zewnetrzne sity skupione o znanym przebiegu czasowym
Pp(t0 (g -~ 1* 2, ..., ssn) dla 3< t<T oraz Pj(t) =0
dla t>t, gdzie T - ddtugotrwatos¢ uderzenia. Podczas ude-
rzenia ruch ukdtadu opisany jest we wspodrzednych uogdélnionych

x~(t) roéwnaniem

Mx + Kx = P(t) dla 0< t< T (1)

przy zerowych warunkach poczgtkowych, za$ podczas ruchu swobod-

nego roéwnaniem

Hi # Ix i 0 dla t*=2T (2)
z warunkami poczgtkowymi

XT = x(T) , Tr = x(M , ©)

ktére wynikaja z rozwigzania poprzedniego dla t =T. W row-

naniach powyzszych H jest diagonalng macierzag bezwkadnosci
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n-tago stopnia, E - kwadratowg symetryczng macierzg sztywno-
Sci; x(t), P(t) sa n - wymiarowymi wektorami kolumnowymi od-
powiednio wspotrzednych uogdélnionych oraz sit uderzenia, przy-
czyn sktadowymi wektora P(t) sa modudty uogélnionych sit zew-
netrznych, odpowiadajgacych poszczegdélny« wspotrzednym uogélnio-
nym.

Zagadnienie wymuszonych drgahn ukdadu o wielu stopniach swo-
body najwygodniej rozwigzuje sie we wspodrzednych naturalnych
qi (v)-

Przypusémy, ze mamy okreslong macierz transformacji wspo4-
rzednych A, tak i* x s Aq, (g - wektor kolumnowy wspéd4rzed-
nych naturalnych). Macierz A normujemy wzgledem macierzy

bezwtadnosci piszac

AT MA 5U , ©)

gdzie U - macierz jednostkowa, zas symbol "T" oznacza macierz

transponowang .
Zatem
q(t) = AT M x(t). o)
Ponadto
AT KA = Q 2, ®
gdzie Q2 = [a’i] 39* macierza diagonalng, ktorej elementami

sgq kwaaraty czestosci whasnych i-tej formy drgan ukdadu.

Wezmy teraz pod uwage rownanie ni«autonomiczne (1), Chcac
przepisa¢ go we wspodrzednych naturalnych podstawiamy x = A q,
a nastepnie mnozymy lewostronnie przez A . Uwzgledniajac (4)

i (6) otrzymujemy
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q "' q™*Q, (@)

(8)

Tak wiec roézniczkowe roéwnania ruchu ukdadu rozprzegaja sie
dzieki wprowadzania wspé4rzednych naturalnych.

Bozwigzaai« ogolne réwnania (?) Inb (8 aa znang postac
catki Dunsueela, Zatea jsscierzcrwe rownania ruchu ukdadu podczas
uderzenia we wspotrzednych naturalnych przyjmuje postac

t

®
dla O<t<T,

gdzie

ag diagonalnymi macierzaal n-tego stopnia.
Funkcje (9) aozna takie zastosowa¢ do opisu drgahn ukdadu po
uderzeniu« W tya celu nalezy zamiast q(0), q(C) podstawic

q(THf .4CO0» aw cate® przyja¢c t aT .

Dla wektora wspodrzednych uogélnionych otrzymujemy odpowied-

nio wzory
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oraz

x(t) a AG(t) AT M x(r) = AH(t) AT M x(f) +

(11)

¢ H (T -t )Al P(t’) dt” dla tS»T.

3. Wanédczynnik uderzenia i widno uderzenia

Jesli nassy okreslony ruch uk#adu podczas i1 oo uderzeniu,
to wyznaczenie aaksyaalnych reakcji dynaaicznych nie nastrecza
Juz zasadniczych trudnosci.

Niechaj

P(t) * fb (D) ,

gdzie PB jest naksyaalng wartoscig sity uderzenia, zas$ max
if(M] =1. 2zZwykle wszystkie sity uderzenia, dziatajgce na posz-
czegblne nasy zastepcze uktadu dyskretnego, aaja jednakowy
przebieg czasowy (tznr jednakowy ksztakt inpulsu), a rézniag sie
tylko wartosciami m&ksynalnyai. Napiszemy przeto dla sity ude-
rzenia, odpowiadajacej i-tej wspotrzednej naturalnej, wzor

nastepujacy

oraz

Zaten
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Sposrod k amplitudalnych przemieszczen, okreslonych powyz-
szym wzorem, do dalszych rozwazan wybieramy wartos¢ najwiekszg*

Przypusémy, ze odpowiada jej 1=1, czyli
i S 1,21-5-9

Niechaj qSi oznacza odnosng Wspé+rz%dnq przy statyczny® dzia-
tania sity czyli qgps

Stosunek

nazywa¢ bedziemy wspodczynnikiem uderzenia. Jest to liczba
wskazujaca ile razy maksymalna reakcja dynamiczna ukdadu li-
niowego jest wieksza od reakcji wywotanej statycznym dziataniem
na ten ukdad sit uderzenia o wartosci maksymalnej *

Dla celow obliczeniowych wygodnie jest przedstawi¢ wykres
zaleznosci wspotczynnika uderzenia (™) od wzglednej diugotrwa-
4osci uderzenia (OJT); wykres taki nazywa sie widmem uderze-
nia. Oczywiscie dla réoznych ksztattéow impulsu (okreslonych
przez posta¢ funkcji Ff(t)) otrzymuje sie rozne widma uderze-
nia. Na rysunku 1 przedstawione sg widma uderzenia dla pieciu im-
pulséw o réznych ksztattach, zestawionych w tablicy [i].-

Nieregularny impuls 5 uzyskany zostat w czasie préb, pole-
gajacych na udarowym obcigzeniu pewnej konstrukcji o skompli-
kowanej budowie. Impuls ten obrazuje reakcje dynamiczng takiej
konstrukcji, mierzong w miejscu uderzenia za pomoca akcelero-
metru przytwierdzonego do bijaka. Reakcja ta jest wypadkowg
superpozycji drgan podstawowych oraz wyzszych harmonicznych i

tym thumaczy sie wybitnie nieregularny ksztatt jej impulsu.
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wT/JC 10

Rys. 1, Widma uderzania dla impulséw o réznych ksztaktach

Wspotczynnik uderzenia u dla tego impulsu przy ooT Fyl0.1T po-

siada wyjatkowo duzg wartosc¢. Jest to spowodowane rezonansom,

jJaki zachodzi przy zrownaniu diugotrwatosci
sem pewnej skdadowej harmonicznej.

uderzenia z okre-

Poza tym przebiegi krzywych na rys. 1 wykazujg duzg roz-

maitos¢. Jest to niewgtpliwie pewng niedogodnoscig dla kon-

struktora, zwazywszy zwlaszcza na niemoznos¢ doktadnego okres-

lania ksztattu impulsu w konkretnych przypadkach.
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Lp,, Nazwa lepulsu Ksztatt \
P
1. Sinusoidalny Bm 2
symetryczny 31
T
P
2. Tréjkatn 1
< JKatny Pm /\
ymetryczny / \ 1 2
/ \i ]
t
p
3* Cwiercéeinuso- PM 2
Idalny L
i
1
X
Sinusoidalny
niesymetryczny i 0,658
T
Ni | Pm -
5. ieregularny .
(doswiadcz.) i 0,480
‘D
I
<

4» Ujednolicone widm© uderzenia

Ch.E. Creda \1] zaproponowat ciekawg innowacje, ktéra prowa-
dzi do pewnego ujednolicenia wynikéw, dzieki cze®a mozna w pew-
ny® sensie uniezalezni¢ tok obliczen od ksztattu impulsu.

Wprowadzmy w tys celu do rozwazan wspodczynnik
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T S
V =~ / P(Y) dt sy / f(v) dt (0<V<1l) a3)
0 R | rx
przedstawiajgcy stosunek wartosci danego impulsu f P() dt

o]
do impulsu prostokatnego o analogicznej dtugotrwatosci T i
analogicznej maksymalnej wartosci sity uderzenia P
W tablicy podane sg m.in. wartosci V dla pordéwnywanych im-

pulséw.

00i/X

Rys. 2» Ujednolicone widma uderzania

0 ile teraz na osi rzednych zamiast wspodczynnika uderzenia
li bedziemy odmierzac¢ wielkos¢ ¢x/coTV =% , to, jak wida¢ z
rys. 2, krzywe obrazujgce zaleznos¢ X = X (coT) dla rdéznych
ksztattow impulséw majg bardzo podobny przebieg 1 tworzg na
og6t zwartg wigzke [i]-

W tym sensie wykres na rys. 2 mozna nazwa¢ ujednoliconym

widmem uderzenia.
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Jest godne podkreslenia, ze w granicach tej wigzki miesci
sie nawet krzyw® dla impulsu nieregularnego 5, przy czys$ pewne
odstepstwo daje sie zauwazy¢ tylko w poblizu coTsdlO™ .

Gdyby pokusi¢ sie © napisanie rownania ujednoliconego widma,
to mozna w tym celu wykorzysta¢ zasadniczo funkcje ja(ool) dla
dowolnego ksztattu impulsu. Jesli np. uznamy symetryczny impuls
sinusoidalny »a reprezentatywny w ty® wzgledzie (f(t) =
s sin i 2 pomoca +atwego rachunku (dla Vv = 2/3D)

otrzymujemy przyblizone réwnania ujednoliconego widma uderzenia

~ dla (oT<JT

dla coT>3T

przy czym stata n dobiera sie tak;

n« 1 dla .T< coT< 3;f
o< 2 dla 3JT<GiIT< 55T ,
n<3 dla 53C<wT < 73T itd.

Z pomocag ujednoliconego widma uderzenia mozna obliczy¢ ma-
ksymalng reakcje dynamiczna ukdadu w sposob prawie niezalezny
od charakteru wymuszenia impulsowego. Ta whkasciwos¢ ujednoli-
conego widma okazuje sie cenng zwkaszcza w przyblizonych obli-
czeniach projektowych uktadéw dynamicznych o ztozonej budowie,
jak rowniez w tych przypadkach uderzenia, w ktérych nie udaje
sie a priori okresli¢ ksztattu impulsu w sposob cokdsdny i jed-

noznaczny .
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METOflbi IIPCMHOCTHhLX PACMETOB riFK yfIAPHbLX HATPy3 KAX

Pe 3e me

06¢cy*~eHO joctofihctba h Hejocthtkh kjiaccHvecKott Teopun yjapa
HeBTOHa h kbacncTaTmieckoS TeopHH Tepua. Eojibe nojpofiHO npex-
ctaBlieho ouepK TeopHH HeCTauHOHapHUx coctohhhh hhcKpethoO
MexaHHuecKoii CHCTeiaj -

CMoptiyjibHpoBaHO KO3$<i)Hi;eHT yjapa a Tanxe noHHTe cneKTpa
yjtapa. OcoCeHHO o06¢cy*»eHO yHH$HUHpOBaHHhiii cneKtp y”apa.

Methods of strength measurements in impact loadings

Summary

General advantages and disadvantages of the classical Nevton
impact theory, as veil as thet of quasistatic Hertz"s theory

have been discussed. In a more detailed way an outline of the
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transient discrete mechanical system states theory has been
presented. The impact coefficient and the idea of iImpact spec-
trum ware also determined. In particular the unified impact

spectrum has been discussed.



