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STATECZNOŚĆ PRĘTÓW CIENKOŚCIENNYCH O PROFILU OTWARTYM 
I STAŁYM PRZEKROJU

Streszczenie. Przedstawiono rozwiązanie za
gadnienia stateczności pręta cienkościennego 
o profilu otwartym i stałym przekroju, dla 
dowolnych warunków brzegowych.
Rozwiązanie opiera się na założeniach W.Z. 
Własowa w ujęciu liniowym.

Obliczenia przeprowadzono z punktu widzenia 
zaprogramowania ich na elektroniczne maszyny 
cyfrowe.

1. Wstęp
Pręty cienkościenne ze względu na swą ekonomiezność i lekkość, 
mają szerokie zastosowanie w wielu gałęziach przemysłu, w szcze 
gdlności w budowie samolotów, okrętów, maszyn, w budownictwie 
itp.

Dotychczasowe prace poświęcone obliczaniu prętów cienkościen 
nych opierają się w większości na założeniach W.Z. Własowa [1].

Zagadnienie stateczności prętów cienkościennych o stałym 
przekroju sprowadza się do rozwiązania układu trzech jednorod
nych równań różniczkowych zwyczajnych, czwartego rzędu. Dla 
przypadków szczególnych, takich jak symetria przekroju, stała 
siła wzdłuż osi itp., układ równań różniczkowych o zmiennych 
współczynnikach przekształca się do prostszej postaci.

Rozwiązanie zagadnienia stateczności pręta cienkościennego 
o stałym przekroju dla pewnych szczególnych warunków brzegowych 
(takich samych na obu końcach), przedstawione w pracy [i] i [2]



46 Eugeniusz Świtońakl

opiera się aa przyjęciu funkcji przemieszczeń rj , Ś i kąta ob
rotu 'P w postaci funkcji sinoCr lub cosoCi spełniającej wa
runki brzegowe. Obliczenie parametrów krytycznych prętów cien- 
kościennych o przekroju bisymetrycznym i profilu otwartym, 
przy pomocy elektronicznych maszyn cyfrowych, przedstawiono w 
pracy [4],

Układ nieliniowych równań różniczkowych rozwiązano metodą 
kolejnych przybliżeń.

Zastosowanie metody Bubnowa - Galerkina do rozwiązania ukła
du równań różniczkowych stateczności pręta cienkościennego, 
ściskanego siłą przyłożoną centralnie podano w pracy [5j.
Praca [&] przedstawia przybliżone określenie obciążeń krytycz
nych prętów cienkościennych za pomocą metody Bubnowa, przy 
wprowadzeniu pewnych uproszczeń. Otrzymane wyniki z rozwiąza
nia teoretycznego porównano z badaniami doświadczalnymi.

Analizę wpływu wymiarów przekroju poprzecznego i sposobu 
podparcia pręta cienkościennego ściskanego centralnie na wiel
kość siły krytycznej przedstawia praca [7]«

W pracy niniejszej rozwiązano zagadnienie stateczności pręta 
cienkościennego o profilu otwartym i stałym przekroju wzdłuż 
jego osi w ujęciu liniowym, dla dowolnych warunków brzegowych, 
przy założeniach W.Z. Własowa.

2. Podstawowy układ równań różniczkowyoh

Przyjmując założenia wprowadzone przez R. Kappusa, a następ
nie uogoinione przez W.Z. Własowa dla tzw. technicznej teorii 
prętów cienkościennych, można wyprowadzić następujące równania 
różniczkowe równowagi granicznej pręta cienkościennego, ściska
nego siłą działającą centralnie. Równania te podane w pracach
[1], [2], [3] i innych, dla pręta o stałym przekroju i stałej 
sile wzdłuż jego osi mają postać



Stateczność prętów cienkościennych... 47

EJz t?iv + P t/1 + Pz^'?11 • 0,

e j £iv + p §" - - °* C1)

EJof ,v + PT?" - py^ ̂ " + (r2 p - GJx) «P" - o,

gdzie:
t? - przemieszczenie punktów osi środków zginania w kie

runku osi y,
§ - przemieszczenie punktów osi środków zginania w kie

runku osi z,
’P - kąt obrotu przekroju wokół środka zginania,

x»y«z - główne centralne osie bezwładności przekroju,
E - moduł sprężystości podłużnej,
G - moduł sprężystości poprzecznej.

Pozostałe symbole występujące w równaniu (1) przedstawiają 
wielkości, które są określone wzorami

f ł dA, . f  /dA, Jw  - /  002 dA,J y *
A

J - moment bezwładności przy czystym skręcaniu, dla profilu
x oC XT1złożonego z odcinków prostych mamy ■ y  bQ
Inne oznaczenia podano na rys. 1.

Wprowadzimy macierze symetryczne A i B oraz macierz
kolumnową u zgodnie z poniższymi określeniami

EJz 0 “I0 ~P 0 Pz
A = 0 EJy 0 B - 0 P -Py

0 0 EJ Pz - Py (Pr - GJx)
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£
■P

wówczas zapis równań (1) w postaci macierzowej przedstawia się 
następująco»

A u'V + 3  u" » 0.

Rys. 1
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3. Rozwiązanie

Dokonując na układzie (1) transformacji Laplace’a prze
kształcimy układ równań różniczkowych (1) w układ trzech nie
jednorodnych równań algebraicznych, ze względu na transformaty. 
Równania algebraiczne przyjmą następującą postaćs

t?(s4EJs + s2P) + ^ s 2Pzo;- T7 o(s3EJjt + aP) + t?'o(82EJ^P) +

+ Vo8EJz + ^  EJz + V Pic* + ^  Psc* »

l(s4EJy + s2P) - f  s2PyoC - §o(s3EJy + aP) + ś'o(3?SJy+P) +

+ §" sEJ + EJ - ^ sPy . - Py fo y o y  o ^ c C  o  'cC  '

(2)

V®2p*CC - ^ s2p5rt + ■* (r2p - H ,)j - 1?» BIV * -

ł p,ct - So *Pyrt - So ^o: ł ^  [*3ej«  ł a<r2p - GJ*>] ♦

* ^  I / “ «  ♦ '2p - GJJ  ł *0 ’ B J<* ł * 0 EJc  >

Tutaj p,ć,f - oznaczają transformaty funkcji r> , g , .p

a f 0>.....* •f“0 oznaczają od
powiednio wartości funkcji ?,£,.p i ich pochodnych dla x - O, 
8 ■ a  + i (5 jest parametrem transformacji.
Rozwiązując układ równań algebraicznych (2) względem transfor
mat p, E,{> otrzymam j



4 2 4 2_ 1 1 s a + s « + f s a + s e + f
?■ ? O s ł ? 0 — * ? o  ~ r j — 4 • g ; * ? o ~ r r i — ir 2 r.8 8(8 a+8 b+S C+d) 8 ( 8  8+8 b+S C+d)

+ ¿ 0 +¿' 0 + r  ---1 f 5----  +<T -r— 7— -- 5----  +0 o ° o  o / 6  4. ‘ o 2. b 4. ,<a(8 a+s b+s c+d) s (a a+8 b+s c+d)

+ 4) 0 ♦ 4>’ 0 + 4)- g * Ï + 2 “  + 2 ¿ h4 ^ á 2 .
3 ( 3  a+s b+s c+d) s (s a+8 b+s o+d)
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i  - ? 0 + ?< 0 + — g 4~ 2 ♦ ?o 2 6" T - - 2 - -  <
s(a a+s b+a o+d) s (s a+a b+s c+d)

4 2 4 2
t 1 . £• 1 k " 8 a + s 1+ł . t» a a + a 1 + ł

^ o 8 c 2 o , ¿ 47 2 . ¿ o 2. 6 4~ 2 77s 3(8 a+s b+s +d) a (s a+s b+s c+d)

+  -P 0  +  -P' 0  +  ,p" ------- > s  “  * - g ---------- +  .p" —5— S ..5 - ± . “ - „ ----------- ,
0 0 0 a(s a+s b+s o+d.) 8 (s a+s 0+8 c+d)

<Pm ^ o °  + To0 + '/"o . 6 V 4. P 2 .7  + ? ;  2 ¿ V+4. 2 . ~ T
a ( a  a+s b+s c+d) a (a a+s b+s c+d)

2 2 . _ a q + u  ,.»<  8 q + u_____
+ £ o° o o / 6 4. 2 . + è  2. é 2 “7a(a a+a b+8 c+d) o a ( 3  a+s b+8 c+d)

1 1  4 2 4 2+ <P —  + V  — sr + ß" 3 a+s t+w s a+s t+sł o 8 o 2 o ---7--- 7--- 5---- + -P. -5— z-- 7--- 5----3 / O  4» b ,  o b 4 « » » %s(s a+s b+s c+d; s (s a+8 b+s c+d)

(3)



fâ RS K* J J «Jo)®y *

b * D(E2 J g JiO *  b V  Jy JB) - E¿ 6JyJxJz’

c - P¿(EJu) + Er'"Jo - EZ^Jy - Eÿ̂ , Jz) * PEGJxJ

cl » P3 - P2GJ .À £.

e » P(i,l"EJ J + F/J Ju) ) ~ E GJ J J «' sr. y a X. % j

f » -P2y2 EJz + ?(r2 EJz - E G J ^ ) ,

2g » ~P y ce 3<?c EJy*

2
|X ‘•'"Pis J  Ja) & (X §y

i »? «*P EJcü Sec f,

2k « «P y# ^ z9

I » P(r2E2 JyJ2 + B2Jy Joj) - E?GJxJyJz,

ł * P2(r2 EJ - *«EJ ) ~ PEG J J ,y y X -f

ia « Dy BJa>*Gv

a * P yec BJê *
2V s* ~P ®<x S J J _ »« z

p B ~P2 zoc EJ8

q « Pyoc S2JyJz4 

„2u » P -yce EJ ,J

St at ®eanos ć pr ęt6w c. lonkośol&snsyofa» • « _
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Jeżeli oznaczymy odwrotne przekształcenie Laplace7a L~1 posz
czególnych funkcji następująco

1-1 [ . V a  * A  7 .2c 7  J  ■ Se'

1 [7 (7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 ) ] '  "7 

L ’ 1

L ’ 1 [ t t t t s t t t t i ] *

,-i r af i -
6 4 2 " a4*[b a + a b ł s c + dj

L"1 b — ^ — 5— t ] '  * 3Lb a + b b ♦ 8 c + dj

■’[?] - »2# L

(♦)

to wówczas funkcje ^ » ‘f P<> dokonaniu odwrotnej transfor
macji Laplace’a przyjmą postaó

?m L‘ 1 [ ? ] -  ? o  + ? ’o *2 + ? o  ( a 5 3 + e  V f  V ł

+ ę»o (a s4 + e i6 + f i8) o 0 + ^’o0 + ^*o g b7 g a8 +

+ 'f’o 0 + 0 + (h + 3 ®7^ + ®6 + 3 *
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ś - L‘1 B ] -  ? o0+ ?'0° + ? o  k V ? o  k V ¿ 0 V ¿ o  ®2+

+ ¿"o (a V 1 V ł ®7} +¿ o(a % +1V ł ®8} +

+ -P0 ° + * 0 ° + V “ V  + r o {m V a 58)ł
(5)

.p. L"1 [f]- ?o0 ♦ ? o 0 + ?"o(t i5+P i7) + p'0(v ig ♦ p i8) +

Wprowadzimy do (3 )  dodatkowo oznaczenia

1 V

2 V

3 g B?f

4 g V

5 k 8?s

6 k V

7 a + e ^  ł f i7 .

8 a a + 4 • b6 + f  V

9 h 8_ +P i »7 *

10 - h 8g + á «g»

11 « a + 1 *5 + i  8 ^ ,

12 ■ a 8 + 1 S_6 + 1 Bg.

13 » m s_ +
? n b7 ,
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S14 « o

S15 • y

S16 ■ V

S17 - q

S18 - q

S19 * a

S20 m a

wósczas

?- ? 0

+ ¿'o

+ » «8.

5 F 7*
*6 + P *8* 
í5 ♦ a *7 »

*6 + a 5e*
?3 + t «5 + W l y

\ * * h * W *8*

wósczas zamiaat (5) moieaty napiaa¿j

?o S1 + ?’o S2 + ?o S7 + ?o S8 o° +¿'o° + ¿"o S3 +

♦ ¿’o S4 + *o° + ^o° + S9 + 'í’o S10*

r -  ? / ;  * ?0 S"2 ♦ r 0 3“ ♦ ?; s ;  + ¿  o0 + ¿ ' o0 s ;  +

+ ¿"o S4 + ^o° + 'P'o0 + p o S9 + * o  ®;0 .

?o° + ?o° + ?o  s 5 + ^0S6 + ¿ oS1 +á'oS2 + t*’ o S11 +

+ A". S12 + ^o° + ^  S13 + K  S14*

>(6)
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1».5 i ? „ 0 ♦ u  o  ♦ r .  s l  *  r .  * i * i „ s; * s ,  * ;  *

*'*>"<> S12 + * o  ° + *0 ° + fo S13 + ̂ "o S14’

-Po " r/c 0 * ?'o 0 * ?'o 315 * V> S 16 ^  o 0 + ̂ 'o 0 < > S17 +

+ <**o S1P + fo 31 * *o S2 * *'o S19 + P o s 20*

i  b o o + o- o + o" s ; r + o* s" +<o <o < o 15 ‘o 16

i." o W i Crt* M CS1,1
* 6 O °16 + *o 1 * 2 19

W postaci mscisrzowa;) zapis równań
pująco

(6 )

7 31 S2 s7 S8 0 0 33 S4 0 0 S9

?' S1 S2 S7 se 0 0 S3 S4 0 0 S9

?" S1 S2 S7 S8 0 0 S3 S4 0 0 S9
r>" S1 S2 S7 S8 0 0 S3 S4 0 0 S9
J 0 0 3_P .S6 S 1 S2 S11 S12 0 0 S13
l‘ 0 0 S5 S6 S1 S2 S11 S 12 0 0 313
i' 0 0 S5 S6 S1 S2 S11 S12 0 0 S 13
i" 0 0 V S6 S1 S2 S11 S12 0 0 S13
•p 0 0 S15 S1b 0 0 S17 sie S1 S2 S 19
•p' 0 0 S 15 S16 0 0 S17 S 18 S1 S2 S19
■p* 0 0 S 15 S16 0 0 S17 S18 S 1 S2 S19
■p* 0 0 S15 316 0 0 S17 S18 S1 S2 S19

¿ o 0 ^ ' o ° ^ V i 7  +

+ n  S20

(6) przedstawia się nastę-

10

10

10

10

S1

3.I

3 1

S1

S,

Si
S,
s.

?o

?o

?'o

?0

¿o

¿'o

4o
w
¿0

*0
■V1

<>0
* 0

(7)
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Oznaczmy macierz kolumnową utworzoną z ę> , Ś , <p i ich pochod
nych przez Y > a taką samą macierz, tylko dla x « 0 przez 
Y q, wówczas Y- jsj y q gdzie |SnJ jest macierzą utworzoną 
28 współczynników

W celi ułatwienia obliczenia odwrotnej transformacji Lapla
ce’ a funkcji zespolonych do pracy załączono odpowieanie
tablice (tablica 3)«

Ostateczne rozwiązanie postawionego problemu otrzymamy przy
równując odpowiedni minor wyznacznika macierzy (?) (tzw. wyznacz 
nik charakterystyczny) do zera.

Wartości tych wyznaczników dla niektórych sposobów podparcia 
pręta podano w tablicy 2.

Oznaczenia stałych zawartych w tablicach 3»

6 4 2S,....S, - pierwiastki równania s a  + a b  + s o + d - 0  i 4

iX7 - 4acc7 - 84acC5(i2 + 140aoC3|34 - 28aocp6 + 3boc5 - 30bec3(52 +

+ 15b<t$ + 2C0C3 - 6c£C/32 + d (X,,
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2(5̂  - 30acĄ>- 60acC2f33 + 6afł5 + 12bcc2(5- 4b(33 + 2c P ,
2CC. » 6acc* - 36ac/p2 + 6 a ^  + 4b<X2 - 4bp>2 + 2cf 

4

2(b. - 24aa3p> - 24aocfi3 + 8boC/l,4

2 2
cc. »  cc a .  - P >  r t .  +  2cC(3(ł , oc » O C ( X .  - (5(3.,

d  4  4  4  1 4  4

(32 - c c 2 f54 - (i2 ^  - 2cXpoc4 , (31 - CC P 4  " p(X4 .

Tablica 1
Zestawienie warunków brzegowych dla niektórych podpór

Schemat
podporowy

Utwierdze
nie

1--------

Przegub ku
listy

A  ..

Łożysko
szyjne

Wolny
koniec

Warunki
brzego
we

p* 0, {/■ 0

5 - °t * °*

p* 0, p'«» 0,

p* 0, p’- 0

5- 0,r- 0,

P — 0, >P — 0,

p» o, p — 0

5-o, 5' - o,

<P- o, P'"» 0,

rfm 0, f m  0

. u , m5 - 0 ,  $ - o,

p'. 0, p’"- 0
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Tablica 2
Wartości wyznacznika charakterystycznego dla niektórycn warun

ków brzegowych

Warunki brzegowe

z ■ 0 Z » 1
Wyznacznik charakterystyczny

0, p' ■ 0

o, o

■pm o ,  Pm  0

p w 0f p' ■ 0

£ * 0» 3 * 0

'P M 0 ,  <P'm 0

t—w S8 S3 S4 S9 S10
S7 S8 S3 S4 S9 S10
S5 S6 S11 S12 S13 SH
S5 S6 S11 S12 S13 SH
S15 S16 sn S18 S19 S20
S15 S16 S17 S18 S19 S20

S2 S8 0 S4 0 S9
S2 S8 0 S4 0 S9
0 S6 S2 S12 0 S13
0 S6 S2 S12 0 S13
0 S16 0 S18 S1 S19
0 S 1 6 0 S18 S1 S19

S7 S8 S3 S4 S9 S10
S7 S8 S3 S4 S9 310
S5 S6 S11 S12 S13 S14
S5 S6 S11 S12 S13 S14
S15 S10 S17 S18 S19 S20
S15 S10 S17 S18 S19 S20

p a  0, p ”a 0

£ ■ o, £ » o,

4* a 0 f 4’*" 0

p* o, P« 0

& a 0, £ a 0

■P « 0, 4* "a 0

- o

p a  0, p'« 0

5 a 0, 5 a  0

4« 0, 4>'- 0

p"a 0, p”a  0

5 a  0« £ a  0 

.pa 0, f"'a 0
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Tablic® 3

Wartości funkcji ZJ f.(x) * L~‘ [f(»)J ¿la obliczenia odwrot-
k

nsgo przekształcenia Lepiące' a

funkcja f(s)
punkty
osobliwe

1
S*(S6a + S*b + S? c + d)

s1 » 0

s2 ^ 0
z
d

2 cc
i (i » CC - i fi — -— t? coa p z shocz +

&<y +

S5 * — (cC+ip) Sg « -(ec-ip) 2P
+ —¿i— sin px ch (Xx

(ty + Py

Pierwsza pochodna funkcji f^(z)

S1 " ° 1
Sg « 0 d

S_ » CC + i P S . * CC— ip 3 4

2(cCp - PtX7 )
----- 1--- 2— *—  sinpz sh«x +

c<7 +P?

3_ a -(oC + ip) S- - -(cC-ip) 5 o
2 («ex: + O )

+ --- g----- 2—  coapx oh rtx
<*7 +
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cd. tablicy 3

funkcja (f(s)

punkty
osobliwe

1

S2 (S^a + S^b ♦ S^c + d)

Druga pochodna funkcji

31 - 0

s2 - 0
0

s3=«+ i(? s4 - cc- i (3 

S,. - —(<X+i(i) Sg - -(tf-i(ł)

2 (i( ̂a:_ - 2 ec (3(3-)
----- i— -̂-— ---- i—  cos3xshflfx +

*7 ł(57

2(k2P_-P2P7-2!<6iJ 
+ ----- 5---- r-------  sinpoc chocjc

*7 + (3*

Trzecia pochodna funkcji

S » 0 

s2 * 0
0

S, • rt+ ip S . * (£-i (3 3 4

Sg » -(cc + ip) Sg ® -(ct-ip)

2(rt3p +p3oc -3(X2pcc7-3<xp2p7)
■ ... ‘"o - ---  SfltuW-

cc7 + P 7

2 (ci 3iC -fi3(3 +3<*2 pił- -3«P2ri )

< 4 * e 2
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cd. tablicy 3

funkcja f(s)
punkty
osobliwe

1¿ J OS(S a + S*b + S c + d)

s, - o
2X

2c

S2 - OC+ i ( i  m c c -  i (5 

S4 . -(<* + i(i) S5 - -(cC- i(5)

2oc-
— t---- r- cos (3 x chccx +
OCg + P6

2(3-
+ —p---- x sin P r  shax
<*6 + ^6

Pierwsza pochodna funkcji

cc 
ta

 a o X
0

Sg ■ OC + i P> Sj m OC— i(ł 

S4 - -(cC+ip) S5 - -(0C-i(i)

— ------ ---- sin (ł x ch«x +
a e + ^ 6

2(««6 + pp6)
+ ---^ ^ --- cos(ix shax

d e  + fi 6

Druga pochodna funkcji f^(x)

Si " °
1_
c

Sg -0C+ ifł S3 - OC- i(3 

s4 « -(cc+i(3) s5 - -(<X-i(S)

2(0C20C -(52iC +2cc(3f3i.)

oC, + a  b b

2(CC2p . - p 2 p--2cc(ł« )
+ — ---1— - g- -----* sinpx shax

a 6 +  ° °6
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cd. tablicy 3

funkcja f(a)
punkty
osobliwe

1
6 A P S(S a + Słb + S c  + d)

Trzecia pochodna funkcji f“k(x)

s1 - 0 0

S2 - 0C + i fi - cc- i(5

S ® -(oC+ifi) S_- -(oC-ifi) 4 ?

3 3 2 2
2(tf̂ (b£+p> <x -3ec p>cc -3tfp>

p p 3 Xn|oX CutiAł1 

a 6 + P 6

2(cC3oc -p3(iŁ+3cc2p<i,-3i<p2e Ob b b b  ̂ .+ --- ? 2 co8fix 8hax
00 6 + ^6

funkcja f(s)
punkty
osobliwe ' — __

1

S6a + S b  + S2c + d

S 1 -  cc +  i (i S 2 -  o c -  i (b 

Sj- -(cC +  ip) S4 - — (oc —ifi)

2oc
- r - 2-— j  cos fi x shoCx + 

2|i5— 5— * - r - sin fi x chccx
oc5  + ( ł 5

Pierwsza pochodna funkcji f (x)A.

» cC+ 1 (i S2 ■> oC-i(ł 

S3» -(ce+ip) S4* - ( o c -i(5)

2 (cC(L- fioC )
— r 2---2 sin fi x sh o c x  ♦
<*5 +

2(<XiX + pp )
+ --r— 2--p2—  COS fi X chccx
“S »<*!
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cć, tablicy 3

funkcja f(a)
punkty
osobliwe

l
S'a + S^b +• S c + a

Druga pochodna funkcji fx(x)

S . =(X+ i fi S2 = CC. - i (5 

S3 = — (oC + i|i) S4= -(tf-ip)

2(0C2iXc-f52óC +2«pp )
----- 2---- 2—---- cosPjx shctx +

cX5 + fi 5

2 (ot2|i -fi2(i -2 cifi« )
+ ----- ^,7--- 2 ~—  sin[ix chocx

0C5 + .f i 5

Trzecia pochodna funkcji f , < ( x j

S1 - cC+ i fi S2 « OC- i(i 

S3» -(tf+i(J) -(cC-ifi)

2 (oc3(i +f,3oC -3cx2ficc -3of|i2(i )

4 ł Ą

z ! f l } a -|J3(i ♦3cc2»p -jap2« )

V f s

^'"'"^.funkc ja f(s) 
punkty 
osobliwe

s
6 4 2S f i + S b ł S c  + ^

S1 *OC+ i (i S2 * CC — i(i

s3-  -(<*+i fi) s4- , .-ifi)

i______

2 a
—=— a—r- cos ftx ch <ft’x +

+ ^ 4

2<\+ Sin fix ah cżcx 
C4 +^4
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cd. tablicy 3

funkcja f(s)
punkty
osobliwe

s
S6a + s S  + S^o + d

Pierwata pochodna funkcji ^(z)

3 1 <• cC + i (i S2 m oC- i  fi 

S3* -(oC+i/8) S4« -(oi-i/3)

2 (<*/L ” /JoCj)
— r—2---a iT" ain 0̂ x choCx +

4 + ^ 4

2 (oic< + /g/8A)
+ ----r3----p^- coS/6 x BhcCx

^4

Druga pochodna funkcji fk(x)

3^ »ft‘+ ijfi Sg » oC-i/5
2 (a fc C .- ffc C r+ Z  cCfifi)
-----SL--- Ł_— -- (¡09fi  x  ch o C x +

* 4 + i8 4

2 (0f2/e -j82j8 -20Ĉ «■ )
+ ----- 1-- —* 2---- 3in;5 x shccx

* 4 + A 4

Traecia pochodna funkcji

3̂  K Ci + ij0 Sg ® (Py “■ i/3 

3 ^  -^+iy6) S4« - (o C - if i)

2 ( ^ } f i . ^ c C -3«2j8c<'-3«/¿8
.... "*■ ■■■■»■ ■-i—i Miniyxcnc\jŁ-t

*4 + ^4

2 (0C3rt y (G +3«2/S/3 -3«/«
+ ---- -*5---31--2--- -------Z coąfiT Bhxx

*4 + ^4
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cd. tablicy 3

funkcja f(a)
punkty
osobliwe

s 2

S^a + S*b + S2o + d

S 1 -oC+i/3 S2 -oC- ip 

S3 - -(rf+ip) S4- -(tf-ip)

2 oC
—=— *■ ooap x sh<Xx +

¡/i.
+ — — ■— j  sinp x chocx 

* 4 + * 4

Pierwsza pochodna funkcji f^(x)

3 1 • c C + iy8 S2 -< * >  ip 

33- -(oG+ip) SĄm -(ci-ip)

2(ocp -poC )
--- 5----- 5------- sinpx sh oC x +

*4 +^4

2 (of«i1 - P £ . )
♦ ----- -------- 5-----  cos R x ohocx

* 24 + p 4

Druga pochodna funkcji f^(x)

31 - oC + iyfl S2 -oC- ip 

S3- -(oC+ip) S4- -(oC-ip)

2 (oC2oC1 -p2oC1+2 «pp )
----- -̂---- ^------ c os p X 8hofX +

* 4 *  ^4

z Ą - P / S . - ^ / K )
+ ----- ^ ^ ------  sin P X chocx

* 4 *  ^4



66 Eugeniusz Świtoński

cd. tablicy 3

funkcja f(s)
punkty
osobliwe

s2

S6a + S4b + S2c + d
Trzecia pochodna funkcji ffc(x)

»oi + i f i  •  cC - i f i  

S3 - -(tf+i/J) S4 - -(cf-i/g)

2 (cc3 /3 +/33 oC -3Ą  * -3o e Ą  J
p 2 81U^X 8uXX

* 4 + ^4

2 (o c 3 cCa -/63)81+3 <̂ /8/8 -3ec/«c )
+ -------- p---- 5----------- cos/jx chioc

* 4 ^ 4

funkcja f(a)
punkty
osobliwe

S3

S a + S4b + S2c + d

«oi+ i 6̂ Sg iyfi 

S3- -(tf+i/3) S4- -(oC-ij6)

2i*2-p---- r cos£ x ch tfx +
« 4  ♦ Ą

+ -s---- r ainygx shCCx
c44 + ^4

Pierwsza pochodna funkcji i ^ ( x )

S 1 *cC  + iyG S2 ■ cC - i/3 

S3 » -(cf+iyg) S4- -(OC-iyS)

2 («y82 -  fź0C2 )
2 2 ain /3 x chccx +

01 4 + /3 4

2 (cCoC + y8y82)
+ ---p--- 5--- - cos fi x shoCx

<  * Ą
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cd, tablicy 3

_f unkcja f(a)
punkty
osobliwe \ —

S3
5 4 2 j S a + S b  + s o  + d

Druga pochodna funkcji ^}£(x)

S.j ■ <X+ ij8 Sg moC~ 1/8 

S3- ->(ci+i/}) S4« -(cC-i/3)

2 (pC2cC2-/82<?i-+2 oC/3/L)
1 ■■■ 1 ’""‘o ' 1 COB i) JL G*iiv a. T*

2 (ctZfS2 - f? /S 2 -Z d/3pó)+ — -----— ~ — — — - sin x eh cc x
*4 + ^4

Trzecia pochodna funkcji

S1 -<«+ i/3 S 2 -cC- i/3 

S3 *> -(<*+ l f i )  S Ąm -(of-i/J)

2(oC3/3pł/̂ cc -3«28 S “3oCA ? )~___  ̂ f W i

* 4 ^ 4

2(cC30C 2-i83/32+3ci2i8ii?2~3i</ ¿ O  
+ ---------- 5---- r--------— co&/}% ahocx

Ą *  fi Ą.

4« Uwagi końcowa

Przedstawiony sposób obliczenia siły krytycznej został prze
prowadzony przy założeniach W.z. Własowa dla pręta cienkościen
nego o profilu otwartym i stałym przekroju wzdłuż jego osi, 
śoiekanego siłą przyłożoną w środku ciężkości przekroju. Poda
ne rozwiązanie jest ogólne, a więc można stosować różne warun
ki brzegowe funkcji , £ , y> w zależności od stosowanej pod
pory.
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Obliczenia przeprowadzono » punktu widzenia zaprogramowania 
ich na elektroniczna aaszyny cyfrowe.
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yCTOiiiHK30CTb TOHKOUTEHHhLX CTEPKHEM OTKftlTOrO nPOSKJTH 
K HOCTOHHHOrO CEHEHliii

P e 3 e m e

B pafiOTe a a e T c a  pemeHne so n p o ca  yCToiivHBOCTH TOHKOcreHHLix 
CTepacHeR o t k p h t o t o  npo$nJiH k  no cTo aaH o ro  oeseH na a a a  n n 6 n x  

KpaeBbix  ycjxoBM®.
PemeHHe onHpaeTca Ha n M o z e H u a i 3.3. BaacoBa b aniHettHOM 

pacCMOTpahhh B o npo ca.
PacveTH 6 u z h  n p o B e se ia i c to u kh  ^peHHH npHMeHeHaa ax ixpg 

□ porpaM H poBaH H H  jy ia  aaexTpoH H ofi um ppoBoii mshi hhh .

STABILITY OP A THIN WALLED BAR WITH OPEN 
AND UNIFORM CROSS SECTION

S u m m a r y

A s o lu t io n  o f  the s t a b i l i t y  problem of a th in -w alied  bar with 

open and uniform c r o s s  s e c t io n  i s  presented f o r  a r b i t r a r y  
boundary c o n d i t io n s .

The s o lu t io n  i s  based on Vlassovs assumptions in  a l in e a r  
form.

A ll  the formulae were arranged in  m atrix  form in  view of 
the programming f o r  an e le c t r o n i c  d i g i t a l  computer.


