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0 DRGANIACH OSCYLATORA HARMONICZNEGO WYWOŁANYCH PEWNYM 
LOKALNIE STACJONARNYM PROCESEM STOCHASTYCZNYM

Streszczenie: Celem pracy jest wyznaczenie 
drgań oscylatora harmonicznego wywołanych 
procesem stochastycznym towarzyszącym rozru
chowi silników rakietowych. Rozwiązanie 
przeprowadzone na płaszczyźnie analizy kore
lacyjnej polega na obliczeniu wariancji 
przemieszczenia oscylatora. Rezultaty końco
we wyrażają się przez stablicowane funkcje 
prawdopodobieństwa zespolonego argumentu. 
Obliczenia numeryczne wykazały, że wariancja 
przemieszczenia waha się i osiąga wartości 
maksymalne jedynie w chwilach początkowych. 
Oscylacje dla małych czasów odbywają się z 
częstością zbliżoną do podwójnej częstości 
drgań własnych. W miarę wzrostu czasu pra
widłowość ta zanika a wariancja przemiesz
czenia szybko maleje do zera.

1. Wstęp

Na skutek realnych potrzeb wielu gałęzi techniki opartych na 
mechanice, a zwłaszcza lotnictwa, budownictwa w rejonach sej
smicznych, transportu, powstał jej nowy dział - dynamika sta
tystyczna. W początkowym okresie rozwoju metod statystycznych 
uwagę poświęcano głównie procesom stacjonarnym, to jest takim 
których funkcja korelacyjna, czyli pewna funkcja opisująca 
własności probabilistyczne, zależy jedynie od różnicy czasu. 
Analiza korelacyjna, jako dział dynamiki statystycznej, szuka 
związków zachodzących między funkcjami korelacyjnymi procesów
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zaburzających (wejścia) i procesów opisujących Btan układu 
(wyjścia). I tak np. wejściem układu mechanicznego może być 
siła lub wymuszenie kinematyczne, a wyjściem przemieszczenia 
i naprężenia. Przy założeniu, że procesy wejściowe są procesa
mi stacjonarnymi, funkcje korelacyjne procesów wyjściowych no
szą na ogół taki sam cnarakter.

Praktyka pokazała jednak, że często rzeczywiste zjawiska 
przypadkowe znacznie się różnią od procesów stacjonarnych. Ma 
to zwłaszcza miejsce w fazie rozruchu i wyłączania układów. 
Funkcje korelacyjne takich niestacjonarnych procesów są funk
cją obu momentów czasu. Jakkolwiek analiza korelacyjna podaje 
ogólne metody wyznaczania funkcji korelacyjnych odpowiedzi 
układu na zaburzenie w postaci procesu niestacjonarnego, to jed
nak efektywne jej wyznaczenie jest żmudne i wymaga na ogół przy 
każdej konkretnej postaci analitycznej funkcji korelacyjnej in
nej drogi postępowania. Liczba efektywnych rozwiązań posiada
jących odpowiedź układu na niestacjonarne zaburzenia jest ma
ła.

Pierwszą próbą ujęcia niestacjonarnych efektów, której auto
rem jest Caughey [i], było uwzględnienie skończonego czasu 
trwania działania stacjonarnego procesu stochastycznego przy 
jednoczesnym założeniu deterministycznych warunków początkowych 
Lin [2 ] rozpatrzy* zagadnienie niestacjonarnego zaburzenia i 
odpowiedzi układu liniowego w wypadku, gdy proces wejściowy 
jest ciągiem impulsów o dowolnym kształcie i dowolnym rozkła
dzie czasu przybywania. Autor [3 ] badał reakcję układu mecha
nicznego o jednym stopniu 3wobody na zaburzenie (proces wejś
ciowy) w postaci sumy harmonik o losowych, nieskorelowanych 
amplitudacn i fazach przy częstości zmieniającej się liniowo 
w czasie.
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Praca niniejsza omawia reaKcję oscylatora harmonicznego 
przy założeniu, że proces wejściowy jest niestacjonarnym pro-

-oiCt^+tg)
cesem o funkcji korelacyjnej K ^ , ^ )  * B e . Proces
ten , ze względu na możliwość przedstawienia go w postaci 
iloczynu funkcji zależnej od różnicy czasu oraz nieujemnej

ti+t^
funkcji średniego czasu — —̂ , nosi nazwę lokalnie stacjonar
nego [4].

Badania doświadczalne przeprowadzone w amerykańskich ośrod
kach rakietowych wykazały, że drgania przypadkowe silników i 
korpusów rakiet wywołane aerodynamicznym polem zewnętrznym pod
czas fazy maksymalnych dynamicznych ciśnień przy rozruchu moż
na uważać za lokalnie stacjonarne procesy stochastyczne [5]. 
Pomiary niestacjonarnych drgań przypadkowycn elementów konstruk 
cji rakiet przeprowadzone przez Wierwillea [7 ] pozwoliły na 
wyznaczenie runkcji korelacyjnych tych procesów. Przebieg zmień 
ności funkcji korelacyjnej wskazuje, że można ją aproksymować 
wyrażeniem typu

-«(tj+tg)K(tltt2) - B e ' -  (1)

2. Analiza zadania

Ruch liniowego układu sprężystego o jednym stopniu swobody z 
lepkim tłumieniem spowodowany siłą zależną od czasu opisany 
jest równaniem

'i + 2nx + k^x ■ q(t), (2)

gdzieś m - masa, n - współczynnik tłumienia, k - częstość drgań 
nietłumionych, q - siła, x - przemieszczenie, t - czas.
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Przy założeniu, że siła q(t) jest niestacjonarnym proce
sem o średniej O i funkcji korelacyjnej t1,t2), średnia
przemieszczenia jest równa 0. Wariancja przemieszczenia może 
b y ć wyznaczona z zależności [6]

t t

6x( t )  "  /  /  h^ - V  h( t “T2̂  Kqq( r i* T2) dT: dT2 ‘ ^
o o

W relacji (3) b(t) jest impulsową funkcją przejścia układu 
opisanego równaniem różniczkowym (2), to znaczy jest odpowie
dzią układu na jednostkowy impuls cT (t) Diraca.

Jeżeli k>n, układ ma charakter oscylacyjny, a jego im
pulsowa funkcja przejścia jest równa

h(t) * e“nt sin«3t H(t), (4a)
m U)

gdzie H( t} jest funkcją Heavisj.de’a,

VCO a \l k^ - n2. (5a)

W przypadku, gdy k< n układ jest aperiodyczny, a impulsowa 
funkcja przejścia określona jest wzorem

h(t) « e"nt ahcót H(t), (4b)
m «3

gdzie
co = y n^ - k^. (5b)

Najpierw zostanie rozpatrzony układ oscylacyjny k>n. Pod
stawianie (4a) i (1) do (3) prowadzi do relacji
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o o

x sinco(t-T.|) sinco(t-T2) dT^ dT^. (6)

Wyrażenie (6) po wykorzystaniu tożsamości

ix -ix e -e 3in Z ■  r -

daje się przedstawić w postaci

t )  f z z  R e ( Z-\ + X2 ’ 2I3)f (7)4m oo

gdzie
t 2 2-t(n - i co) /• t (n - 155) -oCt 1 ,

J1 - [ 6 i 3 dt\J

t 2 2r -t(n + i«5) [  t  (n + ito) -cet
*2 - [e h  dtiJ •

-2nt t (n + iw ) -cCt^ * r  X
I- - e J e 1 dt, / e *3 o 1 i

_ 2
(n - ico) -cCt„

dt2.
o

(8)

Wykonując zmianę zmiennych w całkach (8) przy pomocy podsta
wień
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otrzymano

1 , ^ n + ico.—  ( -cCt 2 *  — ). z n + ico

-2ett"i_____
cc

-2cXt l____
oC

20 2 iy « -

i •i

-2oCt ) __
cC

-z2 - 2
w(.2) - . 2 ' 220 w(.20)| •

« |»(i,) - 0 ‘2 * '20 »(a20)][’

(9)

( 10)

W zależnościach (10) W(z) jest funkcją pokrewną całce praw
dopodobieństwa zespolonego argumentu, określoną wzorem

-z
W(z) at o (11)

Część rzeczywistą i urojoną funkcji W(z) oznaczono odpowied
nio przez U (z) i V(z). W dalszej części rozważań korzystać 
będziemy z postaci wykładniczej z. Czyni się tak dlatego, 
że w tablicach [8] przyjęto układ biegunowy. Oczywiście nic 
nie stoi na przeszkodzie,aby posługiwać się postacią algebraicz
ną z. W tym celu należy wyrazić funkcję W(z) przez funkcję
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-z2 t r  2
» (■) « 0  (1 + ~  j  eł dt)

V o

przy pomocy zależności

•“* - W (*)
i 1 —w(z)

i skorzystać z tablic [9], w których przyjęty jest układ pro
stokątny. Funkcję W(z) wyrazić można również przez zespolo
ną całkę Fresnela

r + is . %  .2 i ** t
R(r + is) + ii (r + is) . / o dt

+ 3

/o

stablicowaną w Tło]
Warto zwrócić uwagę, że funkcja W(z) spełnia następujące 

wzory redukcyjne

u (ę ,-  0) - u (§ , e ) ,  u (^ ,0 + 3 r )  - -o (ę ,e ) ,
( 12 )

V ( £ , -  0) -  V(gf 0 ) t V(£>,0 + TT) -  -V ( i? ,0 ) ,

i0gdzie z s £>e
Przekształcenie zmiennych z1 i z2 do postaci wykładniczej 
wykazuje, że

C r n 1 \l (2cCt - n)2 + co2
§1 - §2 “ ^ " 2 \| SC

_  . 2cCt - n „   2cCt - n01 ■ 71 - arctg — =--- , ©2 ■ arctg — —--- .
(13)
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Podstawienie zależności (13), (12) i (10) do (7) pozwala 
uzyskać formułę służącą do obliczenia wariancji przemieszcze
nia oscylatora. Ma ona postać

2 f -c<t -nt j-
“ ~ - ~ 1 U^ , 02  ̂ 0 “ 6 LV^ o ’ 92 0  ̂ 8 in cut +1 CO k

(14)

+ U^ o ’ 62 0 ) " *  I'

Podobnie przedstawia się rozwiązanie układu aperiodycznego 
n>k. Wykorzystanie impulsowej funkcji przejścia w postaci (4b) 
w zależności (3) prowadzi do następującego wzoru przedstawiają
cego zależność wariancji przemieszczenia od czasu

B r *®-> ♦ if f -  V  -u26 (t) ■ - - • /  • 4u +
4» ¿7 oć i- U.o

2

(15)

gdzie
,r—  . n - i d  n  -  u)

n  +  U) n  +  co

2 ^ ’ V° m ~ 2 ^ ‘

> ( 16)

Całki występujące w (15) można wyrazić przez powszechnie 
znaną i dostępną w niemal wszystkich tablicach matematycznych 
funkcję erf x.
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Zależności (14) wraz z (13) w przypadku małego tłumienia,
(15) i (16) przy dużym tłumieniu stanowią rozwiązanie posta
wionego problemu.

3. Obliczenia numeryczne, omówienie wyników

Obliczenia numeryczne wykonano na elektronicznej maszynie 
cyfrowej GIER. W celu uniknięcia wczytywania do pamięci ma
szyny tablic o dużej objętości oraz kłopotliwego interpolowa
nia można się posłużyć obliczeniem funkcji W(z) w oparciu o 
znane z analizy rozwinięcia tej funkcji w szeregi, ułamki nie
skończone lub równania różniczkowe* Metoda taka jest szybsza i 
dokładniejsza.

W pracy do obliczeń wybrano rozwinięcie funkcji W(z) w sze
reg Taylora dla małych jz| oraz w szereg asymptotyczny dla du
żych wartości jzj. Szeregi te przedstawiają się następująco:

ą < 2

co *"r *
»(«.») " X I  (-1>k *(2lLl)H °°» (2kł1) 9

k-0
> (17)

k-0

$ <2
V i ’ ł C0B 26-r— 6

\

u($.e) - e
2 isin(ę sin 26) + - r - cos 0 +

* X  ° ° e e -
k«2 2 §

(18)
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V(̂ of6) » e ^ 008 ^®-cos(£^sin 2©) - ~  sin © +

- X  (^ T  ,iB <2k-’) 9'
k i  2 s

(18)

Należy jednak zauważyć, że szeregi asymptotyczne (18) są
słuszne w górnej półpłaszczyźnie zespolonej, to jest dla
0<8<Jf. Ze względu na szyoką zbieżność szeregów (17), w celu
zapewnienia dokładności 10 * należy uwzględnić dla ą  <  1
sześć, a dla £ < 2  - trzynaście wyrazów szeregu. Dokładność
szeregów asymptotycznych (18) w przedziale 2<£<3 jest mała

_2i wynosi 10 , przy ograniczeniu się do czterech składników.
W miarę wzrostu £ dokładność szybko się poprawia, osiągając 
poziom 10*'* dla ę >  5, przy uwzględnieniu 5 wyrazów szeregu. 

Do obliczeń numerycznych przyjęto

62 (t) * f ” oraz k “ 100[ 4 l  •zredv ' Ls J

Rysunek 1 przedstawia zależność wariancji przemieszczenia 
od czasu dla cC » 1 [— i zmieniającym się współczynniku tłu
mieni«.

Na rysunku 2 zaznaczony jest wpływ parametru oC funkcji ko
relacyjnej na przebiegi czasowe wariancji przy n-1 [“ j*

Dla małych wartości t wariancja oscyluje z częstością ~ 2Ć5. 
Jest to wynikiem deterministycznych warunków początkowych 
x(0) « 0, i(0) ■ 0 oraz własności funkcji korelacyjnej pole
gającej na tym, że dla małych czasów K(i;^,t2) ■ X(0,0) « B.
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& r e d ( t i ' 1 0 S  I * 4]  

fn = i 7

, n = 7 i M O O ł

Wzór (3) redukuje się w tym wypadku do prostej postaci

e?(t)
2

[Jh(t)dt] »
[e ntsiii(cot+y?) ~ Ą ] '

a>2 +
(19)

U)
gdzie 9  » arc tg n-

Z zależności (19) bezpośrednio wynika, że częstość drgań 
jest równa 2 35 . Można zatem sformułować wniosek, że dla małyd 
czasów układ zachowuje się tak, jakoy wymuszenie miało charak
ter deterministyczny. Wahania wariancji są tym mniejsze, im 
większy jest współczynnik tłumienia. Ze względu na skończoną
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bezwładność oscylatora przy czasie rosnącym nieograniczenie wa
riancja maleje do zera.

Obliczenia numeryczne wariancji przemieszczenia w układzie 
aperiodycznym oparto na zależnościach (15) i (16). Na rysunku 
3 pokazano wpływ współczynnika tłumienia n przy cC = 1 [ ~ 2]
na przebieg czasowy warianc; 
rametru ci przy n = 102 ^

i, natomiast na rysunku 4 wpływ pa-
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KOJIEEAHhA JTKHEHh o K MEXAHKMECKOfl CKCTEI&i 

BblSBAHHbiE CUPEJtEJIEHHHM JIOKAJI bHO-CT Alik OH APHU M 

cjryyAtiHbiM npoiiECCOM

P e 3 e u e

PadOTa paccMaTpviBaeT KOJiedaHHH ocuzJiJiHTopa npn B03fleiiCTBKH cto- 
xacTDveCKra Harpy30K conyrcTByKMKX 3anyCKy paxeTHUx xBHraTeJieii. 
PemeHMe salami npoBeaeHO npw noMouin Koppe^auHOHHoro aHaaM3a onpe- 
aeJiaeT xHcnepcHc nepewemeHHii. KoHewHLie pesyatTaThi aapaxeHhi 
$yHKuna«M BepoaTHOcTK KownjieKCHoro apryueHTa, KOTopae moxhs 
HaiiTH b MaTeMaTwiecKHX TadJiHuax. ^HCjieHHbiii aHajiH3 cdHapyxim, 
mto AHcnepcwa BMdpapyeT h npviKHuaet uaKcmianbHbie 3Ha<iehhh tojil- 
ko b Ha^anLHbix uoweHTax apeueHHH. CHaqajia sth KOJiedaHHa npo- 
hcxoaht n padavuEehho c hbomhoh qacTOTok codctBehhlix zojied aHwił. 
Copa3MepHO c yBeJUWHBaKłieM apeueHH npaBKJibHOCTb 3T& ncwe3aeT, 
a flHcnepCHH CHHxaeTca ,ro Hyjis.
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VIBRATIONS OP A SIMPLE OSCILLATOR CAUSED BY CERTAIN 
LOCALLY STATIONARY RANDOM PROCESSES

S u m m a r y

The paper discused vibrations of the simple oscillator caused 
by random processes accompanying launching of a spacecraft.
The solution has been carried out by means of a correlation 
analysis upon calculation of the variance of the displacement 
of the oscillator. The final results through tabled function 
probability of the complex argument have been expressed.
The numerical analysis shows, that the variance of displacement 
is changed with time and the maxima in initial moments only are 
reached. Oscillations for small time with a double natural 
frequency of oscillations are performed. As the time increased 
this regularity has disappeard and the variance of the response 
quickly has approached to zero.


