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ZAGADNIENIE OPTYMALIZACJI WYMIARÓW PRZEKROJU 
ZGINANYCH ELEMENTÓW DŹWIGNIC

S t r e s z c z e n ie : Omówiono zagad n ien ie  doboru 
wymiarów przekroju poprzecznego elementów 
zg inanych . Jako kryterium  p r z y ję to  ich  mi­
nimalny c i ę ż a r ,  przy jednoczesnym s p e łn ie n iu  
warunku w ytrzym ałości i  s t a t e c z n o ś c i  m ie jsco ­
wej. Wyprowadzono wzory pozwalające w pro­
s t y  sposób wyznaczyć wymiary przekroju c e o -  
wego i  teowego przy czystym zg in a n iu .  Wzo­
ry t e  mogą być wykorzystane i  d la  zg in an ia  
swobodnego, j e ż e l i  naprężenia  s tyczn e  przy  
zg in an iu  są  n ie w ie lk i e .

1 .  Wstęp

Wybór podstawowych form i  wymiarów u s tr o ju  nośnego i  jego  

elementów d la  projektowanych k o n str u k c ji  wykazuje bezpośredni  
wpływ na ic h  c ię ż a r  i  pracę pod dz ia łan iem  obciążeń  s t a t y c z ­
nych i  dynamicznych, k o sz ty  wytwarzania i  e k s p lo a t a c j i  jak 

również stwarzany przez n ie  e fe k t  a r c h it e k to n ic z n y .  Zagadnie­
n ie  to  s t a j e  s i ę  s z c z e g ó ln ie  ważne d la  k o n s tr u k c j i ,  w których  

podstawowym kryterium poprawności rozw iązan ia  i  pracy j e s t  n i ­

s k i  c ię ż a r  w łasny. Do k o n str u k c j i  tych n a le żą  między innymi 
urządzenia  dźwigowe, mosty kolejow e i  drogowe, b e lk i  podsuwni- 

cowe i t p .
Większość elementów u s tr o ju  nośnego stanow ią  dźwigary, d la  

których głównym obciążeniem  j e s t  moment z g in a ją c y .  Typowym 
przykładem mogą być dźwigary główne i  czołowe mostu suwnicy.
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Dźwigary ta k ie  mogą być wykonane z p r o f i ló w  walcowanych, g i ę ­
tych  lub jako blachownice nitowane i  spawane.

U s t a le n ie  przekroju poprzecznego dźwigarów s t a j e  s i ę  więc  

problemem s z c z e g ó ln ie  ważnym.

2 . U s ta le n ie  optymalnych wymiarów przekroju

U s ta le n ie  optymalnego przekroju przeprowadzimy przyjmując 
jako kryterium  minimalny c ię ż a r  dźwigara (minimalny przekrój), 

przy s p e łn ie n iu  jed n o cześn ie  warunków w ytrzym ałości i  s t a t e c z ­
nośc i  m iejscow ej jego  elementów. Rozpatrujemy dźwigar o p rze­

kroju ceowym i  teowyra, symetryczny względem o s i  y -y ,  o s t a ł e j  
grubości półek i  środnika . Dźwigar j e s t  d o s ta te c z n ie  d łu g i  
i  posiada s t a ł ą  lub prawie s t a ł ą  wysokość wzdłuż r o z p ię t o ś c i .  

M ateria ł dźwigara j e s t  s p r ę ż y s ty  i  podlega prawu Hooke’ a .  Gru­

b ośc i  półek g fa i  środnika g^ są  w porównaniu do sz er o k o śc i  
p ó łk i  b i  wysokości środnika h bardzo małe, co pozwala przyjąć  

następujący  wzór d la  powierzchni przekroju

F = 2 bgfa + hgh = F ( b ,g b , h , g h ) ( 1 )

oraz d la  w a r to śc i  s ta tyczn ych :

1 = 2 + 12 ( 2 )

i

W = b gb h + l  gh h 2 (3 )
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Przy czystym  zg in an iu  ( r y s .  1 )  warunek w ytrzym ałości jed no­
l i t y  d la  pasów i  środnika zapisujemy w p o s t a c i

s  * 6 b * s h * — f - T  ^  S  K
» 8t,hł Z  8h h

g d z ie:
M -  moment z g in a ją c y ,

k -  naprężenie  dopuszczalne  lub g r a n icz n e ,  
6 -  naprężenie  r z e c z y w is te .
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Warunek s t a t e c z n o ś c i  d la  zakresu sp r ę ży s te g o  ma postać  od­

powiednio d la  pasów

6 -  k — -E (5b) ~
k r ' b ‘  b 12 (1 - V 2 ) b >  ’ <5)

d la  środnika

6". h = kh ~ ------~------2~ ^  6'n > (£ )k r t h h ^2 ^  _ V )

gdzie  .•
6 .  -  naprężenie k ry tyczn e ,K. x
E -  moduł s p r ę ż y s t o ś c i  pod łużnej,

 ̂ -  współczynnik P o isso n  a,

n -  współczynnik pewności przy s t a t e c z n o ś c i  m iejscow ej ,
k^, k^ -  w spółczynnik i z a le ż n e  od sposobu podparcia krawędzi

p ły t  tworzących ś c ia n k i  dźwigara, ich  wymiarów po­
przecznych i  sposobu o b c ią ż e n ia .  Przyjmując, że kra­
wędzie środnika są swobodnie podparte (daje  to  pe­

wien margines b e z p iec z e ń stw a ),  jako minimalną war­

t o ś ć  można przyjąć  k^ = 2 3 ,9 .  a d la  pasa przy jednej  
krawędzi swobodnie podpartej i  dru g ie j  n iepodpartej  

minimalna wartość kfe = 0 ,456  [ 2] .

Przy podanych za ło ż e n ia ch  dla o k r e ś le n ia  optymalnych wymia­
rów przekroju poprzecznego na leży  z n a leź ć  ekstremum wyrażenia

Wzór ( 5 )  podano^dla ceownika. Dla dwuteownika w m iejsce  b 
należy  wstawić — •
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( 1 ) ,  przy s p e łn ie n iu  warunków dodatkowych, określonych równa­

niami (4 )  ± ( 6 ) .
Z uwagi na l in io w ą  z a le ż n o ść  t e j  fu n k c j i  od w szystk ich  pa­

rametrów o s ią g n ie  ona swoje ekstremum j e ż e l i  przynajmniej j e ­

den, dwa, t r z y  lub w szy s tk ie  jed n o c ze śn ie  os iągn ą  swoje war­

t o ś c i  ekstrem alne .
Równania ( 5 ) i  (6) ,  przy żądaniu jed n oczesn e j  u tr a ty  s t a ­

te c z n o ś c i  pasów i  środ n ik a , możemy z a s tą p ić  równaniem:

S p e łn ie n ie  tego  warunku (<¿4 = 1) p raktyczn ie  napotyka na 

tr u d n o ś c i ,  jednak, jak łatwo wykazać z równań ( 1 ) ,  ( 2 ) i  ( 5 ) ,  
dla  pełnego wykorzystania  nośnośc i  tworzywa winno b y ć < u ^  1 . 

Wyznaczymy w p ierw szej  k o le jn o ś c i  po le  przekroju okreś lone

■ • £ ->  = 1 - 5h

g d z ie  :

( 8 )

warunkiem s t a t e c z n o ś c i .  Porównanie prawych s tro n  równości (4-) 

i  (6 ) daje:

1 u 2b gb h * z  gh h
(9 )

Stąd

(10)
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Podstaw iając  (10) do ( 1 )  otrzymamy szukane pole przekroju  

ok reś lone  z warunku s t a t e c z n o ś c i :

F = 2 h s k, 3T n

( 1 1 )

które j e s t  funkcją  dwóch zmiennych parametrów przekroju:  
i  h. Ekstremum t e j  fu n k c j i  wynika z warunku

8 f

dSy
= 0 , ( 1 2 )

z k tórego otrzymamy:

gh = 2 3 H  ę - 1  M n 
. kh JT E _

= gh opt (1 3 )

Podstaw iając  (13 )  do (11 )  otrzymujemy minimalne pole  przekro­
ju ,  przy którym j e s z c z e  warunek s t a t e c z n o ś c i  j e s t  sp e łn io n y

F = 2 h u  ę h  h J
l_kh JT E J

(14)

Pole przekroju wynikające z warunku wytrzym ałości otrzymamy 

wyznaczając z (4 ):

M i  
b gb = ITh + 3 gh h (15)
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i  w staw iając do (1 ) :  wówczas otrzymujemy

Fw = 2 (jTh + 3 gh

Na r y s .  2 przedstawiono wykresy fu n k c j i  F^ = Fg (g^) wg
(1 1 )  i  fu n k c j i  F  ̂ = F  ̂ (g^) wg (16 )  d la  zadanego momentu gnące-

ego oraz przy usta lonych w artościach  h. Z wykresów widać, że 

krzywa obrazująca funkcję  Fg (g fa) ,  jako krzywa drugiego s to p ­
n ia ,  posiada swoje minimum przy g^ = gh o p t * określonym rów­
naniem ( 1 3 ) ,  zaś pole ok reś lon e  z warunku s t a t e c z n o ś c i  zmie­
nia s i ę  l in io w o  wraz z g^.
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P odstaw iając  (13) do (1 6 )  otrzymamy pole  przekroju o k r e ś lo ­

ne z warunku wytrzym ałości przy = g^ q :

2
w y ■ u i n -  i/ ^

F = w K

Podstawiając

F = F (18 )w s '

z równań (14-) i  (1 7 ) otrzymamy graniczną wartość  
przy k tó rej  obydwa pola  są  równe:

h = V -

r  K 3T- E 2 "1
= [ 3  — ------ —  - y - 1L (1 -  V ) K3 nj

1
Z

= hgr (19)

W ielkość tego  pola wynosi:

f 2»3(1 V2) M4 n 
[ k  3 l2 E K3

F = F = ks min w min Fmin ĥg r ,g hopt^ '^2 0 ^

Pole środnika z równań (13) i  (18):

Fh Sh opt hgr
^32 (1 -  T 2 ) M4 n

Lkh JT E
( 2 1 )

Pole  pasa z równań (2 0 ) ,  (21 )  i  (1 ) :

2 P'min ^ g r *  gh opt^ ghopt hgrJ ( 22)
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Zatem j e ż e l i :  h = hg r , gh = gh opt

1

Fs ĝh opt* ^gr^ “ Fw ĝh opt* ^gr^ ’

wówczas przekrój ceowy lub dwuteowy dźwigara redukuje s i ę  do 
przekroju pełnego o szero k o śc i

b = gh • (23)

J e ż e l i  h >  h , to  gr*

Fs ( gh opt* h > hgr^ <  Fw ĝh o p t ’ h >  hgr ^

a zatem minimalne pole ok r e ś la ć  n a leży  z warunku s t a t e c z n o ś c i ,  
c z y l i  z równania (14-).

J e ż e l i  h <  h to  przy doborze w ie lk o ś c i  ok reś la ją cy ch  pole
O*

przekroju decyduje warunek w ytrzym ałości .  Parametry przekroju,  
przy którym pole  będzie najmniejsze^ na leży  o k reś lać  z p r z e c ię ­
c ia  s i ę  krzywej F równanie (1 1 )  i  p r o s te j  F równanie s  w
( 1 6 ) .

Podstaw iając  przeto  F = F otrzymujemys w

Stąd znajdujemy grubość środnika
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Podstaw iając  (25)  do (16 )  otrzymujemy:

*  2{kM» *  ^
12  (1  -  V )

ku JT2 E n
K n h ( 2 6 )

optymalną wysokość wyznaczymy z warunku:

ÓF __v
9h = 2 M 2 12

2 + 3 \ l  K n faU h  ; l ) kh J[ E
= 0 . (2?)

Stąd:

s \ S L L L z l h j L ][_ ku Jl 2 E K3 n J
= hw opt ( 28 )

Pole przekroju dla  i  h = q z  równań (28 )  i

(26 )  b ęd z ie:

w L

243 (1 - V 2 ) = f

4 k, JI E n
min h < hgr (29)

Z równań (2 0 )  i  (29)  wynika, że:

^min ^ g r *  ®h opt^ ^  ^min h <  hgr 1 (30)

a najm iejszy  stosunek tych pól

*min (hg r ’ Sh o p t _̂ 2 (2 )  3 . 
^min h <  hgr

(31)
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Z przytoczonych równań wynika, że minimalne pole przekroju  

o k r e ś la  równanie ( 2 9 ) .  Parametry tego  przekroju , k tóry p rzy j­
miemy za optymalny d la  zadanego momentu z g in a ją c e g o ,  wyznaczy­

my z następujących  równań:
Wysokość z równania (2 8 ) .

Grubość środnika otrzymamy wstawiając (2 8 )  do (25):
1
mm

3

Pole  środnika z równań ( 2 8 ) i  (3 2 ):

1

h
(33)

Pole pasa z równań (30 )  i  (33 ):

-  gh h ) =

1 (34)

Stosunek:
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oraz

F
r   - ? ■  (36)

min h <  hgr

Rozkład momentów bezw ładności będzie  wówczas następujący:

2 I b = i  I .

g d z ie :

1^ -  moment bezwładności pasa,

I. -  moment bezwładności środnika  h

(3 7 a ,b )

względem o s i  y -y .

Dla wyznaczenie nieznanych j e s z c z e  parametrów przekroju  

g^ i  b wykorzystamy równanie ( 7 ) ,  k tóre  po uw zględnieniu  (28)  

i  (32 )  zapiszemy w p o s t a c i :

■(f-)2 « (f-)2 = * ( \ J A i l L i  ) 2. o
s b gh y 12(1 -  1P ) n

Dla celow nika z równania (3 8 )  otrzymujemy
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Dla dwuteownika

b_ <  \ L  kh % f  _1_  

"  T l 2  (1 - V 2 ) K "
(4 0 )

Z równań (34) i  (39)  otrzymujemy parametry p ó łk i  d la  ceownika

(4 1 )gb =
V T  (# )4

M n
k, 31 E n

=  _ L ( « , T  r 3  E  M 2  1  

\f2" L (1 - V 2 ) K3 njV*

Z równań (3 4 )  i  (40)  mamy d la  dwuteownika

Sb =
2 (Jg)4

18 d  - ,v
k u n 2 E h

3 k ,  JE E n

16 (1 -  V 2 ) K

M nj ( 43)

(44)

Odpowiednie s to su n k i  wymiarowe będą: 
dla  ceownika
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= 1,90  ; (46)

d la  dwuteownika

£  = \  {K  )4 = 0 ,1 8 5  , (47 )

(4 8 )

3 .  O k reś len ie  naprężeń dopuszczalnych i  współczynników pewności

Miejscowa s ta te c z n o ś ć  p ły t  tworzących dźwigar będzie  zapew­
niona, j e ż e l i  naprężenie  wywołane obciążeniem  zewnętrznym s p e ł ­

nia warunek s t a t e c z n o ś c i

gdzieś
6  -  naprężenie  wywołane obciążeniem  zewnętrznym,

6 kr -  naprężenie  k ry tyczn e ,

n -  współczynnik pewności przy s t a t e c z n o ś c i  m iejscow ej .

Ponieważ d la  s p e łn ie n ia  warunku w ytrzym ałości ,  naprężenie  
wywołane obciążeniem  zewnętrznym n ie  może z k o le i  przekroczyć  

w artości

(*9 )
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gd z ie

-  g ran ica  p la s ty c z n o ś c i  m a ter ia łu ,
K -  naprężenie  dopuszczalne lub g r a n icz n e ,  
z -  w spółczynnik pewności względem g ra n icy  p la s ty c z n o ś c i  

m a ter ia łu .

Z równań (4-9) i  (5 0 )  mamy:

A zatem u tr a ta  s t a t e c z n o ś c i  zachodzi w z a k r e s ie  sprężystym  gdy

t u ta j  R j e s t  g ran icą  s p r ę ż y s t o ś c i  m a te r ia łu .
Znając przeto  stosunek ~  d la  m a te r ia łu ,  z którego będzie

e
wykonana k on stru k cja , łatwo wyznaczymy współczynnik z d la  przy­
j ę te g o  współczynnika n, a n astęp n ie  wartość naprężeń dopusz­

c za ln ych .
Rozpatrzymy dobór współczynników pewności i  naprężeń dopu­

szcza ln ych  w oparciu  o PN-62/B-03200.
Dla s t a l i  S t3  mamy:

c z y l i
n (52 a , b , c )

lub

R = 24 e
kG Rr = 1 9 ,4 kG

2mm mm
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zatem p
o . 8i

Przy wymiarowaniu metodą naprężeń dopuszczalnych d la  I rodzaju
2

naprężeń nT = 1 ,4 ,  kT = 1500 kG/cm , d la  I I  rodzaju naprężeń
2n jj  = 1 , 2 ,  k j j  = 1?00 kG/cm j t u ta j  p r z y ję to  K = kj lub kj-j.  

Współczynnik pewności ze względu na wytrzymałość obliczamy  

z równania (52b):

ZI ^  nI Rjj = Ó781 = 1 , 7 3  >

ZII ^  DII  R  ̂ = 1 ,2  M i  = 1 ’^8

i  odpowiednio naprężenia  dopuszczalne

ki  <  ^  = 1390 kG/c"2 ’

ku  «  177  ■ I r i  ■ 1620 k'5/c"2 •

Przy wymiarowaniu metodą naprężeń granicznych  

n = 1 ,1 )  K s  2100 kG/cm2

1  ^  “ 1 :  = 1 -1 m * 1>3S >ri

naprężenie  graniczne

K  ^  l 1  =  T 7 § ?  ~  1760  k G / c m 2
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Jak wynika z przeprowadzonych p r z e l i c z e ń  przy wymiarowaniu 

metodą naprężeń dopuszczalnych , wyznaczone naprężenie dopusz­

cza ln e  d la  p r z y ję te g o  współczynnika pewności n wg PN n ie ­
znaczn ie  od b iegają  od w a rto śc i  przewidzianych normą. Zatem 

s to s u ją c  wzory o k r e ś la ją c e  parametry przekroju wyprowadzone 

dla  zakresu sp ręży s teg o  niemal c a łk o w ic ie  wykorzystujemy wy­
trzym ałość  k o n s tr u k c j i .  W przypadku wymiarowania metodą noś­
nośc i  g ra n iczn e j  odpowiednie wzory n a leża łob y  wyprowadzić d la  

zakresu s p r ę ż y s t o -p la s t y c z n e g o . Wymaga to  jednak oddzie lnego  

opracowania.

4 .  Pwagi końcowe

Mimo, że wzory o k r e ś la ją c e  optymalne parametry przekroju zo­

s t a ł y  wyprowadzone dla  c z y s te g o  z g in a n ia ,  to  mogą one być s t o ­
sowane również w przypadku zg in an ia  swobodnego, j e ż e l i  u d z ia ł  

naprężeń śc in a ją c y c h  w wytężeniu  m ater ia łu  j e s t  n i e w ie lk i .
Przedstawione postępowanie można zastosować również d la  wy­

znaczen ia  przekrojów otwartych o jednakowych grubościach półek  
i  środników oraz d la  prostokątnych przekrojów skrzynkowych.
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I I P O E J I E M A  J H E O P A  O l T t t M A J I b H b L X  P  A 3  M E  P O  3  C E 4 E H H H  H 3 r K B A E l f b l X  3 J I E ń i E H -  
P O B  K P A H 0 3

P  e a b m e

3  pafioTe paapem eH a npofiJieMa pa3MepoB n o n e p e u H o r o  ceueHHH 

M3rn6ae»fcix ajieueHTOB KpaHOB n a  y c a  ob hh  hx HaiiMeHbmero B e c a .  P e -  

memne npoH3BOflHTca c yueTOM n p o u h o c t h  h MecTHO0 ycroiiuHBOCTH. 

f la u T ca  n p o c T u e  $opMyahi s a a  yCTaHOBJieHHS pa3MepoB c e u e t m a  niBej>- 
Jiepa y flByT aBpa. IIpnBe,neHHbie (popMyau oTHOcaTca k uHCTOMy a 3 -  

r a 6 y ,  s im h  m o x h o  n o a b 3 0 B a T c a  Taaace a b  c a y v a e  n o n e p e u H o r o  n a r a ­

d a ,  a o r a a  KacaTeabHbie HanpaaceHaa a aau  n o  cpaBHeHan c HopManb-  
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THE ASSORTMENT PROBLEM OF BENDING SECTIONS DIMENSION 
OF CRANE ELEMENTS

S u m m a r y

The p resen t  paper d i s c u s s e s  the assortm ent problem of  c r o s s -  

s e c t io n s  dimension of bending e lem en ts .  As a c r i t e r i o n  t h e ir  

minimal w eight has been assumed, on the c o n d it io n  that  
s tren g th  and s t a b i l i t y  requirem ents are k e p t .  Formulae have 
been d e r iv e d ,  perm iting in  a sim ple way to  in d ic a te  dimensions  
of  channel bar and T-bar s e c t io n  at pure bending. The s a id  f o r ­
mulae can be ap p lied  to  f r e e  b e n d in g , i f  a t  bending shear s t r e s s ­

es are s l i g h t  towards pure bending s t r e s s e s .


