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NOWY SPOSÓB PRZEDSTAWIANIA KRZYWYCH ROZMIESZCZENIA WĘGLA 
PO OBRÓBCE CIEPLNO—CHEMICZNEJ STALI

Streszczenie: W celu skonstruowania krzywych roz
mieszczenia węgla w stali obrabianej cieplno-chemicz- 
nie zaproponowano stosowanie siatki laplaso-regular- 
nej z trzema różnymi skalami na osi rzędnych. Na ta
kiej siatce dystrybuanty rozkładu normalnego są pro
stymi. Ponieważ krzywe rozmieszczenia węgla są także 
dystrabuantami rozkładu normalnego, przeto można je 
łatwo wykreślić i to zarówno dla próbek przy nawęgla- 
niu jak i po odwęgleniu.

1. Wstęp
Przy opracowywaniu problemów dyfuzji zachodzącej w roztwo

rach stałych metali trzeba niekiedy przedstawić krzywe rozkła
du normalnego (dystrybuanty rozkładu normalnego), które cha
rakteryzują rozmieszczenie pierwiastków dyfundujących. Kreśle
nie takich krzywych w oparciu o tablice całki prawdopodobień
stwa Gaussa nie jest wprawdzie trudne, ale bardzo żmudne.

Celem pracy jest przedstawienie uproszczonego sposobu kon
struowania krzywych rozkładu normalnego, a także przedyskuto
wanie jego przydatności dla przedstawiania wyników analiz che
micznych i do obliczania rozmieszczenia węgla w stali po obrób
ce dyfuzyjnej.

2. Rozmieszczenie węgla w warstwach dyfuzyjnych

Problemem najbardziej typowym i rozważanym najczęściej przy 
obróbce cieplno-chemicznej stali jest dyfuzja węgla w naęwgia- 
nej i odwęglanej stali. Jak wykazano w pracy [i] krzywe roz
mieszczenia węgla wyrażone są następującymi wzorami: 
ą) po nawes-lAniu

(1)
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b) po odwęgleniu

R. 2
C(x) = * £ 2  = - ¿ r  / exp(=*-) dy = 2 0 (p), (2)

ci i 2 X  J  d

gdzie:
c(x) - stężenie węgla w stali po obróbce dyfuzyjnej, prze

prowadzonej w temperaturze stałej T, po czasie t[s]
dyfuzji, w odległości x [cm] od brzegu próbki;

c^ oznacza przy nawęglaniu największe teoretycznie osią
galne stężenie węgla na powierzchni próbki dla danej 
temperatury T; dla stali określa się je z przecięcia 
izotermy T z krzywą SB układu Fe-Fe^C; 
przy odwęglaniu oznacza zawartość węgla przed 
obróbką (stężenie nominalne);

y - zmienna całkowania;
p - parametr całki prawdopodobieństwa, który określony

jest wzorem:
(3)P = V2Dt

gdzie: D - współczynnik dyfuzji węgla w badanej stali.
Współczynnik dyfuzji węgla w stali zależy między innymi od 

temperatury dyfuzji i od stężenia węgla w materiale podłoża. 
Ponieważ na samym wstępie przyjęto, że rozpatruje się dyfuzję 
zachodzącą w temperaturze stałej, pozostaje zatem zależność:
D = fCc), jeśli pominąć inne czynniki, jak wielkość ziarna 
stali, obecność pierwiastków stopowych itp.

Wartość parametru całki prawdopodobieństwa p zależy rów
nież od stężenia węgla w strefie dyfuzyjnej, a więc krzywa 
rozmieszczenia węgla po obróbce dyfuzyjnej tylko w przybliże
niu odpowiada dystrybuancie rozkładu normalnego (rys. 1 i 2). 
Takie zniekształcenie krzywych rozmieszczenia węgla w porówna
niu z dystrybuantami prowadzi do tego, że na powierzchniach 
próbek po nawęgleniu nie uzyskuje się stężenia c^, będącego 
największą zawartością węgla w austenicie dla temperatury na- 
węglania, lub - po odwęglaniu, całkowitego wypalenia węgla 
(c = 0583).
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c/C

Eys. 1. Porównanie teoretycz
nej krzywej rozmieszczenia wę
gla po nawęglaniu z wynikami 
analiz chemicznych cienkich 

warstw

Rys. 2. Porównanie teoretycz
nej krzywej rozmieszczenia wę 
gla po odwęglaniu z wynikami 
analiz chemicznych cienkich 

warstw

Rys. 3. Konstrukcja krzywej 
rozmieszczenia węgla po na
węglaniu według równania (4) 
w układzie konwencjonalnym

Rys. 4. Konstrukcja krzywej r 
rozmieszczenia węgla po odwę— 
glaniu według równania (5) w 
układzie konwencjonalnym
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Dla dokładniejsze go przedstawienia analitycznego krzywych 
dyfuzji węgla po nawęgleniu, jednak dla stałej wartości współ
czynnika dyfuzji D, (tzn. niezależnej od stężenia węgla) Slat- 
tenschek [2, 3] Przedstawił tę krzywą jako różnicę dwu składo
wych, które można interpretować w ten sposób, że jedna charak
teryzuje wyniki idealnego nawęglania, tzn. aż do osiągnięcia 
na powierzchni próbki stężenia c^, a druga - wyniki procesu 
przeciwstawiającego się nawęglaniu, czyli procesu odwęglania. 
Rzeczywiste rozmieszczenie węgla po nawęglaniu można więc trak
tować jako wypadkową obydwu procesów składowych.

Po zastąpieniu całki błędu Gaussa, (którą stosował Slatten- 
schek) przez całkę prawdopodobieństwa Gaussa (ponieważ tablice 
dla tej ostatniej są łatwiej dostępne) i przyjęciu jako mate
riału podłoża czystego żelaza, krzywa rozmieszczenia węgla w 
strefie nawęglonej określona jest wzorami

-
° (4)

= 2 0 /  (p+B) - 2 0 (p).

Przystosowując rozważania Slattenscheka do odwęglania autor
[4] wyprowadził podobne równanie krzywej rozmieszczenia węgla 
w strefie odwęglonej!

+ 1 /  6ip<:i - ) a j  *

(5)
= 2 0 (p) + 1-2 0 (p+B),

gdzie:
B - czynnik określający intensywność oddziaływania ośrodka 

czynnego (nawęglającego lub odwęglającego).
Równania (4) i (5) wykreślnie przedstawiono na rys. 3 i 4.

C(x) / « , < = £ >

p+P
B 6 c )  ‘ t w  J  e * p  ^ d J
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Po podstawienia do równań (4) i (5) wartości x = 0, określa 
się stężenia uzyskane na powierzchniach - odpowiednio:

po nawęglaniu E(O) = EQ = 2 0  (B), (6)
po odwęgleniu C(0) = CQ = 1 - 2 0 (B). (7)

Równania (6) i (7) mogą posłużyć do określenia wielkości B
dla danej temperatury i ośrodka czynnego na podstawie ekspe
rymentalnie wyznaczonych EQ i CQ.

W oparciu o rozważania Slattenscheka wielkość B określona 
jest równaniem:

B = -|=Ł , (8)
"V2Dt

gdzie:
2 k jest przesunięciem początków krzywych składowych, jak 

na rys. 3 i 4.
Ponieważ według założenia Slattenscheka, wartość D jest 

niezależna od stężenia węgla, więc także i parametr całki praw
dopodobieństwa nie będzie od niego zależał, a więc p jest 
proporcjonalne do x

p = A x = -= & =  . (9)
V2Dt

Stąd współczynnik proporcjonalności A wynosi

A = - = =  (10)
"V2Dt

zaś czynnik charakteryzujący ośrodek czynny

B = 2k A . (11)

Jak wynika z równań (ą) i (5), składowe są dystrybuantami 
rozkładu normalnego i posiadają parametry p niezależne od
stężenia węgla, o czym mówi równanie (9). Skonstruowanie rze
czywistych krzywych rozmieszczenia węgla nie jest więc trudne, 
jeśli znane są warunki dyfuzji: materiał podłoża, czas, tempe
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ratura oraz ośrodek czynny, co tłumaczy się na wielkości fi
zyczne potrzebne do obliczeń jako współczynnik dyfuzji D, za
leżny od temperatury T i czas t oraz wielkość B.

Wspominano już, że posługiwanie się konwencjonalnym układem 
współrzędnych x, y = 2 0(p) połączone jest ze żmudnym konstruo
waniem dystrybuant rozkładu normalnego, w oparciu o tablice 
wartości całki prawdopodobieństwa Gaussa [5]. Aby to ułatwić 
można zastosować specjalną siatkę, wzorowaną na stosowanej w 
rachunku statystycznym siatce laplaso - regularnej [6],

3. Konstrukcja siatki laplaso-regalarnej i przedstawienie na 
nie.j dystrybuant rozkładu normalnego

W dotychczas stosowanym "konwencjonalnym" układzie współ
rzędnych na osi odciętych przedstawiono odległości x od brze
gu, a na osi rzędnych wartości całki prawdopodobieństwa, odpo
wiadające względnym stężeniom węgla po odwęgleniu:

Jak wynika z tego równania, a także z tablic wartości całki 
prawdopodobieństwa Gaussa [5]* każdej wartości p odpowiada 
tylko jedna wartość 2 0 (p). Ważna więc jest także zależność
odwrotna [6]

Wobec tego można na osi rzędnych wprowadzić funkcję (12), a 
układ współrzędnych x, y = p = V (c(x)) będzie posiadał na oby
dwu osiach skale równomierne. Aby jednak ułatwić bezpośrednie 
odczytywanie na osi rzędnych wartości całki prawdopodobieństwa, 
naniesiono dodatkowo skalę nierównomierną, podającą wartości 
2 0 (p) dla poszczególnych p, jak to przedstawiono na rys. 5 
i następnych.

C(x) = = 2 0  (p).
ci

(2a)

p = V (C (x)). ( 12)



Nowy sposób przedstawiania krzywych rozmieszczenia węgla.«.123

Ponieważ nie jest możliwe objęcie na osi rzędnych całego za
kresu wartości 2 0 (p), tj. od O do 1, gdyż dla 2 0(p) = 1 war
tość parametru p = + oo , ograniczono się więc do p = 3» dlp 
którego 2 0(p) = 0,998. Skala nierównómierna naniesiona na oś 
rzędnych (rys. 5) wykazuje przeto zagęszczenia dla małych war
tości całki prawdopodobieństwa, zmniejszające się przy rosną
cych wartościach 2 0(p).

Bys. 5* Siatka laplaso - regularna i konstrukcja dystrybuanty 
rozkładu normalnego C(x) = 2 0  (p) - według skali C, lub E(x): 

= 1-2 0(p) według skali E.

Na siatce w ten sposób konstruowanej dystrybuanta rozkładu 
normalnego (2a) przedstawiona jest prostą o równaniu

p = A x, (13)

gdzie: A jest współczynnikiem proporcjonalności,- który odpo
wiada tangensowi kąta cC nachylenia prostej do osi x.
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Uwzględniając (9) i (10) otrzymujemy

A = tgcC = 1 ■ .
l2Dt

(14)

Bównanie (14) umożliwia skonstruowanie prostej p = Ax,jeśli 
znana jest wielkość współczynnika dyfuzji D i czas obróbki 
dyfuzyjnej t. Najprościej będzie jednak, zamiast obliczać 
kąt oC , wyznaczyć współrzędną punktu K (rys. 5), dla
którego rzędna wynosi p = 1 (czyli C(x^) = 0,683). Odcięta xyJ 
wyznacza się ze wzoru (9), podstawiając p = 1, mianowicie

na Sxatce laplaso - regularnej jest nieco bardziej kłopotliwe, 
ze względu na konieczność uwzględniania wartości dopełniających 
do jedności.

Ażeby uniknąć tej niedogodności siatkę laplaso - regularną 
uzupełniono skalą E, przedstawiającą wartości dopełniające 
do 1. Na rys. 5 skala E jest naniesiona z prawej strony wy
kresu. W ten sposób skonstruowana siatka laplaso - regularna 
umożliwia przedstawianie dystrybuant, określonych zarówno rów
naniem (la) jak i (2a), jako prostych. Należy jednak zwrócić 
baczną uwagę na stosowanie właściwej skali (C lub 3), jeśli na 
jednym wykresie występują funkcje wyrażane obydwoma równaniami 
(la) i (2a).

W pracy niniejszej, dla uniknięcia ewentualnych pomyłek, 
przyjęto jednakowe oznaczenia dla krzywych i odpowiednich skal:
a) dla krzywej nawęglania E(x); odpowiadająca skala E,
b) dla krzywej odwęglania C(x); odpowiadająca skala C.

Xl = i 2 D t  = ^  . (15)

Przedstawienie funkcji

E(x) = 1 - 2 0 (p) da)
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4. Konstruowanie rzeczywistych krzywych rozmieszczenia weela 
po obróbce dyfuzyjnej na siatce laplaso - regularnej

Wykreślanie dystrybuant rozkładu normalnego na siatce la
plaso - regularnej sprowadza się do obliczenia, na podstawie 
znanych wielkości D i t, z równania (15) odciętej punktu 
K, którego rzędna wynosi p = 1 (lub C s 0,683).

Ponieważ - jak to wskazują równania (4) i (5) - rzeczywiste 
rozmieszczenia węgla po obróbce cieplno - chemicznej są albo 
różnicą (przy nawęglaniu), albo sumą (przy odwęglaniu), więc 
konstrukcja takich krzywych nie powinna sprawiać trudności. 
Konieczna jest tu jednak znajomość wartości fi, czynnika cha
rakteryzującego intensywność działania ośrodka. Wielkość B 
należy określić doświadczalnie dla każdego materiału podłoża 
i ośrodka czynnego z równań (6) i (7).

Według badań autora [7]» przeprowadzonych dla dwu gatunków 
stali nadeutektoidalnych (N11 i ŁH15) odwęglanych w powietrzu 
w zakresie istnienia austenitu, można przyjąć, że B jest li
niową funkcją temperatury odwęglania. Można także wykorzystać 
stężenia węgla na powierzchni próbek po obróboe cieplno-che- 
micznej (EQ i CQ) podawane w literaturze.

Dla próbek nawęglanych składowa główna, charakteryzująca 
proces nawęglania, którą na podstawie wzoru (4) można określić 
równaniem

C1(x) = 2 0(p)

na siatce laplaso - regularnej przedstawiona jest prostą

p,, = x tgcC , (16)

zaś składowa charakteryzująca proces hamujący odwęglania

C2(x) = 2 0  (p+B)

prostą równoległą do poprzedniej, ale przesuniętą o odcinek 2k
p2 = (x+2k) tgcC.
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Dla wyznaczenia krzywej rozmieszczenia węgla po nawęglaniu 
należy odczytać z lewej skali nierównomiernej Cc = 2 0(p)) war
tości C2(x) i C^(x) i następnie odjąć je od siebie:

E(x) = C2(x) - C1(x).

Uzyskane wartości nanosi się na wykres, albo na siatkę la- 
plaso - regularną, albo na układ konwencjonalny (x, y = 2 0(p)).

Gdy na siatce laplaso - regularnej uzyskane wyniki nanosi 
się według skali lewej (C = 2 0(p)), to wówczas krzywa rozmie
szczenia węgla będzie przecinała obydwie składowe (rys. 6), je
śli zaś wykorzysta się skalę prawą (E = 1 - 2 0 (p)), to wów
czas składowa główna (16) jest asymptotą krzywej skonstruowa
nej (rys. 6 i 7).
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J

25

2

¿5

i

05

0

OH

O tf

?5

2

(5

l

0 5

0

02

05

04

0 5

06

•

i)9 r
0V, f /
m

o s

08

ar

06

05
04

0.8
07

*
*

. o»
% u

♦ yi s

/ł
/

\
\

V

C
\

OT

W
01
0

00

Rys. 6. Schemat konstrukcji krzywej rozmieszczenia węgla po na
węglaniu, jako różnicy składowych C2(x) i C^(x) w oparciu o ska-

1  ̂c
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Rys. 7. Schemat konstrukcji krzywej rozmieszczenia węgla po na- 
węglaniu jako różnicy składowych C?(x) i Ĉ ,Cx) w oparciu o

skalę E

Konstruowanie krzywej rozmieszczenia węgla po odwęgleniu 
jest nieco bardziej skomplikowane. Równanie zawiera składową 
główną, przedstawiającą wynik odwęglania, wyrażoną jako

C2(x) = 2 0 (p),

którą należy wykreślać w oparciu o skalę nierównomierną z le
wej strony (C = 2 0 (p)). Równanie tej składowej ma postać

p2 = x tgoC .

Składową procesu hamującego (nawęglania) czyli 

E1(x) = 1 - 2 0  (p+B)
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wykreśla się w oparciu o skalę z lewej strony (E = 1-2 0 (p)).
W ten sposób uzyskuje się prostą

p^ = (x+2k) tgct.

Dla wyznaczenia krzywej rozmieszczenia węgla po nawęgleniu 
odczytuje się na odpowiednich skalach wartości C2(x) Cskala C) 
i E^Cs) (skala E), sumując je

C(x) = C2(x) + E'|(x),

a następnie nanosi się na siatkę laplaso - regularną według 
skali C. Wynik otrzymany przedstawiono na rys. 8.

Z porównania rys. 7 1 8  wynika, że jeżeli krzywą rozmieszcze
nia węgla po nawęgleniu przedstawić za pomocą skali E, to wów
czas otrzymany wykres jest identyczny jak dla krzywej rozmie
szczenia węgla po odwęgleniu.
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Hys. 9» Porównanie przebiegu teoretycznie obliczonej krzywej 
rozmieszczenia węgla po nawęglaniu - z wynikami analiz che
micznych cienkich warstw próbki stali węglowej o zawartości 
ok. 0,18% C, nawęglonej w proszku w temperaturze 900 C przez

czas 4 h [2, 3]

Hys. 10. Porównanie przebiegu krzywej teoretycznie obliczonej 
zawartości węgla po odwęgleniu z wynikami analiz chemicznych 
cienkich warstw próbki stali ŁH15, odwęglonej w powietrzu w 

temperaturze 1100 C przez czas 12 h [4, 7]
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Dla sprawdzenia przedstawionej metody wykreślania krzywych 
rozmieszczenia węgla po obróbce dyfuzyjnej porównano wyniki 
obliczeń teoretycznych z wynikami analiz chemicznych cienkich 
warstw przy czym dla nawęglania wykorzystano dane Slattensche- 
ka [2 , 3]» zaś dla odwęglania - dane autora [4, 7] . Porówna
nia dokonano graficznie, co przedstawiono na rys. 9 i 10.

5. Wnioski

1. Siatka laplaso - regularna skonstruowana dla przedstawiania 
wyników dyfuzji umożliwia wykreślenie dystrytuant rozkładu 
normalnego w postaci odcinków prostych.

2. Składowe krzywych dyfuzji węgla w stali, które są dystrybuan- 
tami rozkładu normalnego, na przedstawionej siatce są prosty
mi.

3. Wyznaczenie prostej przedstawiającej główną dystrybuantę 
sprowadza się do obliczenia odciętej jednego punktu K.
Drugą składową przeprowadza się równolegle, uwzględniając 
przesunięcie 2k na osi odciętych, lub 3 (ewentualnie CQ, 
czy E0) na osi rzędnych.

4. Wyniki obliczeń krzywych rozmieszczenia węgla, przedstawio
ne przy pcmocy siatki laplaso - regularnej, wykazują zgod
ność z wynikami doświadczalnymi.
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HOBblfi CnOCOB M30BPA2CEHkji K P L JU X  PACIiPEflEJIEHlui yiMIEPOflA  

nO CJIE TEPMOXllMLHECKOii OEPAEOTWu OTAJIM

P e 3 ki m e

Abtop npejy iaraeT  npHMeHHTb jy ia  k o h ctpyapoE aHHH kphbux pacnpe- 
seneHWH y raep o jja  b TepMoxKuzaecKH oÓpaóOTaHHoii CTanz a an aa c o -  
KyfiHaecKyB pemeTKy c TpeMa maanaMK Ha och opjjHHaT:

а )  paBHoaepHOii mKanoii npencTaBJi aminę ii HHTerpan Be po e t  h oct w 

Taycca -  p ,
б ) aepaBHOMepHOH uiKanoM npHBOjjameH 3HaaeHHa HHTerpana BepoaT- 

hocth 0 = 2 ^ ( p ) ,  ^otBeaajoiuHM 3HaaeHHaM p Ha npejiusymeA 
mKane ) ,

b ) BTopoa HepaBHOMepHOH mKanoM co sHaneHiiaMii jo n ojiHaniahmh 
HHTerpan BepoaTHOCTH jo  1 ,  E =  1 -  2 $ ( p ) .

Ha TaKoft pemeTKe jjHCTpHdyaHTU HopMatibHoro pacnpeaeaeHHH aB-na- 
mTca npaMJMH h axjx o He hhh mh noa yraoM oC k och x .  Tan aaic co- 
CTaBaHamHe kphbk'x  pacnpejjeaeHHH yrjiepojja hbjihbtch TOJKe jKCTpii.. 
6 yaHTumh HopManbHoro pacnpejjeaeHHa, ohh woryT dHTb BbiaeptieHU 
npocTUM cnocoóoM, hto jjaeT bo3mojkhoctb Jierao onpeaeJiHTb kphbhł 
pacnpejjejieHHH yraepojja aaa j z a  o6pa3noB norBepraetŁix Hayaepo- 
acHBaHHD, iaK h mjis oóe3yraepoxH Baeiaix 0ópa3ij0B.
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BIN NEUES VERFAHREN BEI DER HERSTELLUNG VON KÖHLENSTOFFVER- 
TEILUNGSKURVEN IM STAHLE NACH DER WAHRMEBECHANDLUNG

Z u s a m m e n f a s s u n g

Der Verfasser schlägt vor bei der. Herstellung der Kohlenstoff
verteilungskurven im Währmebechandeltem Stähle das Laplace - 
reguläres Netz mit drei Skalas an der Ordinatenachse zur Ver
wanden, und nämlich:
a) die gleichmassige Skala,,mit dem Parameter - p der GaUsschen 

Wahrscheinlichkeitsintergrale,
b) die ungleichmassige Skala, mit dem Wert der Gausschen Wahr- 

scheinlichkeitsintergxale C = 2 0(p),
c) die zweite gleichmassige Skala, mit den nachfüllenden Wer

ten der Gausschen Wahrschenlichkeitsinterglale biszu 1;
E = 1 -  2 0 (p ).

Dieses Verfahrens ermöglicht eine sehr einfache darstellung 
der Kohlenstoffrerteilungskurven im Stahle, so nach der Auf
kohlung, wie auch entkohlung.


