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GENEROWANIE OPTYMALNEGO KSZTALTU KONSTRUKCJI METODA £LEMENT6w BRZEGOWICH

Streszczenie. W pracy przedstawiono rozwigzanie problemu ksztak-
towanla optymalnego brzegu konstrukcji _stosujgc procedury numeryczne
metody elementéw brzegowych. Zagadnienie sformutowano w sposéb ogdlny
dla dwéch typow funkcjonatdéw Jakosci. Wektor zmiennych ksztaktowych
generujacy optymalny ksztadt konstrukcji wyznaczono z warunkéw opty -

-malnosci, ktore wyrazono przez zmienne stanu ukdadu podstawowego |
ukdadow sprzezonych. Przedstawiono przyktad numeryczny ksztattowania
ze wzgledu na Kryterium maksymalnej sztywnosci.

1. Wstep

Okreslenie optymalnego ksztakttu konstrukcji stanowi jeden z istotnych
etapéw procesu konstruowania. Uniwersalng drogg uzyskania rozwigzania te-
go zagadnienia jest zastosowanie metod numerycznych. Metoda elementow
brzegowych zyskujaca sobie coraz szersze zastosowanie do probleméw analizy
(1,2] jest wygodnym narzedziem stuzacym do modelowania konstrukcji w
problemach syntezy ksztaktu.

Sformutowanie i zastosowanie metody elementéw brzegowych do probleméw
optymalizacji ksztaktu konstrukcji przedstawiono w pracach wkasnych (3, 4,
5] . Wpracach [3, 4] problem optymalizacji ksztaktu dwu- 1 trojwymia -
rowych ciat sprezystych rozwigzano stosujac metode warunkéw optymalnosci
i technike elementéw brzegowych, przyjmujac za kryterium optymalnosci ma-
ksimum sztywnosci konstrukcji. W pracy (5] stosujgc to samo ujecie roz-
wigzano zagadnienie optymalizacji ksztaltu przekroju poprzecznego preta
skrecanego. Niezaleznie od wymienionych wyzej prac wkasnych pojawidy sie
takze publikacje innych autordéw poswiecone tsj samej problematyca [6, 7]»
4 pracy [6] rozwazany Jest problem optymalizacji wakdw ze wzgledu na
maksymalng sztywnos¢ na skrecanie przy zastosowaniu metody elementéw brze-
gowych 1 programowania nieliniowego. Poréwnanie metody elementéw brzego -
wych z metodg elementéw skoniczonych w optymalizacji ksztaktu dwuwymiaro -
wego ciala przy zastosowaniu kryterium minimum ciezaru przedstawione Zzos-
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tato w pracy 171]

Niniejsza praca Jest pewnym uoglélnieniem wczesniejszych prac wkasnych
Problem generowania optymalnego ksztaktu konstrukcji rozwazono dla dwoch
dowolnych funkcjonatéw jakosci zaleznych od naprezen i sit powierzchnio-
wych lub od odksztakcen i1 przemieszczen brzegowych przy warunku ograni -
czajacym objetos¢ konstrukcji.

2. Sformutowanie problemu

Rozwazana konstrukcje uwaza¢ bedziemy za cialo sprezyste o stakych
X, fx., zajmujaca obszar 7 z brzegiem S. Niech brzeg ten skkada sie z
dwéch czesci : S1 ,na ktorej; zadane sg przemieszczenia u® - u? i1 S2 ,
na ktorej zadane jest zachowawcze pole sit powierzchniowych t© - t°
Oczywiscie S - S1 S2 oraz S2 - 0 . Tak okreslony ukfad sprezysty
nazywa¢ bedziemy dalej ukdadem podstawowym (UP) . Zagadnienie analizy u-
kkadu (@RI polegajnce na wyznaczeniu pola przemieszczen (a takze od-
ksztatcen i naprezenn ) przy zadanych warunkach brzegowych opisane jest
brzegowym réwnaniem cakkowym:

cik(y,uity® " & FKG-IT0AdSE) - YU Oddsfee) ., (D)

gdzie

UikQ,y) - GILE )51k + r,ir,k] @a)

ik IXTY) = BRETHT (yil~-~ik + 3rrir"k]li -(1-2v)fr, ink-r,kni)}

dla zagadnien przestrzennych,

cik(y)- 8I/iB-yT {G—») - t,ir»k1 @)
TikGoy™ 871Gy)- (r)[[0-2V) 6ik +2*,~-"] -(1-2v)(r,A-r,

dla zagadnien phkaskich (plaski stan odksztalcenia) ,
przy czym

. 172
r -[xi - ydX- -y,
5ik dla y6V e
cn.@) -
1 5. dla ys6s

V - liczba Poissona
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Probiera optymalizacji ksztadtu konstrukcji jest bardziej ztozony od
problemu analizy. Czes¢ parametréw okreslajacych ksztadt konstrukcji two-
rzy zbidér zmiennych projektowania. Zmienne te bedace zmiennymi ksztakto -
wymi sa poszukiwanymi niewiadomymi funkcjami, ktdre generuja optymalng
posta¢ geometryczng konstrukcji. Wartosci zmiennych ksztaktowych sg okre-
Slane w procesie syntezy w ten sposob, aby zadane warunki ograniczajace
zostaty spelnione, a przyjety funkcjonat jakosci konstrukcji osiagat eks-
tremum. Zakdadamy, ze powierzchnia S1 jest brzegiem ustalonym, natomiast
ksztatt powierzchni Sg generowany jest wektorem g(x) « (g”k)) odmierza-
nym od pewnego brzegu bazowego tak, ze punkt x przechodzi do punktu xg
weddug zaleznosci (rys.l)

- X + g @

S.k}adowe0 gl(x)(i—1,2,3) sg zmiennymi ksztaktowymi i nalezg do przes -
trzeni C . W takim przypadku zarowno obszar zajmowany przez konstrukcje
V,jak i1 brzeg Sg zaleza od zmiennych ksztaktowych.

Problem generowania optymalnego ksztaktu konstrukcji rozwigzemy dla dwoch
typow funkcjonatow jakosci:

- dla funkcjonatu 1J zaleznego od naprezen i sit powierzchniowych

,J —S Y«J2)dV+" uw>(t)dS. ®

1 V(g) S/

- dla funkcjonatu gJ zaleznego od odksztakcenn 1 przemieszczeh >

J - 4>(e)dVOS tp(u,S )d3-, (6)
2 V(9) ag(g)
gdziey ©i pewnymi funkcjami naprezen i odksztakcenn okreslonymi

na ziiennyr. obszarze V(g) \ tp(®) jest pewng funkcja sit powierzchniowych
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okreslong na ustalonym brzegu S1 , natomiast tp(a, S2) jest pewng funkcja
przemieszczen oraz konfiguracji brzegu S2 i okreslong na powierzchni S2
V charakterze warunku ograniczajgcegd].; przyjmujemy ograniczenie obszaru
zajmowanegoeprzez konstrukcje V « VQ , gdzie VO jest pewng z gory za-
dang objetoscig konstrukcji.
Jesli ograniczenie objetosci nie gwarantuje istnienia rozwigzania proble-
mu @o mozna przyja¢ dodatkowo ograniczenie na wektor g(xX) w postaci
lgC)|sd , gdzie d jest pewng stala.”
tF procesie generowania optymalnego ksztaktu konstrukcji poszukujemy ta -
kich wartosci zmiennych projektowania g~N(xX) » dla ktéorych funkcjonat ja-
kosci  pJ(]*-1]2) bedzie osiggat minimum a objetos¢ konstrukcji jest o-
graniczona,tzn. minpJd przy V -\VQ .
W celu znalezienia dla tak sformudowanego problemu koniecznych warunkéw
optymalnosci niezbedne jest okreslenie wrazliwosci funkcjonatow jakosci
konstrukcji .

3. Wariacje funkcjonatow jakosci i ukdady sprzezone

Analiza wrazliwosci polega na wyznaczeniu odwzorowania, ktoéra-waria-
cjom zmiennych ksztaktowych Sg przyporzadkowuje wariacje zmiennych sta-
nu 59 (np- przemieszczen, odksztakcen lub naprezen) i funkcjonatdw ja-
kosci 6pJd

Sqg - A Sg
5pJ -pA 6g ,

gdzie Ag ipA sa fop"eratorami wrazliwosci.

Wariacje ;funkcjonatu £jakosci wyrazi¢ mozna przez wariacje zmiennych
projektowania i operator wrazliwosci A” . Jawng posta¢ operatora A™ jest,
trudno ustali¢ i dlatego przy ocenie wrazliwosci funkcjonatow™, postu-
zy¢ sie mozna pojeciem ukdadéw sprzezonych (por. np. Kroz-N,irmov [8] ,
Dems [3], ,Dems-Kr6z [10], ;Haug [11], -Szefer [12] - dla problemow*
dynamicznych]) -

ttidajd[ sprzezony p(IR)HE «1,2) jest ciatem o konfiguracji i wkasciwos -
ciach fizycznych jak ukdad podstawowy (UP) . Na brzegu ukdadu p{0S)
zadane sg przemieszczenia pr -pV® , a na brzegu 3,, sidy powierzchniowe
pP “ pP" e Ponadto w ukdadach p{JS) istnie¢ moga odksztalcenia wstepne
p£° 1 £naprezenia wstepne CI° . ktore sg zrodtem Fikcyjnych pseudosit
masowych. Warunki brzegowe oraz odksztakcenie- 1 naprezenia wstepne zaleza
od postaci funkcjonatow jakosci w sposob nastepujacy:
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fJSt ,603)
\Y ¥T0 2T° " 0
ut
S2: e “ 0 2p° <8>

V :

W przypadku ogélnym pole odksztalcen wstepnych 1<° w ukkadzie 1(S)
jest (jniespdjne. Naprezenia wstepne 20° w ukdadzie 2 (US) powoduja takie
powstanie niespdjnego pola odksztatkcen 2S° . W takim przypadku tensor
niezgodnosci Jest rézny od zera , tzn. IncpCO / O i wiezy nakazujace
uktadowi «(US) pozostawa¢ spdjnym powoduja powstanie odksztakcen opre -
zyBtych p8 takich, ze pole odksztakcenn catkowitych p*T «?;* +"\8 Jest
polem spojnym [13] . Przemieszczenia uktadu p (US, zwigzane sa z od-
ksztatceniami catkowitymi nastepujgaca relacja:

pelj * °’5<PVi,J +PVJ,1> * <9>

Brzegowe rownania catkowe dla uktaddéw sprzezonych p(US) maja postac

cik(Wpvi(y)- \ uik(x>yipP1(x)dS(xX)- S Tik(X,y)pv1i(x)dS()+ Hk(y), (10

s s
gdzie;
v CidmnUik<z’y> C , »J<z)dv<2> * 1>
A<y>- \ uik(z~y> «?j. . j{z)dv(v [ in>
v
Cijmn " x61iJ5mn + t*(6im5jn + 6 In6Jm) - {15
o 3?21 (0) 327~(0)
£mn ,,J °pe,3 + 1«Imn0x3 -
SbhilniL. . + - (15,
1Jitd "38]j36pgP1>x) 2®1J®XJ
Odwzorowanie V zdefiniowane réwnaniem(@) okreslone Jost

na zmiennym obszarze i dlatego analiza wrazliwosci funkcjonatéw pJ pro-
wadzi do .zagadnien wariacyjnych dla nieustalonych obszaréw [14] « Oak -
kowite wariacje pol przemieszczern, odksztatcen 1 naprezen okreslone sg
nastepujaco

5q, “*?A* e 0-u,6,0 , (1b)
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gdzie 5”7 jest wariacja zmiennych stanu dla ustalonego obszaru, zas
drugi sklatinikf. wyraza wariacje zmiennych stanu q spowodowang zmiang
ksztr 4t brzegu S,,.

Pierwsze wariacjefunkcjonatdw jakosci pJ wyrazaja sie nastepujacymi
zaleznosciami  (por, £9, 103)

- AY.eSadY + nkegkdS2 + J ¥-t5WS1 . 07)
Vv S2 S1

V.  “ 1*»g6gd7 +5 * nkbgkds2 + Si”~-n55 +
\Y% S2 S2 (@)

+f(tP,n  ??ii)nk +<P-uu’k " ‘P-k] 6@k + 6s2p|ds2 -

gdzie H jest Srednig krzywizng powierzchni S? , jest wariacja funk-
cji f wywokang zmiana brzegu S? (dalej zakkadamy, ze <P jest zalezna
od pola przemieszczen i potozenia punktu brzegowego tp (u.s.)- <p(u, X)
Uwzgledniajac (@) w @7 1 (A8) otrzymujemy po przeksztakceniach:

" S P Prs5eds2 : (19)
S2
gdzie ;
- ?t°ivH - °ie? - (20)
2F -$ + (<pt t°-2v),n - 2(<p+ t°2v)H - <eT ) (21)

przy czym O i t° s naprezeniami i sidami powierzchniowymi ukdadu pod-
stawowego (UP) , natomiast pv 1 p® sg przemieszczeniami i1 odksztat-
ceniami calkowitymi ukdaddéw sprzezonych p(US)

Warto zwroci¢ uwage, ze wymienione wyzej wielkosci jak i pierwsze waria-
cje funkcjonatow pJ okreslone sg wykacznie na optymalizowanym brzegu Sj.
Wyrazenia (20) i1 (1) znacznie sie upraszczajg, gdy funkcjonaty jakos-
ci pJ wyrazaja energie uzupedniajaca lub energie potencjalng. Wowczas
funkcje pF zalezg tylko od zmiennych stanu ukdadu podstawowego. Nato -
miast, jesli funkcjonaly Jakosci (6) 1 (6) okreslone sg tylko cakkami
brzegowymi, to odksztakcenia wstepne 1£° i naprezenia WBtepne 20° sa
rowne zero, co znacznie upraszcza analize ukdadow sprzezonych, gdyz cakki

objetosciowe (1) 1 (@2 znikaja-

4.  Warunki optymalnosci

Sformutowany'" uprzednio problem optymalizacji ksztattu konstrukcji
oprowadzi¢ mozna do Kznalezienla warunku stacjonamosci funkcjonatu
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pi - pJ +oo(v - VQ) (22)
gdzie w jest mnoznikiem Lagrange’a.
Konieczny warunek-stacjonarnosci funkc jonatu ;JLagrange’a p 1 otrzymujemy
przyrownujac do zera jego pierwsza wariacje:
6pl -5pJ + 0)5v +5W)(v - VQ) - O . @3)

Stad otrzymujemy;

5pl-6pJ +a)5v_o

@
Vs) dv - Vo
\Y
przy czym wariacja objetosci okreslona je3t nastepujaco:
6V - N n-5gdS2 . )

S2
Zwigzek (24) okresla konieczne warunki optymalnosci. Wykorzystujac wy-
razenie na pierwszg wariacje funkcjonatu pJ (19) warunki optymalnosci
przyjmuja postac:

6pl - » pEn*6gdS2 - O

S2 (?6)
V - V0
gdzie pP - pP +® @0

Warto zwréci¢ uwage, ze podobnie Jak wyrazenie na wariacje funkcjonatu
jakosci tak 1 konieczne warunki optymalnosci okreslone sg tylko na brzegu,
ktéry podlega optymalizacji.

5. Dyskretyzacja warunkéw optymalnosci elementami brzegowymi

Optymalnego obszaru bedziemy poszukiwa¢ wsrod rodziny wielosciandw o
tréojkatnych bokach. Boki te su utworzone przez elementy brzegowe. Zbior
wszystkich elementéw S°(ct-l, 2, ..,,n) przedstawiamy Jako sune tylu n
podzbioréw(ile jest wezdow, tzn. {da} - , gdzie {z®} jost
zbiorem tych wszystkich elementéw, ktore zbiegaju sie w p-tym wezle
(rys.2) . Funkcje generujaca optymalny brzeg wygodnie Jest teraz przeds-
tawi¢ dla kazdego el.ementu S® w postaci parametrycznej:
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apil* 1771 +sgx2x3 = . @D
a- 1,2,...,m0 5 p-1,2,...,n0

gdzie L, 1 L,*, aa diugosciami bokéw elementu brzegowego (rys.2)
Sektorowe parametry ksztaltu a » al, %\ zdefiniowane sg réwnaniem:

dla AL K A)

tpUi»e?) «p dla E1-L, ,8§?2-0 29

o] dla -0 ,e2-12

2 WPJI il,2,3 ; p«i,2,...,MQ

Wynika z tego, ze jezeli na optymalizowanej powierzchni znajduje sie mQ
elementéw i nQ wezkdw, to optymalizowany brzeg generowany jest przez
3np parametréow ksztaktu aip . Warunek optynalnosci moze by¢ teraz

przedstawiony w postaci

Fit-@—6a. dS » O (30)

\
S m2 a 3aip Ip

n “-1

Przez odpowiednie pogrupowanie wyrazen row. (30) przyjmuje postac:

vV o o- 2 @D
p-i j-i
Wréw. (@@L nie obowigzuje konwencja sumacyjna wzgledem podkreslonych
wskaznikéw. Przez oznaczono liczbe elementéw zbiegajacych sie w
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p-tym wezle, c;odstawiajac zaleznos¢ <28) do réwnania (G) oraz
uwzgledniajac dowblnos¢ wariacji ”"ap otrzymujemy:

“p
2 5’\(1 - ¢.8, - (-3- jBinr*oe - o0 <32;
J-1 S0 1 2
p
gdzie skorzystano z zaleznosci dSad e sinTWdt., , przy czym f jest
katem miedzy wektorami bazowymi lokalnego ukdadu wspodrzednych lezg-

cymi na elemencie Sa® w wezle p (rys.2) . Rownanie (32) nalezy uzu-
pedni¢ jeszcze o warunek (249" . Warunek ten wygodnie jest przedstawic
w postaci calki powierzchniowej:

\dV -1 \rndS 4 V S ards ) [€9)
& .S &£l 3

Uwzgledniajac, ze potozenie dowolnego punktu na elemencie S(j przedsta-
wia wektor wodzacy

m*p & NF] - W

to réwnanie (33)przyjmuje postac:

fi V nmds“l - vo * W

ot1
gdzie |Sa| jest polem powierzchni elementu Sa , natomiast r*“  jest
wektorem wodzacym wezda p, w ktérym zaczepiony jest lokalny ukdad wspok-
rzednych na elemencie Sa
Rownania (@32) i1 () tworza ukkad 3no + 1 nieliniowych réwnan alge-
braicznych, z ktdorych mozna wyznaczy¢ parametry ksztadtu a0 , generujace
optymalny brzeg oraz mnoznik Lagrange’a W
W przypadku probleméw dwuwymiarowych optymalnego obszaru szukamy wsréd
rodziny wielokatéw. Boki wielokata utworzone sg z prostoliniowych odcin-
kéw o dbugosci L ,bedacych elementami brzegowymi (ryn.5) . rfoamczas wa -
runek optymalnosci po dyskretyzacjielementamibrzegowymi ma postac;

iLOSPPp(Lp-*)yH??r pr(Vi -*>>72-& *0 * (3
o
P e "»2]ees

"latomiast warunek zachowania stakego pola wielokata ca postac:

+ 2 r-nplp - Ao , (€n)
p-1

gdzie A, oznacza zadane z céri pole wieloknta.
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Rownania (@@6) 1 (37) tworzg uktad 2n0+1 nieliniowych rowmaui algebra-
icznych wzgledem parametréw ksztakttu i mnoznika Xagrange’a.

Nieliniowe algebraiczne réwnania (@2) i1 (33) (dla przypadku przes -
trzennego ) lub @36) 1 @7) (dla przypadku plaskiego) mozna zapisac:

*r (bp -0 , (€5))
gdzie ~

b3p-2 "alp > b3p™M *aZ2p ! b3p "a3p ? b3n0O+L "w

(r,qg - 1,2,...,3no+¥l ) dla przypadku przestrzennego,

b20 "™ a2p > b2p-1 “alp > b2n0+l “w

(r.,qg - 1,2, ,..,2n +1) dla przypadku pkaskiego.

Nieliniowe funkcje. zaleza w spos6éb niejawny od parametréw bq oraz
od zmidnnych stanu Oi1 t° ukladu podstawowego (UP) oraz pV 1 pET
(P- 1.2) uk#adow sprzezonych p (US) okreslonych na Sj , ktére mozna

wyznaczy¢ poprzez analize .tych ukdadow metodg elementéw brzegowych.

6. Analiza uktadu podstawowego i ukdaddéw sprzezonych metoda elementéw
brzegowych

Podstawg analizy ukdadu {UP) Jest brzegowe réwnanie catkowe (@)
Fcelu jego rozwigzania dzielimy brzeg S na m elementéw brzegowych,
a w przypadku wystepowania sit masowych wnetrze obszarp V dzielimy na
e komorek wewnetrznych (ang. internal cells 11,2]) .W przypadku za-
gadnienia trojwymiarowego elementy brzegowe sa tréjkatnymi elementami
powierzchniowymi (rys.2) , a komorki wewnetrzne czworoscianami. Gdy ma-
my do czynienia z zagadnieniem dwuwymiarowym elementami brzegowymi sg od-
cinki prostej (rys.-3) , a komérkami wewnetrznymi - plaskie triojkaty .
Dalej zakkadamy, ze przemieszczenia o i sidy powierzchniowe t zmie-
niaja sie liniowo na kazdym elemencie brzegowym S

ul) - tfa)uw ,
(€))

) Kl
5 m (£ ) * cl* 1,8, «1.|K 1

Cdzie x“(g)jest funkcja ksztattu, uw i1 t sa wartosciami weztowymi
przemieszczen i 3it powierzchniowych.
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Jesli istniejg jakies funkcje b(x) , xev . okreslone wewngtrz obszaru
V, to aproksymujemy je liniowo w kazdej komérce wewnetrznej V~(1-1,2 e
za ponoc« wartosci weztowych b i funkcji ksztattu W'

bl - Mlb. 1-1,2,...,e (CY))
Brzegowe réwnanie catkowe po dyskretyzacji przyjmuje postac:

cii 2 {[5 WaTKads]tw - [\ oWds] uw] . @
c1l St S*
gdzie UaT i [I"F sg macierzami utworzonymi z elementow ylj(xa,yT) i
yT), natomiast u? jest wektorem przemieszczeh reprezentatywnym
dla T-tego elementu brzegowego.

Ostatecznie otrzymujemy:
u* -Tu -0 , (%)

gdzie t i1 u sa macierzami kolumnowymi wezdowych sit powierzchniowych
i przemieszczenn, natomiast macierze kwadratowe U i1 T zaleza odpowieri-
ot

Y
nio od catek brzegowych z jadrami Ua T i stalej cC
Réwnanie (42) przedstawi¢ mozna w postaci:.

KX - IT “@3)

gdzie X jest macierza kolumnowg nieznanych sit+ wezdowych na brzegu 3,
i przemieszczen na brzegu S? , T jest macierza kolumnowg znanych prze-
mieszczen weztowych na brzegu 3™ i1 sit weztowych na brzegu 3, , nato -
miast macierze K i t zalezg od macierzy U i T

Rozwigzujac uktad réwnan algebraicznych (43) znajdujemy macierz X .

a” ten sposob znamy wszystkie wartosci wezdtowe przemieszczen i sit po -
wierzchnlowych na brzegu S , ktdére okreslone sg w lokalnym ukdadzie
wspétrzednych z baza . Przemieszczenia wewnagtrz obszaru V obliczamy
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z rownania (1), gdy yGV, Po dyskretyzacji otrzymujemy:

“OyD - 2{IL$ yD»dSJHW- [ S tFA.yl)*~1°} ., @)
.tel s+ s+
gdzie p(y"I) jest wektorem przemieszczen reprezentatywnym dla 1-tej =
A « 1,2, .,.,e) komorki wewnetrznejy V1 . Jesli teraz przez « ozna -
czyny wszystkie skladowe wektora przemieszczen weztowych wewngtrz komor-
ki wewnetrznej V*, to przemieszczenie w dowolnym punkcie ma postac:

u - Mun . “45)

Pole odksztatcen okresli¢ mozna na brzegu 3 1 wewngtrz obszaru V :

*Is m ®"“‘w " *lv 7 (46"

gdzie B jest macierza funkcyjna wigzaca stan odksztakcenia ze stanem

przemieszczen.
Naprezenia na brzeguS iw obszarze V obliczamy nastepujgco:

crls - D*- DMttw , O v - BBMun , “@n

gdzie D jest macierzg sprezystosci.

Do warunkéw optymalnosci wystarczy znajomos¢ O .tylko na brzegu S,, .
Znajomos¢ £ 1 0 wewnatrz obszaru V potrzebna jest do analizy ukdadow
sprzezonych. Analize ukdadéw sprzezonych przeprowadzamy w celu obliczenia
pv 1 (@G- 1,2) na brzegu S2< pPodziat UKtadu pUS) na elementy brze-
gowe S° i komorki wewnetrzne V* przeprowadzamy w sposob -identyczny
jak ukkladu (AP) . Przemieszczenia pV i sidy powierzchniowe apro-
ksymujemy podobnie:

pveU) .
“d)

pP"a) - ") pPv -

-iielkosci wystepujace wewngtrz obszaru V aproksymujemy wedtug zaleznos-
ci (40) , Jowczas dyskretna posta¢ brzegowego rownania catkowego (10)

opisana jest zaleznosc¢ii:

\Y, "2 W , - tH> <,,>
0.-1 Sa 8
gdzie @HT jest wartoscig cakki objetosciowej (1) lub (2) dla us-
talonego y™ .
Hownanie (48) przedstawi¢ mozna nastepujaco:

UpP- T pv * fH 0
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gdzie macierze kwadratowe O 1 T okreslone 8» tak samo Jak w row. (42),
natomiast pp 1 pv sa macierzami kolumnowymi wezdowych sit i przemiesz-
czen na brzegu S , Macierz kolumnowa pH zalezy od calki objetosciowej,

pochodnych funkcji Y lub oraz od naprezen o]v lub odksztakcen e] j
wewngtrz ukdfadu (OP) . Réwnanie {50) sprowadzi¢ mozna do postaci:

KpX - & pl + pH GD

gdzie Jest macierza kolumnowa nieznanych sit wezdowych na brzegu

1 przemieszczen na brzegu S2, pt Jest macierza kolumnowa znanych prze -
mieazczen i sit weztowych okreslonych przez warunki (a) . Macierze K

i h okreslone sg identycznie jak w réwnaniu (43)

Rozwigzujac ukdad réwnan algebraicznych (Gl) znajdujemy macierz X 1
w ten spos6b bedziemy zna¢ wartosci wezdowe przemieszczen i sit po-
wierzchniowych ppw na brzegu S. Interesujace nas przemieszczenia i od-
ksztatcenia na brzegu S2 obliczamy za wzordéw:

PT- * p\
(€%)

W przypadku , gdy funkcjonaly jakosci pJ przedstawiajg uobg odpowiednio
energie uzupetniajaca (P“D) jako miare podatnosci konstrukcji lub encr-
gie potencjalng (p-2) Jako miare sztywnosci konstrukcjir wystarczy prze-
prowadzi¢ tylko analize ukdadu podstawowego wyznaczajac przemieszczenia,
odksztatcenia lub naprezenia tylko na brzegu (2 . Ody w funkcjonatach
jakosci Y- 8- 0, to przy analizie ukkadu podstawowego pomijamy etap wy-
znaczania przemieszczen, odksztakcen.i naprezen wewngtrz ukkadu, a przy
analizie ukkadbéw sprzezonych macierz pH « 0, / tym przypadku analiza u-
kkadow @UF) 1 p@S); sprowadza sie tylko do wyznaczenia zmiennych sta-
nu na brzegu.

7. Algorytm generowania optymalnego ksztattu konstrukcji

W celu rozwigzania ukdadu nieliniowego réwnan algebraicznych (%)
stosujemy metode Newtona-Raphsona:

157)

gdzie Ad sa przvrostami parametrow b™ . Nowe wartosci parametrow w
(i+l) iteracji okreslamy za oomocg wzoru:.
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Nacierz pochodnych [a? 1 noze by¢ obliczona wprost przez bezposred-
nie rézniczkowanie metoda réznic skonczonych lub przez rézniczkowanie od-
powiednich warunkéw optymalnosci. Stosujac pierwsze podejscie korzystamy
ze wzoru:

35r 2r|t1 \% ) -gr<bil bo-1"bo (55)

. I w '
% *257

gdzie 5b™ jest makym przyrostem parametru bN .

Drugie podejscie sprowadza sie do okreslenia pochodnych przemieszczen
weztowych i wektoréw wodzacych r - r(X,y,z)- r(x.|.)2,Xj) weztow elemen-
téw brzegowych. Wektor wodzacy p-tego wezda w (i+l ) iteracji wynosi:

rji+l)- rji)+ =pi] o (56)

Ré6zniczkujac zaleznos¢ (56) wzgledem parametréow b  otrzymujemy:

¢ 41J.63P-2. . 531, . ~D.63r {57
p.q q Jp.q q p.q q » 3
gdzie Jest delta Kroneckera,

Pochodne przemieszczen wezdowych znajdujemy roézniczkujac rownania (43)
i (G . Wonczas|® wartosci pochodnych przemieszczeh wezdowych znajduje-
my rozwigzujac nastepujace ukdady réwnan algebraicznych:.

KX.q -t lIgr ¢« H . q - K,gX
(€9))

KpXq - L,g+ V>q “ KgPX + PH-q *

Biorac za punkt wyjsScia pewny poczatkowy ksztakt brzegu S2 okreslamy
funkcje S 1 3?r/3b dla ukdadu podstawowego (UP) i ukdadu sprzezo-
nego pUS) . Nastepnie rozwigzujemy ukdad réwnan algebraicznych (53)

i otrzymujemy przyrosty Ab”~ . Ha ich podstawie okreslamy ksztakt nowego
brzegu S? , ktdry jest podstawa kolejnej iteracji procesu analizy-synte-
zy. Proces generowania optymalnego ksztaltu konstrukcji zostaje przerwany
gdy w dwéch kolejnych krokach iteracji otrzymuje sie dostatecznie bliskie
wartosci parametrow b

8, Ksztaktowanie ze wzgledu na maksymalna sztywnos¢. Przykdad numeryczny

Rozwazmy funkcjonat jakosci konstrukcji okreslony réwnaniem (6) ,
gdzie $(e)- w(e) jest gestoscig energii sprezystej (potencjat odksztat-
cen ) , natomiast <p(0. S2)- -V2u . rfonczas funkcjonat na postac:

2J -S wed7 - S tuds2 . 3)
V(i) S?2(®



Generowanie optyalnego ksztattu.. 19

Funkcjonat 2<Twyraza energie potencjalna i jest miarg globalnej sztyw-
nosci konstrukcji. Dalsze rozwazania ograniczymy do zagadnienia®™ genero-
wania optymalnego ksztaktu konstrukcji przy kryterium maksymalnej sztyw-
nosci, stosujac agtejchnike elementéw brzegowych (3,4,5] . Woéwczas problem
optymalizacji:) formutujemy nastepujaco : max2J przy V»Vg . Przyjecie
funkcjonatu 2J w postaci {59) powoduje, ze w ukladzie sprzezonym
2(S) zachodzi:
- dla obszaru v: 20°-8(e)E& w(®)yg

oraz 20 --a wiec 20 -0 1 2T -0

- dla brzegu S: 2v° «0 , S2:1  ¢p° - m-t°
Zatozmy dalej, ze brzeg S2"sklada sie z czesSci S2, ,na ktorej zadane
sg obcigzenia ) t© / 0 oraz S2,,., na ktérej4° - 0, oczywiscie za-

chodzi S2 - S2,U Sg,, - Wéwczas przy generowaniu swobodnego brzegu kons-
trukcji S2,, warunek optymalnosci przyjmuje postac:

s2l - J 2Pn5gds2,, - 0 , ((Y)

gdzie 2P - w(6)-tu . 6D

Jak wida¢,warunek optymalnosci wyraza sie w tym przypadku tylko przez
zmienne stanu ukdadu podstawowego (UP).

W charakterze;) przyk#adu numerycznego rozpatrzmy zagadnienie generowania
optymalnego ksztaktu przekroju, poprzecznego preta skrecanego przy kryte-
rium maksymalnej ”~ztywnosci [5J . Zagadnienie jest dwuwymiarowe i waru-
nek optymalnosci po dyskretyzacji ma posta¢ (36), a warunek ograniczaja-
cy "powierzchnie przekroju poprzecznego okreslony jest zaleznoscia (37) .
Potencjat odksztaktcen ma postac

We) V63 +623) * ®)

natomiast uktad podstawowy opisany je3t brzegowym réwnaniem catkowym ;

| u@j) =j dR= uQYd3(x) - ~ A(x<y) , ®3)
S 3

gdzie u(y) Jjest funkcja deplanacji , H(X,y) jJest rozwigzaniem podsta-
wowym réwnania laplace’a V2u - 0 1 wyraza sie zaleznoscia

R(x,y)- ™~ Inr > a warunek brzegowy jest typu Neumanns - XN=-x,N
Kwadratowy brzeg przekroju poprzecznego preta podzielono na 24 elementy
Przegowe (rys.4) . Obliczenia przeprowadzono dla réznych wartosci A0 .
r-“yniki obliczen wspétrzednych Wez+0\g/ych elementéw brzegowych w kilku wy-

branych iteracjach dla - JOO mm przedstawiono na rys.5.
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10 n 12 13 14
RYS.4.

7 ITERACJA
14 ITERACJA

RYS.5.

3. Uwagi koricowe

Retorta elementdéw brzegowych jest wyjatkowo dogodna i naturalng tech-
nika numeryczng modelowania konstrukcji przy optymalizacji jej postaci
geometrycznej. Pokaczenie metody ukdtadéw sprzezonych z metoda elementdw
brzegowych umozliwia sformutowanie problemu optymalizacji ksztattu kons-
trukcji dla szerokiej klasy funkcjonatéw jakosSci. Poniewaz zaréwno catko-
we warunki optymalnosci(Jak i brzegowe réwnania catkowe ukdtadu podstawo-
wego i ukdaddéw sprzezonych okreslone sga na brzegu konstrukcji, wiec w ca-
+ym procesie syntezy ksztaktu niewiadome wystepuja na powierzchni. Ka to
istotne znaczenie w cyfrowej realizacji metody i jest uzyteczne w kompu-
terowo wsnomaganej optymalizacji ksztattu konstrukcji.
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GENERATION OF OPTIMAL SHAPE OF STRUCTURES BY MEANS OF
THE BOUNOARY ELEMENT METHOD

Suamary

The®" problem of optimum design of the shape of structure in termg of
the boundary element method was presented. The problem was formulated
for two kind of cost funktionals. The vector of Bhape variables which
generates the optimal shape of the structures was evaluated from optima-
lity conditions. The optimality conditions were expressed by state vari-
ables of an original systems and adjoint systems. The numerical exemple-
of optimal shaping using a maximal stiffnes criterion was presented.

rEHEPHPOBAHHE OnTHMAJIEHOK ®OPMH KOHCTPyKiijiH
UPH UPHMEHEHHH METOM rPAHHHHHX 3JIEMEHIOB

Peaxme
B paOoie paccuazpHBaetcx npo6xena onTHMaxLHOro xzpoexTzpoBaHXJi $opuu
KOBOTpyiCUHB C HOMOSO>B MelOA& PpaHHIHMX oxeueHTOB. B KaUeCTBe XpHiepHX
oniHMaxLHocTE npKBXTO ABa bhmm 4>yHKUHOHajiOB. Bexiop napauerpoB (popim,
xoiopnfl onpeAexaez onTHuaxLHy» 4>0puy xoHcipyxipjH, BUBejeHO H3 ycxoBHFI
onTHUH3auHH. yoxoBza oniHMHaauHH Bupaxeao npa nouogH nepeuessux coctoh-
mtji (pyHRaiieHTajiBHofi czcTexN h acooimapoBaHHirx OHCieu. IlpeAciaBxeHo vhc-
xeHHHFl npziiep onTHMxsauHH ipopnu npa npHMeaeHHH xpHiepaa uaxoHuyu xecx-

XOCTH KOHCTpyXUHH.



